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RESUMEN.

La inversa de Moore-Penrose es una herramienta poderosa para resolver problemas
lineales con matrices no cuadrada o singulares, proporcionando soluciones aproximadas
y estables en diferentes aplicaciones. En tal sentido, esta investigacion tuvo como objeti-
vo general: Analizar las propiedades de la inversa de Moore-Penrose y su aplicacion en
el estudio de sistemas de ecuaciones. Y cuyos objetivos especificos fueron: Describir las
propiedades que garantizan la existencia de la inversa de Moore-Penrose. Y Aplicar las
propiedades de la inversa de Moore-Penrose para determinar la compatibilidad de los sis-

temas de ecuaciones lineales.

En lo que concierne a los aspectos metodoldgicos, se utilizé el disefio no experi-

mental, con un enfoque cualitativo y con el tipo de investigacion: exploratoria, descriptiva
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y explicativa. En cuanto a las conclusiones alcanzadas en esta investigacion se encuentran

las siguientes:

1. Dentro de las distintas generalizaciones del concepto de matriz inversa, las que mas
se relacionan con el andlisis y resolucion de los sistemas de ecuaciones lineales tanto
compatibles como incompatibles son las c—inversas, las s—inversas y la g—inversa
o inversa de Moore-Penrose de una matriz. Tanto las matrices c—inversas como las

s—inversas siempre existen y no son tnicas. La g—inversa existe siempre y es Unica.

2. La compatibilidad de un sistema lineal de la forma Ax = b estd caracterizada por
una c—inversa de la matriz A, es decir, si el sistema Ax = b es compatible entonces
AAb = bysi AA.b = b entonces el sistema es compatible ya que xo = A:b es

soluciéon del mismo.



CAPITULO 1
INTRODUCCION

1.1 Introduccion

Este capitulo estd compuesto por los antecedentes tanto historicos como académi-
cos, en el cual se encuentran contenidos una serie de evidencias acerca del origen y desa-
rrollo de la inversa de Moore-Penrose y los sistemas de ecuaciones. Ademads, contiene el
planteamiento del problema donde se describe y se estructura de manera formal la idea de
la presente investigacion y sus interrogantes. En el mismo orden de ideas, se presentan y
delinean los objetivos tanto el general como los especificos, la justificacidn; que explica su
relevancia, importancia e utilidad como también se encuentran los alcances y limites donde

se describe hasta donde llega y el drea o campo de donde esta centrada dicho estudio.

1.2 Antecedentes.

1.2.1 Antecedentes historicos.
1.2.1.1 El principio de las ecuaciones lineales

En las primeras civilizaciones que tuvo el planeta se le reconoce a los griegos al-
gunos de los avances mds importantes en la matemaética pues ellos fueron una civilizacién
enfocada en los calculos matematicos ya que los ayudaba a solucionar problemas de la vi-
da diaria, a todos estos avances matemadticos le dieron el nombre de dlgebra y la definieron
como el arte de reducir y resolver ecuaciones las cuales son igualdades en las que hay una
o varias cantidades desconocidas llamadas inc6gnitas y que solo se pueden verificar o ser

verdaderas para determinados valores. (Burgo, 2018)

Por otro lado los egipcios hicieron un gran aporte al mundo mediante sus papi-
ros pues en ellos dejaron una gran cantidad de problemas matematicos resueltos mediante
ecuaciones, la mayoria de ellos eran de tipo aritmético, es decir ,problemas relacionados es-

pecificamente con operaciones de suma, resta, multiplicacion y divisién, ademas la mayoria



de los problemas que se encontraban en los papiros respondian a situaciones concretas a

las que se enfrentaban mientras construian sus estructuras y monumentos. (Burgo, 2018)

1.2.1.2 Primeros sistemas de ecuaciones lineales

Los primeros sistemas de ecuaciones lineales fueron formulados y resueltos por los
babilonios, los cuales llamaban a las incégnitas con palabras tales como longitud, anchura,

area, o volumen, sin que tuvieran relacién con problemas de medida. (Burgo, 2018)

Los griegos también resolvian algunos sistemas de ecuaciones, pero utilizando méto-
dos geométricos. Uno de los personajes mas destacado en esta civilizacién fue Diophante
quien resolvia problemas en los que aparecian sistemas de ecuaciones, pero los transforma-
ba en una ecuacion lineal. A este personaje se le atribuye el término de ecuacién diofantica
que es cualquier ecuacion algebraica, de dos 0 mds incdgnitas, cuyos coeficientes recorren

el conjunto de los ndmeros enteros, y se buscan soluciones enteras. (Lopez y Ruiz , 2005)

En el siglo XVI se presentaron grandes avances en cuanto al dlgebra se refiere
mas especificamente en Francia surgié un matematico llamado Francois Viéte quien fue
el primero en representar una ecuacion mediante letras asignando variables respectivamen-

te.(Lorenzo, 2010)

En el siglo XVIII se hizo presente Johann Friedrich Gauss y Wilhelm Jordan, quie-
nes fueron los creadores del método de eliminacion de Gauss-Jordan el cual consiste en una
técnica algebraica desarrollada en un algoritmo que sirve para determinar las soluciones de
un sistema de ecuaciones lineales y que inicialmente se us6 para resolver el problema de

minimos cuadrados.(Burgo, 2018)

En esa misma época resalté Gabriel Cramer quien fue un matematico suizo que
formul6 lo que llaman La regla de Cramer el cual es un teorema del dlgebra lineal que

da solucidén a un sistema lineal de ecuaciones en términos de determinantes los cuales



sirven para estudiar el nimero de soluciones de los sistemas de ecuaciones lineales, sin
embargo, para sistemas de ecuaciones lineales de mds de tres ecuaciones su aplicacion

para la resolucion del mismo resulta demasiado dificil.(Burgo, 2018)

1.2.1.3 Inversa generalizada de Moore-Penrose

El concepto de una inversa generalizada fue mencionado primero por Fredholm en
1903, donde dio una inversa generalizada particular llamada por el pseudo inversa de un
operador integral. La clase de todas las pseudo inversas fue caracterizada por Hurwitz en

1912. (Lopez, 2019)

Los inversos generalizados de operadores diferenciales e integrales antecedieron a
las inversas generalizadas de matrices, cuya existencia fue notada primero por E. H. Moore
alrededor de 1906, quien definié una inversa tnica llamada por €l la reciproca general para
cada matriz finita cuadrada o rectangular. Sin embargo, el trabajo de Moore fue cayendo en
el olvido durante algunos afios debido, entre otras cosas, a que usaba notacién muy engo-

rrosa, lo cual hacia su trabajo ininteligible a la mayoria.(L6pez, 2019)

En el afio 1955 Penrose, quien aparentemente desconocia el trabajo de Moore, dio
una nueva definicion de la misma inversa generalizada, pero cambiando el enfoque. En esta
ocasion se tenia el concepto a partir de cuatro ecuaciones matriciales, una forma més sen-

cilla de clasificar ese tipo de matrices. (Garcia, 2011)

A partir de ese momento la inversa generalizada comenz6 a conocerse con el nom-
bre de inversa de Moore-Penrose. Esta inversa, que denotaremos A, siempre existe y es
unica. Su aplicaciéon mas notable es la de dar solucion al problema de minimos cuadrados.

(Garcia, 2011).



1.2.1.4 Eliakim Hastings Moore

Eliakim Hastings Moore fue un matematico estadounidense nacido el 26 de enero
de 1862 en Marietta, dedicé parte de su vida al trabajo matemadtico siendo su primer aporte
en algebra abstracta probando en 1893 la clasificacion de la estructura de campos finitos

también llamados campos de Galois.(Parshall y Rowe, 1994)

Hacia 1900 comienza a trabajar en los fundamentos de la geometria. Reformul6 los
axiomas de Hilbert para la geometria de modo que los puntos fueran la tinica nocién primi-
tiva , convirtiendo asf las lineas y planos primitivos de David Hilbert en nociones definidas.
En 1902, demostré ademds que uno de los axiomas de Hilbert para la geometria era redun-
dante. Su trabajo sobre sistemas de axiomas se considera uno de los puntos de partida de la

matematica y la teoria de modelos. (Parshall y Rowe, 1994)

Después de 1906 se dirigio a los fundamentos del analisis . El concepto de operador
de cierre aparecié por primera vez en su Introduccién de 1910 a una forma de anélisis
general. También escribié sobre geometria algebraica , teoria de nimeros y ecuaciones

integrales.(Parshall y Rowe, 1994)

1.2.1.5 Roger Penrose

Roger Penrose, OM, FRS (nacido el 8 de agosto de 1931) es un fisico matemadtico
oriundo de Inglaterra y Profesor Emérito de Matematicas de la Universidad de Oxford. Es
reconocido por su trabajo en fisica matematica, en particular por sus contribuciones a la
teoria de la relatividad general y a la cosmologia. También ha orientado sus esfuerzos en
el ambito de las matemdticas recreativas y es un polémico filésofo. (Moreno y Ramirez,

2020) 9



1.2.2 Antecedentes académicos.

Ciriaco (2019), para optar por el titulo de magister se empefid en analizar las pro-
piedades de la inversa de grupo y su aplicacién en la determinacién de estados limites en
una cadena de Markov donde verificé que una matriz A = [ — T es de indice 1 y por tanto

tiene inversa de grupo, siendo I la matriz identidad y T la matriz de transicion.

Loépez (2019), en su tesis de maestria estudid la representacion de una aplicacion
lineal a través de la inversa generalizada de Moore-Penrose y determiné que tedricamente

es posible resolver un sistema de ecuaciones usando la inversa de Moore-Penrose.

Segin Durén (2020), en su trabajo de maestria se plante6 aplicar la inversa de Dra-
zin en la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales de indice k donde concluy6 que se
puede expresar una solucion particular de un sistema lineal compatible indeterminado de
la forma Az = b en funcién de la inversa de Drazin , siempre que b € I,,,, A*, k = ind(A).

Se ha establecido que esta solucién est4 dada por z = APb.

Hernandez (2020), en su investigacién de maestria se propuso aplicar la inversa de
Moore-Penrose en la determinacion de estimadores minimos cuadraticos de modelo de re-
gresion lineal generalizados de rango no completo y determiné que la solucién aproximada
minimo cuadréatica siempre estd garantizada dado que la inversa de Moore-Penrose de una

matriz siempre existe.

Milan y Pab (2021), en su trabajo de grado pseudoinversa de Moore-Penrose: Pro-
piedad, aplicaciones y generalizacion a espacios vectoriales de dimensiones infinita de-
terminaron que la inversa de Moore-Penrose es una matriz Gnica que se puede aplicar a

diferentes algoritmos y el resultado es el mismo.



1.3 Planteamiento del problema

La inversa de una matriz es de suma importancia para resolver diversos problemas
practicos. Sin embargo, no siempre se puede asegurar que la matriz del problema que se
pretende analizar sea invertible. Esto hace plantearse otras alternativas para obtener la so-
lucién y es entonces, cuando el uso de la pseudoinversa de Morre-Penrose es de utilidad,
ya que no requiere condiciones de no singularidad, asi como tampoco tener restricciones

en el orden de la matriz.

En la actualidad, es necesario saber que este topico, ha sido utilizado con éxito en
investigaciones de diferentes ramas de las matemdticas debido a que posee propiedades
unicas que dan sentido a su existencia, permitiendo que el procedimiento para el calculo de

la inversa de una matriz no cuadrada o de rango no completo sea comprensible y fiable.

Dentro de su aplicacion, especificamente en dlgebra lineal esta se encarga de ana-
lizar los sistemas de ecuaciones lineales ofreciendo dos ventajas: la primera es que si el
sistema de ecuacion lineal no homogéneo admite al menos una solucién proporcionard una
expresion general de dicha solucién y la segunda es que si no admite solucién, permitira ca-
racterizar una solucidn aproximada en sentido concreto. Por tal razon en esta investigacion

se pretende dar respuesta a las siguientes preguntas:
1. (Cudles propiedades garantizan la existencia de la inversa de Moore-Penrose?

2. (Cbémo aplicar las propiedades de la inversa de Moore-Penrose para determinar la

compatibilidad de los sistemas de ecuaciones lineales?

1.4 Justificacion

En matematica, y en particular en el Algebra lineal uno de los contenidos méds re-
levantes es la inversa de Moore-Penrose, porque ofrece un excelente procedimiento para

la resolucién de sistemas de ecuaciones no homogéneos proporcionando la obtencién de



un resultado aproximado o general seguin sea la solucién. Ante lo expuesto anteriormente,
la presente investigacion tiene la intencidén de promover la inversa generalizada de Moore-
Penrose como también su uso y aplicacion. Del mismo modo, servird de fuente de consulta

para otro estudio relacionado con este contenido.

1.5 Objetivos

1.5.1 Objetivo general

Analizar las propiedades de la inversa de Moore-Penrose y su aplicacion en el estu-
dio de sistemas de ecuaciones.
1.5.2 Objetivos especificos

1. Describir las propiedades que garantizan la existencia de la inversa de Moore-Penrose.

2. Aplicar las propiedades de la inversa de Moore-Penrose para determinar la compati-

bilidad de los sistemas de ecuaciones lineales.

1.6 Alcances y limites

Esta investigacion corresponde al campo de la matematica aplicada, en especifico,
al drea de Algebra lineal. Se limita al estudio de las propiedades de la inversa de Moore-

Penrose y su aplicacion a los sistemas de ecuaciones lineales compatibles.



CAPITULO 11
MARCO REFERENCIAL

2.1 Introduccion.

A continuacion, se definen algunos conceptos que dieron soporte al trabajo de inves-
tigacion al cual se hace referencia, considerdndose de utilidad para el enfoque del mismo.

Esto fue mediante definiciones, proposiciones y teoremas que sustentaron el estudio.

2.2 Marco conceptual.

Matriz. Es una tabla cuadrada o rectangular de datos (llamados elementos) ordena-
dos en filas y columnas, donde una fila es cada una de las lineas horizontales de la matriz y
una columna es cada una de las lineas verticales. A una matriz con m filas y n columnas se
le denomina matriz m-por-n (escrito m X n), y amy n dimensiones de la matriz. (Barnett,

2014)

Vector. Es todo segmento de recta dirigido en el espacio.

Rango de una matriz. Dada una matriz cualquiera A de orden m se denomina ran-
go de la matriz A y se denota por rg(A) m X n , al mdximo nimero de vectores columna

de A linealmente independientes. (Rosa y Sanz, 1998)

Traza de matriz. Dada una matriz cuadrada A de orden n, se define la traza de A
que se denota por tr(A), como el valor de la suma de todos los elementos de la diagonal

principal de A. (Rosa y Sanz, 1998)

Proyeccion ortogonal. Si, A> = Ay A = A, entonces A es una proyeccién orto-

gonal (es decir si su inversa coincide con su traspuesta) y se denota por Pg(4).



Ecuacion. Es una igualdad entre dos expresiones algebraicas (Pancorbo; Ruiz, 2015)

Sistema. Se define como una unién de partes o componentes, conectados en una

forma organizada. (Gich, 1978)

Sistema de ecuacion. Es un conjunto de ecuaciones que poseen incdgnitas. (Bece-

rra, 2016)

Sistema de ecuacion lineal. Es un conjunto de ecuaciones de primer grado de las

que se quiere analizar las posibles soluciones comunes. (SM Grupo, 2018)

Solucion de un sistema de ecuacion. Es un conjunto de valores de las incognitas

que verifica todas las ecuaciones del sistema. (SM Grupo, 2018)

Norma euclidea. Si z € n, la norma euclidea del vector x se puede expresar como

n
<zx>=ar= |z =]zl
i=1

2.3 Tipos de matrices.

Matriz identidad. Si una matriz diagonal tiene en su diagonal principal s6lo unos,

se denomina matriz unidad o identidad. Se suelen representar por I,,. (Barnett, 2014)

Matriz traspuesta. Dada una matriz cualquiera A, se llama matriz traspuesta de A,
y se representa por A’ a la matriz que resulta de intercambiar las filas y las columnas de
A.(Barnett, 2014)

Propiedades de la matriz traspuesta:
n (A" = A es decir, la traspuesta es la matriz inicial.

» (A+B)!=A"+ B
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w (k-A)l=k- A

Matriz transpuesta conjugada. La matriz A es transpuesta conjugada de otra si es
el resultado de tomar el complejo conjugado de cada elemento de A y transponer, es decir,

permutar filas por columnas, se denota por A*. (Mildn y Pab, 2021)

Matriz simétrica. Es una matriz de orden n con el mismo nimero de filas y colum-

nas, donde su matriz traspuesta es igual a la matriz original. A® = A. (Rosa y Sanz, 1998)

Matriz hemitiana. Es una matriz cuadrada de elementos complejos que tiene la

caracteristica de ser igual a su propia traspuesta conjugada. A = A*. (Milan y Pab, 2021)

Matriz idempotente. Una matriz idempotente es aquella matriz que multiplicada

por ella misma da como resultado la misma matriz. (Milan y Pab, 2021)

Matriz unitaria. Una matriz U € C,,,, s unitaria si sus columnas forman una

base ortonormal de vectores en C,,,,,.

2.4 Inversa generalizada.

Definicion 2.4.1 (Matriz inversa). Una matriz cuadrada A € M,, ¢ es no singular si existe

una matriz B € M,,c que verifique:
AB=BA=1,

Dicha matriz B se denota por A~!, esta matriz recibe el nombre de inversa. (Mildn y Pab,

2021)

Teorema 2.1 (Inversa). Sea A € M,, ., . Entonces las siguientes condiciones son equi-

valentes:

m A es invertible
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s Det(A) £ 0

s Az = 0 tiene solo la solucién z = 0

2.4.1 C'—inversa de una matriz

Definicion 2.4.2 (C'—inversa). Dada A € M,,,, se dice que una matriz A. de donde

n X m es c—inversa, o inversa condicionada de A si y sélo si se verifica:

AA A=A (2.1)
Ejemplo 2.4.1 La matriz
10
Ac=10 1
0 0
es c—inversa de
1 01
o1 o

yaque AA.A = A. Por la misma razén también lo es la matriz.
1/2 0
0 1
1/2 0

Proposicion 2.4.1 Sea A € M,,,x,,, m < n, tal que rg(A) = r < m. Se verifica que

1. Existe A, € M,,xm, c—inversa de A

2. Si A} es una c—inversa de A, entonces para cualquier matriz B de orden n x m, se

tiene que la matriz

C'=A'+ B — A"ABAA: (2.2)

también es c—inversa de A. Ademas si S es una ¢c— inversa de A, entonces S es de

la forma indicada en la ecuacién (2.2) con B = S — A}
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3. La c—inversa de una matriz no es unica.

2.4.1.1 Propiedades

Proposicion 2.4.2 Dada A y B matrices de 6rdenes m X n 'y r X s repectivamente y sus

c—inversas A,y B, se verifica que

L (Ao = (A").

2. Si
A O
S pu—
entonces
A. O
S. =
(O BC)
3. Si

W X
S p—
A Z
con W'y Z cuadradas de ordenes ny my X € M, ,, es tal que
i W
rg(WIX) =1g(W) 6 rg| 4| =18(W)
entonces
S| = |W||Z — AW .X|
donde W, es una c— inversa de V.

4. rg(AA.) = rg(AA) =1g(A)

5. Las matrices AA,, A A, I, — AA.e I, — A A son idempotentes.
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Proposicion 2.4.3 Sea X una matriz de orden n X kcon k < ny rg(X) =r < k. Si

A = X'X y A es una de sus c—inversas, se verifica que

Al es también c—inversa de A.

s A _X"!esunac—inversa de X.

para cualquier c—inversa S de A, X SX! = XA X",

La matriz X A, X"* es siempre simétrica.

2.4.1.2 Calculo de una C' —inversa de una matriz

En el apartado (1) de la Proposicion (2.4.1) se mostrd que toda matriz tiene c—inversa
a partir de la construccién de dicha c—inversa que, en general, no es tnica. El método alli

empleado es el siguiente:

Dada A de orden m x n con rg(A) =r < min{m,n}

= Sila submatriz A;; de A formada por sus r primeras filas y columnas es no singular,

entonces es posible efectuar la particién

All AIZ
A21 A22

Verificindose que
A O
O O

es c—inversa de A
= Cuando |Aj;| = 0, dado que rg(A) = r, mediante matrices de permutaciones Ry S,

es posible obtener

Bll Bl2
B21 B22

RAS =B =
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tal que | B11| # 0, siendo

B! 012
021 O
una c—inversa de B.
Una c—inversa de A es
A. = SB.R

ya que, por la ortogornalidad de las matrices Ry S
A= R'BS!
y como B, es una c—inversa de B resulta
AA.A = R'BS'SB.RR'BS' = R'BB.BS' = R'BS' = A

Para cualquier A, sin necesidad de hallar matrices S'y R correspondiente, bastaria efectuar

las siguientes operaciones:
1. Encontrar en A una submatriz M de orden r no singular.
2. Hallar M !y trasponer dicha matriz.

3. En A reemplazar cada elemento de M por el correspondiente de (M 1) y los res-

tantes elementos por cero.

4. Trasponer la matriz obtenida en la ecuacion (3),

ya que
1 t
By) O
A, = SB.R = (R'B!R)' = | R! (Bir) St
O O
y el producto de B! por R' y S* recolecta los elementos de B! en las posiciones

correspondientes a los de la matriz A de partida.

Ejemplo 2.4.2 La matriz
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1 0 -1 1
A=[2 0 -2 2
11 0 3

tiene rango 2 y una submatriz de orden dos de A con determinante no nulo es

M— ajlr Q12 _ 10
as; agp 11
cuya inversa esta dada por
1 0 1 -1
M1 = con (M)t =
-1 1 0 1

Teniendo en cuenta el algoritmo anterior, una c—inversa de A es

t 1 0 0
1 =1 0 0
-1 0 1
Ac=10 0 0 0f =
0 00
0 1 00
0 00

2.4.2 S-inversa de una matriz

Definicion 2.4.3 Dada una matriz A de orden m x n se dice que una matriz A, de orden

m X n es s—inversa de A o inversa minimo-cuadratica si y sélo si verifica que

AAA = Ay AA, es simétrica

Ejemplo 2.4.3 Dada

110
0 0 1

la matriz
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00
As=1[1 0
0 1
es s—inversa de A, ya que
AAA=Ay AA, = (1) (1) es simétrica.

2.4.2.1 Propiedades
1. Toda s—inversa de A es también c—inversa de A.

2. Las s—inversa de una matriz A verificas las propiedades de las c—inversas excepto 1

y 2.

Proposicion 2.4.4 Dada una matriz A de orden m x n se verifica que

Ay = (ATA) A (2.3)
es una s—inversa de A
1. Sea A la matriz dada por

1 2

A=10 1

11

como
2 3
AtA =

3 6

es no singular , entonces es una c—inversa y por la proposicion anterior se concluye

que

2 -1 1 01 0 -1 1 )
A, = = es s—inversa de A.

-1 2/3)\2 11 1/3 2/3 —1/3
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2. Para la matriz

1 11
A=111 1
1 01
se tiene que
3 2 3
AtA=1[2 2 2| y rg(A*A)=2
3 2 3
Por tanto, si se considera
3
A=
2 2

de acuerdo con el método de célculo de c—inversas indicado en el apartado anterior

resulta

1 -1 0
(A"A).=| -1 3/2 0
0 0 0

Asi pues, de la ecuacion (2.3), se obtiene que:

0 0 1
As=11/2 1/2 -1
0 0 0

es una s—inversa de A

2.4.3 Inversa de Moore-Penrose

Definicion 2.4.4 (Inversa de Moore). Segiin Milan y Pab (2021) Si A € M,,, ., entonces

la inversa generalizada de A es la tinica matriz A, tal que:
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» AAg = Ppa
L] AgA = P R( Ag)
Afos mds tardes, en 1955, Penrose ofreci6 una nueva definicion de inversa generalizada.

Definicion 2.4.5 (Inversa de Moore-Penrose). Sea A € M,, .., la inversa de Moore-

Penrose de A es la matriz que se denota por A, y es la tinica matriz en M, ,,, que verifica:

AAA = A

AA, es simétrica

Ag A es simétrica

A;AA, = A,
Esta ultima definicion es la que se conoce como la pseudoinversa de Moore-Penrose.

Teorema 2.2 Las definiciones de inversa generalizada dadas por Moore y Penrose son

equivalentes.

2.4.3.1 Propiedades de la inversa de Moore-Penrose

Definicion 2.4.6 Una matriz unitaria U € M., es una matriz compleja cuadrada que

satisface:
UUu=U0U"=1,.

Teorema 2.3 Dada una matriz A de orden m X n 'y su matriz g—inversa A, se verifica que:

—_—

. Para cualquiera que sea k € R, k # 0, la matriz (1/k) A, es la inversa de KA.
2. (Ay), = A
3. (At)g = (Ag)t-

4. Sim =ny Aesno singular entonces A~! = A,..
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11.

12.

13.
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- 1g(A) = rg(Ay).

(A'A)g = AgA . (AAy)y = Adgy Ay = (A'A) A"

. Para cualquier B € M, ., si B, en su g—inversa se tiene que

(A® B)g = Ag ® B

. Las matrices A, A, AA,, I, — A;Ae I, — AA, sonidempotentes. Ademds, [, — A, A

e I,, — AA, son simétricas.

. Se cumplen las siguientes igualdades

(Ln — AA)A =0
Ag(I, — AAy) =0
(Ln — AA)AA, = AA(L, — AA) = O
(I — AyA)AA = A, A(L, — A,A) = O
Si A es simétrica entonces la g—inversa de A% es(A,)>.

Si A es simétrica e idempotente entonces A, = A.

Si la matriz A puede particionarse en la forma

[2/c)

y By y C, son las g—inversas de las submatrices B y C se tiene que

B,| O
A, =
o |c,

Si es posible particionar la matriz A en la forma

gE
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con BC* = O entonces
Ag = (Bg|0g)

siendo B, y C; las inversas de B y C' respectivamente.

14. Si A = DE, siendo D y E dos matrices diagonales cuyas g—inversas son D, y I,

respectivamente, se verifica que A, = E,D,.

15. Si Py () son matrices ortogonales de ordenes m y n, respectivamente, entonces
(PAQ)y = Q' A P*
2.4.3.2 Calculo de la inversa de Moore-Penrose

En este apartado se recoge en primer lugar un resultado que proporciona un método
para hallar la A, de una matriz cualquiera A de orden m x n con independencia de que A

sea de rango no completo o no.

Proposicion 2.4.5 Sea A una matriz simétrica de orden n con rg(A) = r < n. Sean
D, una matriz diagonal de orden r cuyos elementos no nulos son los autovalores de A
diferentes de cero y P, una matriz de orden n X r cuyas columnas son los autovectores
unitarios y ortogornales dos a dos de A correspondientes a sus autovalores no nulos. Se

verifica entonces que la matriz

A, = P.D;'P,
es la A;—inversa de A
Ejemplo 2.4.4

1. Dada la matriz

210
011

conrg(A) = 2, como
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(5 1) ) (2/9 1/9)
AA = y (AAN ' =
1 2 ~1/9 5/9

4/9  —2/9
Ay =AWAAY T =1 1/9  4/9
~1/9  5/9

es Ag—inversade Ay
4/9  =2/9
210 / / 10
AAg = /9 4/9 | = =1
011 0 1
-1/9 5/9

. La matriz A definida como

2 21
011
210

no tiene rango completo. Ahora bien, existen matrices

11
210

B=l0 1| vy C=
011

como A = BC, entonces B, donde C, es la A,—inversa de C, ya calculada en el

apartado (1)
4/9 —2/9
Co=11/9 4/9
-1/9 5/9

y Bg la Ag—inversa de B dada por

By = (B'B)"'B
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esto es,
t
-1(1 1
B, - 2 1 01l = 1/3 —-1/3 2/3 .
1 2 Lo /3 2/3 -1/3
Por tanto
2 =8 10
PRETI §
4 11 -7
. La matriz
310
A=11 3 0
000

tiene como autovalores \; = 0, Ao = 2y A3 = 4, y su rango es 2.
Teniendo en cuenta el resultado de la proposicién 2.4.5, como vy = (1 / V2 ,—1/ V2 , O)
y Uy = (1 /NV2,1//2, O) son autovectores de A ortonormales asociados a los auto-

valores A = 2 y A\ = 4, repectivamente, si se toma

1/vV2 1/V2
Po=|-1/vV2 1/V2
0 0
y
D, — 2 0
0 4
entonces se verifica que
3/8 —1/8 0
A, =P.D;'Pl=|-1/8 3/8 0
0 0 O

es Ag-inversa de la matriz A
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CAPITULO 111
DISENO METODOLOGICO

3.1 Introduccion.

En este capitulo se detalla una serie de elementos que enmarcan los componentes
metodolégicos relacionados con el desarrollo de la investigacion, los cuales hacen referen-

cia al diseno, tipo, método y enfoque de la misma.

3.1.1 Aspectos metodologicos
3.1.2 Diseio de la investigacion.

Segun Hernandez , Ferndndez y Baptista (2001), la investigacion no experimental
es aquella que se realiza sin manipular deliberadamente variables. Es decir, es la investi-
gacion donde no se hace variar intencionalmente las variables independientes. Lo que se
hace en la investigacidon no experimental es observar fendmenos tal y como se dan en su

contexto natural, para después analizarlos

Desde el punto de vista cientifico el disefio de intervencion utilizado en esta investi-
gacion es el no experimental porque solo se enfocd en la observacion de las informaciones
sin influir en las variables. Con relacidn a la duracion del estudio, el diseno fue el transver-
sal, ya que se desarrollé en un lapso definido. De acuerdo con la bisqueda de las causas, el
disefo fue descriptivo-analitico; descriptivo debido a que se intereso en recolectar informa-
cién de manera independiente sin cambiar el entorno y analitico porque las informaciones
recolectadas sirvieron de base para analizar la solucion de sistemas lineales aplicando las

propiedades de la inversa de Moore-Penrose.

3.1.3 Tipo de investigacion.

Segun Arias (2012), la investigacion exploratoria es aquella que se efectia sobre

un tema u objeto desconocido o poco estudiado, por lo que sus resultados constituyen una
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vision aproximada de dicho objeto, es decir un nivel superficial de conocimiento.

El presente estudio se fundamento en el tipo de investigacion exploratoria porque se
basé en la busqueda minuciosa de informaciones referente a dicho tema, a su vez poco estu-
diado. De igual forma fue de tipo descriptiva puesto que se mencionaron las propiedades y
caracteristicas que hicieron que la inversa de Morre-Perose fuera tinica. En el mismo orden
de ideas, correspondi6 al tipo de investigacion explicativa dado que se describi6 de forma
sintética todo lo concerniente a la misma para que el andlisis de los resultados obtenidos

fuera entendido de manera facil y sencilla.

3.1.4 Método de investigacion.

El método de investigacion que se empled en esta tesis fue el cualitativo-deductivo;
cualitativo debido a que solo se persigui6 describir y profundizar el tema objeto de estudio
y deductivo porque se partié de aspectos generales para llegar a conclusiones particula-

res.(Inacio, 2019).

3.1.5 Enfoque de la investigacion.

Los autores Blasco y Pérez (2007,P.25), sefialan que la investigacion cualitativa es-
tudia la realidad en su contexto natural y como sucede, sacando e interpretando fendmenos

de acuerdo con las personas implicadas.

En esta investigacion el enfoque utilizado fue de tipo cualitativo debido a que su
desarrollo estuvo basado en descripciones, explicaciones y andlisis sobre las definiciones,

proposiciones, teoremas y sus demostraciones ya generalmente aceptados previamente.
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CAPITULO IV
PRESENTACION DE RESULTADOS

4.1 Introduccion.

En este capitulo se analiz6 el papel que desempefié la inversa de Moore-Penrose
en el estudio y resolucion de los sistemas de ecuaciones lineales compatibles. Dado que
las soluciones de estos sistemas existen, se establece, en el contexto de esta inversa, una

caracterizacion de las mismas.

4.2 Resultados

En los resultados que se presentan a continuacion se establece la existencia y uni-
cidad de la inversa de Moore-Penrose de una matriz cualquiera A de orden m X n y un

método para calcularla.
Teorema 4.1 Dada una matriz A € M,,, ., se verifica que:
1. Siempre existe A,.

2. A, es tlnica.

Demostracion

1. Si A es la matriz nula de orden m X n es claro que la g—inversa de A es la matriz
nula de orden n x m.
Si se supone que rg(A) = r > 0, entonces por la propiedad de producto de matrices
se tiene que existen C; y Cy de orden m X r y r X n, repectivamente, ambas con

rango 7 tales que
A= CCy

Entonces la matriz dada por
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Ag = C3(CoC3)H(C1Ch) ™10
es una g—inversa de A, pues basta sustituir para obtener que

AAA = CLO,CL(CoC8) 1 (CLCy) 1 CLCLCy = C1C = A
AA, = C1(CLCY)7ICE  es simétrica.
AgA = CE(CyCE) ™10y es simétrica.
AgAA, = CLHCLCH™HCIC)) 10 = Ay

Asi pues, siempre existe una g—inversa de una matriz A.

2. para probar la unicidad se procede por reduccion al absurdo y se supone que existen
dos matrices A, y B, de orden n x m que son inversas generalizadas de A.

Por ser A g—inversa se tiene
AA A=A
de donde Postmultiplicando por B,.
AA,AB, = AB,
y, dada la simetria de AB, y AA, resulta
AB, = (AB,)' = AB,AA, = AA, 4.1)
De forma andloga premultiplicando por B, en AA, A = A se obtiene:
B,A = A, A 4.2)
Por ultimo, de premultiplicar en la ecuacion (4.1) por B, se tiene
B,AB, = B;AA,

y de acuerdo con la ecuacion (4.2) y la definicién de g—inversa resulta
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By = B;ABy = B,AA, = A,AA, = A,
Es decir, la g—inversa de una matriz es tnica. [ |
Teorema 4.2 Dada una matriz A de orden m X n se verifica que
1. Sim > nyrg(A) = n entonces
Ay = (ATA)LA
es la g—inversa de A. Ademads se tiene que A, A = I,
2. Sim < nyrg(A) = m entonces
Ay = A(AAYHT!
es la g-inversa de A y ademds AA, = I,
3. Sirg(A) =r < min {m, n} entonces la g-inversa de A es
Ay = Cy B,

siendo B, y C, las g-inversas, repectivamente, de las matrices B € M,,,, y C €

M., de rango r tales que A = BC.

Demostracion

1. Dado que rg(A) = n, por la propiedad de la traspuesta de una matriz la matriz A*A
es no singular y por tanto existe (A*A)~!.

La matriz A, cumple con las condiciones indicadas en la definicién (2.4.5) ya que:

AAA = A(ATA) AT = A
AA, = A(A'A)1 A que es simétrica
AgA = (A'A)~TA'A = T, que es simétrica
AgAA, = (ATA)TATA(ALA) LA = A,
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y, por tanto, A, es g—inversa de A. Ademads, dada la expresién de A,, es claro que

AA=1T,.
. La comprobacion es analoga.

. Si se supone que rg(A) = r > 0, entonces por la propiedad de producto de matrices
y las condiciones de la definicion (2.4.5) se tiene que
Para calcular la g—inversa de B, denotada como B,.Como B, es una matriz de ta-

mafio 7 X m y cumple las propiedades de la g—inversa de B:

B,BB, = B,
(B,B)' = B,B

Aplicando el mismo procedimiento para calcular la g—inversa de C,se procede a de-

mostrar que A, = CyB,:

AAA = (BC)(CyB,)(BC) = B(CC,C)BG = B(C,C) By
como C'C,C = C; se puede simplificar la expresion anterior:

B(CgC)Bg = B(Cg)Bg = Bg
AAgA = Bg =A

AgAAg = (Cng)(BC)(Cng) = Cg(BBgC)ng = Cg(BBg)ng

como BB, es una matriz cuadrada de tamafio  x r. Por lo tanto podemos simplificar

la expresion anterior:

Cg(BBg)ng = Cng
AgAAg = CyBy = Ag

(AAg)" = (BO)(CyB,)" = (BC)(By)(Cy) = B(CBy)(C,) = B(CBy)
(AA,)' = B(CB!) = AA,
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(AA)" = (CyBR) (BC)' = (CuBy)(CY)(B') = (CuB)(5C1) (BY) = (C,B)(BY)
(A,A)" = (CuB)(B') = A,A

y, por tanto, la g—inversa de A es A, = CyB,. |

En el resultado que se presenta a continuacion se caracteriza la compatibilidad de
un sistema de ecuacion lineal haciendo uso de la c—inversa de la matriz de coeficiente, ya

que esta comparte una de las propiedades de la inversa de Moore-Penrose.

Teorema 4.3 Dado un sistema de ecuaciones lineales

Ax=b 4.3)
con A € Myxn,b € R x = (21, ,x,) € R". Este sistema es compatible si y sélo si
se verifica que

AAbL =D

siendo A, una c—inversa de la matriz A.

Demostracion
Si para A, es c—inversa de A, se cumple que
AAb =0

es obvio que el sistema (4.3) es compatible, puesto que al menos z* = A_.b es solucién del
mismo.Reciprocamente, la condicidn es necesaria pues si el sistema es compatible, existe

xo € R™ tal que
AXO =b

Ahora bien, dado que la c—inversa de A siempre existe. Premultiplicando la expresion

anterior por AA, se obtiene
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AAAxg = AAD
de donde por definicién de c—inversa y ser x, solucion del sistema se tiene
Axg=b =AAb

lo cual comprueba el resultado. |

Ahora se establece la forma de las soluciones de un sistema compatible.
Teorema 4.4 Dado el sistema compatible
Ax=b
con A € M, «xn,b € R™ se verifica que

1. Paratodod € R"
xo = Acb + (I, — AA)d 4.4)

es una solucion del sistema.

2. Si z* es una solucidn cualquiera del sistema, existe d € R” tal que z* puede expre-

sarse en la forma indicada en (4.4).

Demostracion

1. Si xq es solucidn del sistema debe verificarse que

AXO = b

En efecto, esto es asi, pues en virtud del teorema (4.4) y la definicién de c—inversa

Axo = AAb + A, — AA)d =b+Ad— Ad=b

2. Por ser z* una solucién cualquiera del sistema se verifica que

b—Az* =0
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Si se premultiplica por A, y se suma z* en ambos miembros se obtiene
Ab — A AT + o = 2*

de donde, tomando d = x* se tiene

ot = Ab+ (I, — A.A)d n

Un sistema compatible puede ser determinado o indeterminado segun sea o no tnica
solucion. Para establecer la unicidad de la solucidn, puede utilizarse el teorema de Rouché-
Frobenio. Ahora bien, en el contexto de la generalizacion del concepto matriz inversa,
la g—inversa de la matriz A de coeficientes del sistema permite determinar una condicién

necesaria y suficiente de unicidad de la solucién como se establece en el siguiente resultado.

Teorema 4.5 Dado el sistema compatible
Ax=b
con A € M, y b € R™ se verifica que existe solucion tnica z* si y sélo si A;A = 1,
siendo A, la g—inversa de la matriz A
Demostracion

La condicion es necesaria.
Por ser el sistema compatible determinado se tiene que m > n'y rg(A) = n. Por tanto, por

el teorema (4.2) apartado (1)

A, = (AtA)~ At
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La condicidn es suficiente.

Como el sistema es compatible, en virtud del teorema (4.4), para todo d € R"
x=Ab+ (I, — A A)d

es una solucién del mismo, y obviamente también lo sera
x = Ab+ (I, — A A)d

Ahora bien, como A, es tnica y por hipétesis A, A = I, 1a solucién del sistema es

¥ = Agb [ |
4.3 Ejemplo Numérico
Dado el sistema de ecuacion
T1 + X9 = 0
Ty — 2.133 = -1
3%1 + o+ 21’3 = 2
T+ 5$2 — 3ZL'3 = —4

1. Calcular una c—inversa de la matriz de coeficientes.

La matriz de coeficiente es

11 0

01 -2
A—

3 1 2

1 5 -3

El rango es 3.

La submatriz M de orden r no singular es
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aip iz Qi3 1 1 0
M= 1ay as asx = 0 1 =2
as] Q32 ass 3 1 2

La inversa de la matriz anterior estd dada por

-2 1 1 -2 3 3/2
M*'=|3 -1 —1| con (M )Y=[1 -1 -1
3/2 -1 —1/2 1 -1 —1/2

Remplazando en A cada elemento de M por el correspondiente de (M~1)! y los

restantes elementos por cero y trasponer la matriz obtenida.

-2 3  3/2
-2 1 1 0
1 -1 -1
A, = = 3 -1 -1 0
1 -1 —1/2
3/2 -1 —1/2 0
0 0 0

. Comprobar que el sistema es compatible haciendo uso de la matriz calculada en el
apartado anterior.
Segun el teorema (4.3) el sistema es compatible si y s6lo si AA.b = b, de donde A,

es una c—inversa de A

11 0 1 0 0 0
-2 1 1 0
01 —2 0 1 0 0
AA. = X 3 -1 =1 0 =
31 2 0 0 1 0
3/2 -1 —1/2 0
1 5 -3 35/2 —7 —11/2 0

Por lo tanto, como

AA. = el sistema es compatible.
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3. Encontrar sus soluciones con ayuda de la c—inversa de la matriz coeficientes.

Sus soluciones segtn el teorema (4.4) se puede calcular con la siguiente formula:

X0 = Acb + (In — ACA>d = Acb + (Ig - Ig)d == Acb

0
-2 1 1 0 1
-1
Ab=13 -1 -1 0| X = |-1
2
3/2 -1 —-1/2 0 0
4
1
siendo d cualquier vector de R3. Asi pues xg = | —1
0

¢, Tiene solucion unica ?

Para definir si tiene solucidn unica o no se debe de calcular la Ag—inversa.

Dado el teorema (4.5) en el apartado (1) se tiene que si rg(A) = nla A, =
(AtA)~LA

11 0
1 0 3 1 11 9 3
01 —2
AA =11 1 1 5| x = |9 28 —15| vy
31 2
0 -2 2 -3 3 —15 17
1 5 -3

251/322  —99/161 —219/322
(A*A)~" =] —99/161 89/161  96/161
—219/322  96/161  227/322
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53/322  120/161 117/322 —41/161
Ag = (ATA)TAY = | —10/161 —103/161 —16/161 58/161
—27/322 —131/161 —11/322 30/161

Luego de calcular la A,—inversa debemos comprobar la ecuaciéon A, A = I3 que

establece el teorema (4.5) para verificar si el sistema tiene solucion tnica.

53/322  120/161 117/322 —41/161 D
AgA = (A'A)'A = | —10/161 —103/161 —16/161 58/161 <0
—27/322 —131/161 —11/322 30/161 Sz
15 -3
100
= |01 0|=1I
001

Por tanto, el sistema de ecuacion tiene solucidn unica.
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CAPITULO V
ANALISIS Y DISCUSION DE LOS RESULTADOS

5.1 Conclusiones.

En esta investigacion se ha realizado un anélisis de sistemas de ecuaciones lineales
a partir de inversas generalizadas de la matriz de coeficiente del sistema. En tal sentido se

ha llegado a las siguientes conclusiones:

1. Dentro de las distintas generalizaciones del concepto de matriz inversa, las que mds
se relacionan con el andlisis y resolucion de los sistemas de ecuaciones lineales tanto
compatibles como incompatibles son las c—inversas, las s—inversas y la g—inversa
o inversa de Moore-Penrose de una matriz. Tanto las matrices c—inversas como las

s—inversas siempre existen y no son unicas. La g—inversa existe siempre y es unica.

2. La compatibilidad de un sistema lineal de la forma Ax = b estd caracterizada por
una c—inversa de la matriz A, es decir, si el sistema Ax = b es compatible entonces
AALb = by si AA b = b entonces el sistema es compatible ya que o = A.b es

soluciéon del mismo.

3. También las soluciones de los sistemas compatibles pueden expresarse en funcidén
de una c—inversa de la matriz de coeficientes del sistema, es decir, todo sistema
compatible tiene solucion de la forma xg = A.b + (I, — A¢A)d = b, donde d es un

vector arbitrario en R”.

4. Los sistemas compatibles determinados estdn caracterizados por la g—inversa de la
matriz de coeficientes del sistema. Si el sistema Ax = b es compatible determinado
entonces A, A = I,, y, reciprocamente, si A;A = I,, entonces el sistema Ax = b es

compatible determinado.
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5.2 Lineas futuras de investigacion.

1. Considerar sistemas de ecuaciones donde la matriz de coeficientes tenga una estruc-

tura de bloques para realizar las caracterizaciones en funcion de los bloques.

2. Considerar otras inversas generalizadas para el anélisis de los sistemas de ecuaciones

lineales.
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