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RESUMEN.

La inversa de Moore-Penrose es una herramienta poderosa para resolver problemas

lineales con matrices no cuadrada o singulares, proporcionando soluciones aproximadas

y estables en diferentes aplicaciones. En tal sentido, esta investigación tuvo como objeti-

vo general: Analizar las propiedades de la inversa de Moore-Penrose y su aplicación en

el estudio de sistemas de ecuaciones. Y cuyos objetivos especı́ficos fueron: Describir las

propiedades que garantizan la existencia de la inversa de Moore-Penrose. Y Aplicar las

propiedades de la inversa de Moore-Penrose para determinar la compatibilidad de los sis-

temas de ecuaciones lineales.

En lo que concierne a los aspectos metodológicos, se utilizó el diseño no experi-

mental, con un enfoque cualitativo y con el tipo de investigación: exploratoria, descriptiva
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y explicativa. En cuanto a las conclusiones alcanzadas en esta investigación se encuentran

las siguientes:

1. Dentro de las distintas generalizaciones del concepto de matriz inversa, las que más

se relacionan con el análisis y resolución de los sistemas de ecuaciones lineales tanto

compatibles como incompatibles son las c−inversas, las s−inversas y la g−inversa

o inversa de Moore-Penrose de una matriz. Tanto las matrices c−inversas como las

s−inversas siempre existen y no son únicas. La g−inversa existe siempre y es única.

2. La compatibilidad de un sistema lineal de la forma Ax = b está caracterizada por

una c−inversa de la matriz A, es decir, si el sistema Ax = b es compatible entonces

AAcb = b y si AAcb = b entonces el sistema es compatible ya que x0 = Acb es

solución del mismo.

X
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CAPÍTULO I
INTRODUCCIÓN

1.1 Introducción

Este capı́tulo está compuesto por los antecedentes tanto históricos como académi-

cos, en el cual se encuentran contenidos una serie de evidencias acerca del origen y desa-

rrollo de la inversa de Moore-Penrose y los sistemas de ecuaciones. Además, contiene el

planteamiento del problema donde se describe y se estructura de manera formal la idea de

la presente investigación y sus interrogantes. En el mismo orden de ideas, se presentan y

delinean los objetivos tanto el general como los especı́ficos, la justificación; que explica su

relevancia, importancia e utilidad como también se encuentran los alcances y limites donde

se describe hasta dónde llega y el área o campo de donde está centrada dicho estudio.

1.2 Antecedentes.

1.2.1 Antecedentes históricos.

1.2.1.1 El principio de las ecuaciones lineales

En las primeras civilizaciones que tuvo el planeta se le reconoce a los griegos al-

gunos de los avances más importantes en la matemática pues ellos fueron una civilización

enfocada en los cálculos matemáticos ya que los ayudaba a solucionar problemas de la vi-

da diaria, a todos estos avances matemáticos le dieron el nombre de álgebra y la definieron

como el arte de reducir y resolver ecuaciones las cuales son igualdades en las que hay una

o varias cantidades desconocidas llamadas incógnitas y que solo se pueden verificar o ser

verdaderas para determinados valores. (Burgo, 2018)

Por otro lado los egipcios hicieron un gran aporte al mundo mediante sus papi-

ros pues en ellos dejaron una gran cantidad de problemas matemáticos resueltos mediante

ecuaciones, la mayorı́a de ellos eran de tipo aritmético, es decir ,problemas relacionados es-

pecı́ficamente con operaciones de suma, resta, multiplicación y división, además la mayorı́a
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de los problemas que se encontraban en los papiros respondı́an a situaciones concretas a

las que se enfrentaban mientras construı́an sus estructuras y monumentos. (Burgo, 2018)

1.2.1.2 Primeros sistemas de ecuaciones lineales

Los primeros sistemas de ecuaciones lineales fueron formulados y resueltos por los

babilonios, los cuales llamaban a las incógnitas con palabras tales como longitud, anchura,

área, o volumen, sin que tuvieran relación con problemas de medida. (Burgo, 2018)

Los griegos también resolvı́an algunos sistemas de ecuaciones, pero utilizando méto-

dos geométricos. Uno de los personajes más destacado en esta civilización fue Diophante

quien resolvı́a problemas en los que aparecı́an sistemas de ecuaciones, pero los transforma-

ba en una ecuación lineal. A este personaje se le atribuye el término de ecuación diofántica

que es cualquier ecuación algebraica, de dos o más incógnitas, cuyos coeficientes recorren

el conjunto de los números enteros, y se buscan soluciones enteras. (López y Ruı́z , 2005)

En el siglo XVI se presentaron grandes avances en cuanto al álgebra se refiere

más especı́ficamente en Francia surgió un matemático llamado François Viéte quien fue

el primero en representar una ecuación mediante letras asignando variables respectivamen-

te.(Lorenzo, 2010)

En el siglo XVIII se hizo presente Johann Friedrich Gauss y Wilhelm Jordán, quie-

nes fueron los creadores del método de eliminación de Gauss-Jordan el cual consiste en una

técnica algebraica desarrollada en un algoritmo que sirve para determinar las soluciones de

un sistema de ecuaciones lineales y que inicialmente se usó para resolver el problema de

mı́nimos cuadrados.(Burgo, 2018)

En esa misma época resaltó Gabriel Cramer quien fue un matemático suizo que

formuló lo que llaman La regla de Cramer el cual es un teorema del álgebra lineal que

da solución a un sistema lineal de ecuaciones en términos de determinantes los cuales
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sirven para estudiar el número de soluciones de los sistemas de ecuaciones lineales, sin

embargo, para sistemas de ecuaciones lineales de más de tres ecuaciones su aplicación

para la resolución del mismo resulta demasiado difı́cil.(Burgo, 2018)

1.2.1.3 Inversa generalizada de Moore-Penrose

El concepto de una inversa generalizada fue mencionado primero por Fredholm en

1903, donde dio una inversa generalizada particular llamada por el pseudo inversa de un

operador integral. La clase de todas las pseudo inversas fue caracterizada por Hurwitz en

1912. (López, 2019)

Los inversos generalizados de operadores diferenciales e integrales antecedieron a

las inversas generalizadas de matrices, cuya existencia fue notada primero por E. H. Moore

alrededor de 1906, quien definió una inversa única llamada por él la recı́proca general para

cada matriz finita cuadrada o rectangular. Sin embargo, el trabajo de Moore fue cayendo en

el olvido durante algunos años debido, entre otras cosas, a que usaba notación muy engo-

rrosa, lo cual hacia su trabajo ininteligible a la mayorı́a.(López, 2019)

En el año 1955 Penrose, quien aparentemente desconocı́a el trabajo de Moore, dio

una nueva definición de la misma inversa generalizada, pero cambiando el enfoque. En esta

ocasión se tenı́a el concepto a partir de cuatro ecuaciones matriciales, una forma más sen-

cilla de clasificar ese tipo de matrices. (Garcı́a, 2011)

A partir de ese momento la inversa generalizada comenzó a conocerse con el nom-

bre de inversa de Moore-Penrose. Esta inversa, que denotaremos A†, siempre existe y es

única. Su aplicación más notable es la de dar solución al problema de mı́nimos cuadrados.

(Garcı́a, 2011).
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1.2.1.4 Eliakim Hastings Moore

Eliakim Hastings Moore fue un matemático estadounidense nacido el 26 de enero

de 1862 en Marietta, dedicó parte de su vida al trabajo matemático siendo su primer aporte

en álgebra abstracta probando en 1893 la clasificación de la estructura de campos finitos

también llamados campos de Galois.(Parshall y Rowe, 1994)

Hacia 1900 comienza a trabajar en los fundamentos de la geometrı́a. Reformuló los

axiomas de Hilbert para la geometrı́a de modo que los puntos fueran la única noción primi-

tiva , convirtiendo ası́ las lı́neas y planos primitivos de David Hilbert en nociones definidas.

En 1902, demostró además que uno de los axiomas de Hilbert para la geometrı́a era redun-

dante. Su trabajo sobre sistemas de axiomas se considera uno de los puntos de partida de la

matemática y la teorı́a de modelos. (Parshall y Rowe, 1994)

Después de 1906 se dirigió a los fundamentos del análisis . El concepto de operador

de cierre apareció por primera vez en su Introducción de 1910 a una forma de análisis

general. También escribió sobre geometrı́a algebraica , teorı́a de números y ecuaciones

integrales.(Parshall y Rowe, 1994)

1.2.1.5 Roger Penrose

Roger Penrose, OM, FRS (nacido el 8 de agosto de 1931) es un fı́sico matemático

oriundo de Inglaterra y Profesor Emérito de Matemáticas de la Universidad de Oxford. Es

reconocido por su trabajo en fı́sica matemática, en particular por sus contribuciones a la

teorı́a de la relatividad general y a la cosmologı́a. También ha orientado sus esfuerzos en

el ámbito de las matemáticas recreativas y es un polémico filósofo. (Moreno y Ramı́rez,

2020) 9
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1.2.2 Antecedentes académicos.

Ciriaco (2019), para optar por el tı́tulo de magister se empeñó en analizar las pro-

piedades de la inversa de grupo y su aplicación en la determinación de estados limites en

una cadena de Markov donde verificó que una matriz A = I − T es de ı́ndice 1 y por tanto

tiene inversa de grupo, siendo I la matriz identidad y T la matriz de transición.

López (2019), en su tesis de maestrı́a estudió la representación de una aplicación

lineal a través de la inversa generalizada de Moore-Penrose y determinó que teóricamente

es posible resolver un sistema de ecuaciones usando la inversa de Moore-Penrose.

Según Durán (2020), en su trabajo de maestrı́a se planteó aplicar la inversa de Dra-

zin en la resolución de sistemas de ecuaciones lineales de ı́ndice k donde concluyó que se

puede expresar una solución particular de un sistema lineal compatible indeterminado de

la forma Ax = b en función de la inversa de Drazin , siempre que b ∈ Im, Ak, k = ind(A).

Se ha establecido que esta solución está dada por x = ADb.

Hernández (2020), en su investigación de maestrı́a se propuso aplicar la inversa de

Moore-Penrose en la determinación de estimadores mı́nimos cuadráticos de modelo de re-

gresión lineal generalizados de rango no completo y determinó que la solución aproximada

mı́nimo cuadrática siempre está garantizada dado que la inversa de Moore-Penrose de una

matriz siempre existe.

Milán y Pab (2021), en su trabajo de grado pseudoinversa de Moore-Penrose: Pro-

piedad, aplicaciones y generalización a espacios vectoriales de dimensiones infinita de-

terminaron que la inversa de Moore-Penrose es una matriz única que se puede aplicar a

diferentes algoritmos y el resultado es el mismo.
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1.3 Planteamiento del problema

La inversa de una matriz es de suma importancia para resolver diversos problemas

prácticos. Sin embargo, no siempre se puede asegurar que la matriz del problema que se

pretende analizar sea invertible. Esto hace plantearse otras alternativas para obtener la so-

lución y es entonces, cuando el uso de la pseudoinversa de Morre-Penrose es de utilidad,

ya que no requiere condiciones de no singularidad, ası́ como tampoco tener restricciones

en el orden de la matriz.

En la actualidad, es necesario saber que este tópico, ha sido utilizado con éxito en

investigaciones de diferentes ramas de las matemáticas debido a que posee propiedades

únicas que dan sentido a su existencia, permitiendo que el procedimiento para el cálculo de

la inversa de una matriz no cuadrada o de rango no completo sea comprensible y fiable.

Dentro de su aplicación, especı́ficamente en álgebra lineal esta se encarga de ana-

lizar los sistemas de ecuaciones lineales ofreciendo dos ventajas: la primera es que si el

sistema de ecuación lineal no homogéneo admite al menos una solución proporcionará una

expresión general de dicha solución y la segunda es que si no admite solución, permitirá ca-

racterizar una solución aproximada en sentido concreto. Por tal razón en esta investigación

se pretende dar respuesta a las siguientes preguntas:

1. ¿Cuáles propiedades garantizan la existencia de la inversa de Moore-Penrose?

2. ¿Cómo aplicar las propiedades de la inversa de Moore-Penrose para determinar la

compatibilidad de los sistemas de ecuaciones lineales?

1.4 Justificación

En matemática, y en particular en el Álgebra lineal uno de los contenidos más re-

levantes es la inversa de Moore-Penrose, porque ofrece un excelente procedimiento para

la resolución de sistemas de ecuaciones no homogéneos proporcionando la obtención de
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un resultado aproximado o general según sea la solución. Ante lo expuesto anteriormente,

la presente investigación tiene la intención de promover la inversa generalizada de Moore-

Penrose como también su uso y aplicación. Del mismo modo, servirá de fuente de consulta

para otro estudio relacionado con este contenido.

1.5 Objetivos

1.5.1 Objetivo general

Analizar las propiedades de la inversa de Moore-Penrose y su aplicación en el estu-

dio de sistemas de ecuaciones.

1.5.2 Objetivos especı́ficos

1. Describir las propiedades que garantizan la existencia de la inversa de Moore-Penrose.

2. Aplicar las propiedades de la inversa de Moore-Penrose para determinar la compati-

bilidad de los sistemas de ecuaciones lineales.

1.6 Alcances y lı́mites

Esta investigación corresponde al campo de la matemática aplicada, en especı́fico,

al área de Álgebra lineal. Se limita al estudio de las propiedades de la inversa de Moore-

Penrose y su aplicación a los sistemas de ecuaciones lineales compatibles.
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CAPÍTULO II
MARCO REFERENCIAL

2.1 Introducción.

A continuación, se definen algunos conceptos que dieron soporte al trabajo de inves-

tigación al cual se hace referencia, considerándose de utilidad para el enfoque del mismo.

Esto fue mediante definiciones, proposiciones y teoremas que sustentaron el estudio.

2.2 Marco conceptual.

Matriz. Es una tabla cuadrada o rectangular de datos (llamados elementos) ordena-

dos en filas y columnas, donde una fila es cada una de las lı́neas horizontales de la matriz y

una columna es cada una de las lı́neas verticales. A una matriz con m filas y n columnas se

le denomina matriz m-por-n (escrito m × n), y a m y n dimensiones de la matriz. (Barnett,

2014)

Vector. Es todo segmento de recta dirigido en el espacio.

Rango de una matriz. Dada una matriz cualquiera A de orden m se denomina ran-

go de la matriz A y se denota por rg(A) m × n , al máximo número de vectores columna

de A linealmente independientes. (Rosa y Sanz, 1998)

Traza de matriz. Dada una matriz cuadrada A de orden n, se define la traza de A

que se denota por tr(A), como el valor de la suma de todos los elementos de la diagonal

principal de A. (Rosa y Sanz, 1998)

Proyección ortogonal. Si, A2 = A y A = At, entonces A es una proyección orto-

gonal (es decir si su inversa coincide con su traspuesta) y se denota por PR(A).



9

Ecuación. Es una igualdad entre dos expresiones algebraicas (Pancorbo; Ruiz, 2015)

Sistema. Se define como una unión de partes o componentes, conectados en una

forma organizada. (Gich, 1978)

Sistema de ecuación. Es un conjunto de ecuaciones que poseen incógnitas. (Bece-

rra, 2016)

Sistema de ecuación lineal. Es un conjunto de ecuaciones de primer grado de las

que se quiere analizar las posibles soluciones comunes. (SM Grupo, 2018)

Solución de un sistema de ecuación. Es un conjunto de valores de las incógnitas

que verifica todas las ecuaciones del sistema. (SM Grupo, 2018)

Norma euclı́dea. Si x ∈ n , la norma euclı́dea del vector x se puede expresar como

< x, x >= x′x =
n∑

i=1
|xi|2 = ∥x∥2

2

2.3 Tipos de matrices.

Matriz identidad. Si una matriz diagonal tiene en su diagonal principal sólo unos,

se denomina matriz unidad o identidad. Se suelen representar por In. (Barnett, 2014)

Matriz traspuesta. Dada una matriz cualquiera A, se llama matriz traspuesta de A,

y se representa por At a la matriz que resulta de intercambiar las filas y las columnas de

A.(Barnett, 2014)

Propiedades de la matriz traspuesta:

(At)t = A es decir, la traspuesta es la matriz inicial.

(A + B)t = At + Bt
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(k · A)t = k · At

Matriz transpuesta conjugada. La matriz A es transpuesta conjugada de otra si es

el resultado de tomar el complejo conjugado de cada elemento de A y transponer, es decir,

permutar filas por columnas, se denota por A∗. (Milán y Pab, 2021)

Matriz simétrica. Es una matriz de orden n con el mismo número de filas y colum-

nas, donde su matriz traspuesta es igual a la matriz original. At = A. (Rosa y Sanz, 1998)

Matriz hemitiana. Es una matriz cuadrada de elementos complejos que tiene la

caracterı́stica de ser igual a su propia traspuesta conjugada. A = A∗. (Milán y Pab, 2021)

Matriz idempotente. Una matriz idempotente es aquella matriz que multiplicada

por ella misma da como resultado la misma matriz. (Milán y Pab, 2021)

Matriz unitaria. Una matriz U ∈ Cm×n es unitaria si sus columnas forman una

base ortonormal de vectores en Cm×n.

2.4 Inversa generalizada.

Definición 2.4.1 (Matriz inversa). Una matriz cuadrada A ∈ Mn;C es no singular si existe

una matriz B ∈ Mn;C que verifique:

AB = BA = In

Dicha matriz B se denota por A−1, esta matriz recibe el nombre de inversa. (Milán y Pab,

2021)

Teorema 2.1 (Inversa). Sea A ∈ Mm×n . Entonces las siguientes condiciones son equi-

valentes:

A es invertible
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Det(A) ̸= 0

Ax = 0 tiene solo la solución x = 0

2.4.1 C−inversa de una matriz

Definición 2.4.2 (C−inversa). Dada A ∈ Mm×n, se dice que una matriz Ac de donde

n × m es c−inversa, o inversa condicionada de A si y sólo si se verifica:

AAcA = A (2.1)

Ejemplo 2.4.1 La matriz

Ac =


1 0

0 1

0 0


es c−inversa de

A =

1 0 1

0 1 0


ya que AAcA = A. Por la misma razón también lo es la matriz.

1/2 0

0 1

1/2 0


Proposición 2.4.1 Sea A ∈ Mm×n, m ≤ n, tal que rg(A) = r ≤ m. Se verifica que

1. Existe Ac ∈ Mn×m, c−inversa de A

2. Si A∗
c es una c−inversa de A, entonces para cualquier matriz B de orden n × m, se

tiene que la matriz

C = A∗
c + B − A∗

cABAA∗
c (2.2)

también es c−inversa de A. Ademas si S es una c− inversa de A, entonces S es de

la forma indicada en la ecuación (2.2) con B = S − A∗
c
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3. La c−inversa de una matriz no es única.

2.4.1.1 Propiedades

Proposición 2.4.2 Dada A y B matrices de órdenes m × n y r × s repectivamente y sus

c−inversas Ac y Bc se verifica que

1. (Ac)t = (At)c

2. Si

S =

A O

O B


entonces

Sc =

Ac O

O Bc


3. Si

S =

W X

A Z


con W y Z cuadradas de ordenes n y m y X ∈ Mn×m es tal que

rg(W|X) = rg(W) ó rg
(

W
A

)
= rg(W)

entonces

|S| = |W ||Z − AWcX|

donde Wc es una c− inversa de W .

4. rg(AAc) = rg(AcA) = rg(A)

5. Las matrices AAc, AcA, Im − AAc e In − AcA son idempotentes.
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Proposición 2.4.3 Sea X una matriz de orden n × k con k < n y rg(X) = r < k. Si

A = X tX y Ac es una de sus c−inversas, se verifica que

At
c es también c−inversa de A.

AcX
t es una c−inversa de X.

para cualquier c−inversa S de A, XSX t = XAcX
t.

La matriz XAcX
t es siempre simétrica.

2.4.1.2 Cálculo de una C−inversa de una matriz

En el apartado (1) de la Proposición (2.4.1) se mostró que toda matriz tiene c−inversa

a partir de la construcción de dicha c−inversa que, en general, no es única. El método allı́

empleado es el siguiente:

Dada A de orden m × n con rg(A) = r ≤ mı́n {m, n}

Si la submatriz A11 de A formada por sus r primeras filas y columnas es no singular,

entonces es posible efectuar la partición

A =

A11 A12

A21 A22


Verificándose que

Ac =

A−1
11 O

O O


es c−inversa de A

Cuando |A11| = 0, dado que rg(A) = r, mediante matrices de permutaciones R y S,

es posible obtener

RAS = B =

B11 B12

B21 B22


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tal que |B11| ≠ 0, siendo

Bc =

B−1 O12

O21 O22


una c−inversa de B.

Una c−inversa de A es

Ac = SBcR

ya que, por la ortogornalidad de las matrices R y S

A = RtBSt

y como Bc es una c−inversa de B resulta

AAcA = RtBStSBcRRtBSt = RtBBcBSt = RtBSt = A

Para cualquier Ac sin necesidad de hallar matrices S y R correspondiente, bastarı́a efectuar

las siguientes operaciones:

1. Encontrar en A una submatriz M de orden r no singular.

2. Hallar M−1 y trasponer dicha matriz.

3. En A reemplazar cada elemento de M por el correspondiente de (M−1)t y los res-

tantes elementos por cero.

4. Trasponer la matriz obtenida en la ecuación (3),

ya que

Ac = SBcR = (RtBt
cR)t =

Rt

(B−1
11 ) O

O O

St


t

y el producto de Bt
c por Rt y St recolecta los elementos de Bt

c en las posiciones

correspondientes a los de la matriz A de partida.

Ejemplo 2.4.2 La matriz
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A =


1 0 −1 1

2 0 −2 2

1 1 0 3



tiene rango 2 y una submatriz de orden dos de A con determinante no nulo es

M =

a11 a12

a31 a32

 =

1 0

1 1


cuya inversa esta dada por

M−1 =

 1 0

−1 1

 con (M−1)t =

1 −1

0 1



Teniendo en cuenta el algoritmo anterior, una c−inversa de A es

Ac =


1 −1 0 0

0 0 0 0

0 1 0 0


t

=



1 0 0

−1 0 1

0 0 0

0 0 0



2.4.2 S-inversa de una matriz

Definición 2.4.3 Dada una matriz A de orden m × n se dice que una matriz As de orden

m × n es s−inversa de A o inversa mı́nimo-cuadrática si y sólo si verifica que

AAsA = A, y AAs es simétrica

Ejemplo 2.4.3 Dada

A =

1 1 0

0 0 1


la matriz
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As =


0 0

1 0

0 1


es s−inversa de A, ya que

AAsA = A, y AAs =

1 0

0 1

 es simétrica.

2.4.2.1 Propiedades

1. Toda s−inversa de A es también c−inversa de A.

2. Las s−inversa de una matriz A verificas las propiedades de las c−inversas excepto 1

y 2.

Proposición 2.4.4 Dada una matriz A de orden m × n se verifica que

As = (AtA)cA
t (2.3)

es una s−inversa de A

1. Sea A la matriz dada por

A =


1 2

0 1

1 1


como

AtA =

2 3

3 6


es no singular , entonces es una c−inversa y por la proposición anterior se concluye

que

As =

 2 −1

−1 2/3


1 0 1

2 1 1

 =

 0 −1 1

1/3 2/3 −1/3

 es s−inversa de A.
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2. Para la matriz

A =


1 1 1

1 1 1

1 0 1


se tiene que

AtA =


3 2 3

2 2 2

3 2 3

 y rg(AtA) = 2

Por tanto, si se considera

A11 =

3 2

2 2


de acuerdo con el método de cálculo de c−inversas indicado en el apartado anterior

resulta

(AtA)c =


1 −1 0

−1 3/2 0

0 0 0


Ası́ pues, de la ecuación (2.3), se obtiene que:

As =


0 0 1

1/2 1/2 −1

0 0 0


es una s−inversa de A

2.4.3 Inversa de Moore-Penrose

Definición 2.4.4 (Inversa de Moore). Según Milán y Pab (2021) Si A ∈ Mm×n entonces

la inversa generalizada de A es la única matriz Ag tal que:
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AAg = PR(A)

AgA = PR(Ag)

Años más tardes, en 1955, Penrose ofreció una nueva definición de inversa generalizada.

Definición 2.4.5 (Inversa de Moore-Penrose). Sea A ∈ Mm×n, la inversa de Moore-

Penrose de A es la matriz que se denota por Ag y es la única matriz en Mn×m que verifica:

AAgA = A

AAg es simétrica

AgA es simétrica

AgAAg = Ag

Esta última definición es la que se conoce como la pseudoinversa de Moore-Penrose.

Teorema 2.2 Las definiciones de inversa generalizada dadas por Moore y Penrose son

equivalentes.

2.4.3.1 Propiedades de la inversa de Moore-Penrose

Definición 2.4.6 Una matriz unitaria U ∈ Mn×n es una matriz compleja cuadrada que

satisface:

U∗U = UU∗ = In.

Teorema 2.3 Dada una matriz A de orden m×n y su matriz g−inversa Ag se verifica que:

1. Para cualquiera que sea k ∈ R, k ̸= 0, la matriz (1/k)Ag es la inversa de kA.

2. (Ag)g = A.

3. (At)g = (Ag)t.

4. Si m = n y A es no singular entonces A−1 = Ag..
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5. rg(A) = rg(Ag).

6. (AtA)g = AgAt
g , (AAg)g = AAg y Ag = (AtA)gAt.

7. Para cualquier B ∈ Mr×s, si Bg en su g−inversa se tiene que

(A ⊗ B)g = Ag ⊗ Bg.

8. Las matrices AgA, AAg, In −AgA e Im −AAg son idempotentes. Además, In −AgA

e Im − AAg son simétricas.

9. Se cumplen las siguientes igualdades

(Im − AAg)A = O

Ag(Im − AAg) = O

(Im − AAg)AAg = AAg(Im − AAg) = O

(In − AgA)AgA = AgA(In − AgA) = O

10. Si A es simétrica entonces la g−inversa de A2 es(Ag)2.

11. Si A es simétrica e idempotente entonces Ag = A.

12. Si la matriz A puede particionarse en la forma

 B O

O C


y Bg y Cg son las g−inversas de las submatrices B y C se tiene que

Ag =

 Bg O

O Cg


13. Si es posible particionar la matriz A en la forma

A =

 B

C


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con BCt = O entonces

Ag = (Bg|Cg)

siendo Bg y Cg las inversas de B y C respectivamente.

14. Si A = DE, siendo D y E dos matrices diagonales cuyas g−inversas son Dg y Eg,

respectivamente, se verifica que Ag = EgDg.

15. Si P y Q son matrices ortogonales de ordenes m y n, respectivamente, entonces

(PAQ)g = QtAgP t

2.4.3.2 Cálculo de la inversa de Moore-Penrose

En este apartado se recoge en primer lugar un resultado que proporciona un método

para hallar la Ag de una matriz cualquiera A de orden m × n con independencia de que A

sea de rango no completo o no.

Proposición 2.4.5 Sea A una matriz simétrica de orden n con rg(A) = r ≤ n. Sean

Dr una matriz diagonal de orden r cuyos elementos no nulos son los autovalores de A

diferentes de cero y Pr una matriz de orden n × r cuyas columnas son los autovectores

unitarios y ortogornales dos a dos de A correspondientes a sus autovalores no nulos. Se

verifica entonces que la matriz

Ag = PrD
−1
r P

t

r

es la Ag−inversa de A

Ejemplo 2.4.4

1. Dada la matriz

A =

2 1 0

0 1 1


con rg(A) = 2, como
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AAt =

5 1

1 2

 y (AAt)−1 =

 2/9 −1/9

−1/9 5/9



Ag = At(AAt)−1 =


4/9 −2/9

1/9 4/9

−1/9 5/9


es Ag−inversa de A y

AAg =

2 1 0

0 1 1




4/9 −2/9

1/9 4/9

−1/9 5/9

 =

1 0

0 1

 = I2

2. La matriz A definida como 
2 2 1

0 1 1

2 1 0


no tiene rango completo. Ahora bien, existen matrices

B =


1 1

0 1

1 0

 y C =

2 1 0

0 1 1



como A = BC, entonces Bg donde Cg es la Ag−inversa de C, ya calculada en el

apartado (1)

Cg =


4/9 −2/9

1/9 4/9

−1/9 5/9


y Bg la Ag−inversa de B dada por

Bg = (BtB)−1Bt
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esto es,

Bg =

2 1

1 2


−1


1 1

0 1

1 0


t

=

1/3 −1/3 2/3

1/3 2/3 −1/3

.

Por tanto

Ag = CgBg = 1
27


2 −8 10

5 7 −2

4 11 −7


3. La matriz

A =


3 1 0

1 3 0

0 0 0


tiene como autovalores λ1 = 0, λ2 = 2 y λ3 = 4, y su rango es 2.

Teniendo en cuenta el resultado de la proposición 2.4.5, como v1 =
(
1/

√
2, −1/

√
2, 0

)
y v2 =

(
1/

√
2, 1/

√
2, 0

)
son autovectores de A ortonormales asociados a los auto-

valores λ = 2 y λ = 4, repectivamente, si se toma

Pr =


1/

√
2 1/

√
2

−1/
√

2 1/
√

2

0 0


y

Dr =

2 0

0 4


entonces se verifica que

Ag = PrD
−1
r P t

r =


3/8 −1/8 0

−1/8 3/8 0

0 0 0


es Ag-inversa de la matriz A
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CAPÍTULO III
DISEÑO METODOLÓGICO

3.1 Introducción.

En este capı́tulo se detalla una serie de elementos que enmarcan los componentes

metodológicos relacionados con el desarrollo de la investigación, los cuales hacen referen-

cia al diseño, tipo, método y enfoque de la misma.

3.1.1 Aspectos metodológicos

3.1.2 Diseño de la investigación.

Según Hernández , Fernández y Baptista (2001), la investigación no experimental

es aquella que se realiza sin manipular deliberadamente variables. Es decir, es la investi-

gación donde no se hace variar intencionalmente las variables independientes. Lo que se

hace en la investigación no experimental es observar fenómenos tal y como se dan en su

contexto natural, para después analizarlos

Desde el punto de vista cientı́fico el diseño de intervención utilizado en esta investi-

gación es el no experimental porque solo se enfocó en la observación de las informaciones

sin influir en las variables. Con relación a la duración del estudio, el diseño fue el transver-

sal, ya que se desarrolló en un lapso definido. De acuerdo con la búsqueda de las causas, el

diseño fue descriptivo-analı́tico; descriptivo debido a que se interesó en recolectar informa-

ción de manera independiente sin cambiar el entorno y analı́tico porque las informaciones

recolectadas sirvieron de base para analizar la solución de sistemas lineales aplicando las

propiedades de la inversa de Moore-Penrose.

3.1.3 Tipo de investigación.

Según Arias (2012), la investigación exploratoria es aquella que se efectúa sobre

un tema u objeto desconocido o poco estudiado, por lo que sus resultados constituyen una
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visión aproximada de dicho objeto, es decir un nivel superficial de conocimiento.

El presente estudio se fundamentó en el tipo de investigación exploratoria porque se

basó en la búsqueda minuciosa de informaciones referente a dicho tema, a su vez poco estu-

diado. De igual forma fue de tipo descriptiva puesto que se mencionaron las propiedades y

caracterı́sticas que hicieron que la inversa de Morre-Perose fuera única. En el mismo orden

de ideas, correspondió al tipo de investigación explicativa dado que se describió de forma

sintética todo lo concerniente a la misma para que el análisis de los resultados obtenidos

fuera entendido de manera fácil y sencilla.

3.1.4 Método de investigación.

El método de investigación que se empleó en esta tesis fue el cualitativo-deductivo;

cualitativo debido a que solo se persiguió describir y profundizar el tema objeto de estudio

y deductivo porque se partió de aspectos generales para llegar a conclusiones particula-

res.(Inacio, 2019).

3.1.5 Enfoque de la investigación.

Los autores Blasco y Pérez (2007,P.25), señalan que la investigación cualitativa es-

tudia la realidad en su contexto natural y cómo sucede, sacando e interpretando fenómenos

de acuerdo con las personas implicadas.

En esta investigación el enfoque utilizado fue de tipo cualitativo debido a que su

desarrollo estuvo basado en descripciones, explicaciones y análisis sobre las definiciones,

proposiciones, teoremas y sus demostraciones ya generalmente aceptados previamente.
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CAPÍTULO IV
PRESENTACIÓN DE RESULTADOS

4.1 Introducción.

En este capı́tulo se analizó el papel que desempeñó la inversa de Moore-Penrose

en el estudio y resolución de los sistemas de ecuaciones lineales compatibles. Dado que

las soluciones de estos sistemas existen, se establece, en el contexto de esta inversa, una

caracterización de las mismas.

4.2 Resultados

En los resultados que se presentan a continuación se establece la existencia y uni-

cidad de la inversa de Moore-Penrose de una matriz cualquiera A de orden m × n y un

método para calcularla.

Teorema 4.1 Dada una matriz A ∈ Mm×n se verifica que:

1. Siempre existe Ag.

2. Ag es única.

Demostración

1. Si A es la matriz nula de orden m × n es claro que la g−inversa de A es la matriz

nula de orden n × m.

Si se supone que rg(A) = r > 0, entonces por la propiedad de producto de matrices

se tiene que existen C1 y C2 de orden m × r y r × n, repectivamente, ambas con

rango r tales que

A = C1C2

Entonces la matriz dada por
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Ag = Ct
2(C2C

t
2)−1(Ct

1C1)−1Ct
1

es una g−inversa de A, pues basta sustituir para obtener que

AAgA = C1C2C
t
2(C2C

t
2)−1(Ct

1C1)−1Ct
1C1C2 = C1C2 = A

AAg = C1(Ct
1C1)−1Ct

1 es simétrica.

AgA = Ct
2(C2C

t
2)−1C2 es simétrica.

AgAAg = Ct
2(C2C

t
2)−1(Ct

1C1)−1Ct
1 = Ag

Ası́ pues, siempre existe una g−inversa de una matriz A.

2. para probar la unicidad se procede por reducción al absurdo y se supone que existen

dos matrices Ag y Bg de orden n × m que son inversas generalizadas de A.

Por ser A g−inversa se tiene

AAgA = A

de donde Postmultiplicando por Bg.

AAgABg = ABg

y, dada la simetrı́a de ABg y AAg resulta

ABg = (ABg)t = ABgAAg = AAg (4.1)

De forma análoga premultiplicando por Bg en AAgA = A se obtiene:

BgA = AgA (4.2)

Por último, de premultiplicar en la ecuación (4.1) por Bg se tiene

BgABg = BgAAg

y de acuerdo con la ecuación (4.2) y la definición de g−inversa resulta
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Bg = BgABg = BgAAg = AgAAg = Ag

Es decir, la g−inversa de una matriz es única. ■

Teorema 4.2 Dada una matriz A de orden m × n se verifica que

1. Si m ≥ n y rg(A) = n entonces

Ag = (AtA)−1At

es la g−inversa de A. Además se tiene que AgA = In

2. Si m ≤ n y rg(A) = m entonces

Ag = At(AAt)−1

es la g-inversa de A y además AAg = Im

3. Si rg(A) = r ≤ mı́n {m, n} entonces la g-inversa de A es

Ag = CgBg

siendo Bg y Cg las g-inversas, repectivamente, de las matrices B ∈ Mm×r y C ∈

Mr×n de rango r tales que A = BC.

Demostración

1. Dado que rg(A) = n, por la propiedad de la traspuesta de una matriz la matriz AtA

es no singular y por tanto existe (AtA)−1.

La matriz Ag cumple con las condiciones indicadas en la definición (2.4.5) ya que:

AAgA = A(AtA)−1AtA = A

AAg = A(AtA)−1At que es simétrica

AgA = (AtA)−1AtA = In que es simétrica

AgAAg = (AtA)−1AtA(AtA)−1At = Ag
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y, por tanto, Ag es g−inversa de A. Además, dada la expresión de Ag, es claro que

AgA = In.

2. La comprobación es análoga.

3. Si se supone que rg(A) = r > 0, entonces por la propiedad de producto de matrices

y las condiciones de la definición (2.4.5) se tiene que

Para calcular la g−inversa de B, denotada como Bg.Como Bg es una matriz de ta-

maño r × m y cumple las propiedades de la g−inversa de B:

BgBBg = Bg

(BgB)t = BgB

Aplicando el mismo procedimiento para calcular la g−inversa de C,se procede a de-

mostrar que Ag = CgBg:

AAgA = (BC)(CgBg)(BC) = B(CCgC)BG = B(CgC)Bg

como CCgC = Cg se puede simplificar la expresión anterior:

B(CgC)Bg = B(Cg)Bg = Bg

AAgA = Bg = A

AgAAg = (CgBg)(BC)(CgBg) = Cg(BBgC)gBg = Cg(BBg)gBg

como BBg es una matriz cuadrada de tamaño r ×r. Por lo tanto podemos simplificar

la expresión anterior:

Cg(BBg)gBg = CgBg

AgAAg = CgBg = Ag

(AAg)t = (BC)(CgBg)t = (BC)(Bt
g)(Ct

g) = B(CBt
g)(Ct

g) = B(CBt
g)

(AAg)t = B(CBt
g) = AAg
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(AgA)t = (CgBg)(BC)t = (CgBg)(Ct)(Bt) = (CgB)(gCt)(Bt) = (CgB)(Bt)

(AgA)t = (CgB)(Bt) = AgA

y, por tanto, la g−inversa de A es Ag = CgBg. ■

En el resultado que se presenta a continuación se caracteriza la compatibilidad de

un sistema de ecuación lineal haciendo uso de la c−inversa de la matriz de coeficiente, ya

que esta comparte una de las propiedades de la inversa de Moore-Penrose.

Teorema 4.3 Dado un sistema de ecuaciones lineales

Ax = b (4.3)

con A ∈ Mm×n, b ∈ Rm, x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn. Este sistema es compatible si y sólo si

se verifica que

AAcb = b

siendo Ac una c−inversa de la matriz A.

Demostración

Si para Ac, es c−inversa de A, se cumple que

AAcb = b

es obvio que el sistema (4.3) es compatible, puesto que al menos x∗ = Acb es solución del

mismo.Recı́procamente, la condición es necesaria pues si el sistema es compatible, existe

x0 ∈ Rn tal que

Ax0 = b

Ahora bien, dado que la c−inversa de A siempre existe. Premultiplicando la expresión

anterior por AAc se obtiene
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AAcAx0 = AAcb

de donde por definición de c−inversa y ser x0 solución del sistema se tiene

Ax0 = b = AAcb

lo cual comprueba el resultado. ■

Ahora se establece la forma de las soluciones de un sistema compatible.

Teorema 4.4 Dado el sistema compatible

Ax = b

con A ∈ Mm×n, b ∈ Rm se verifica que

1. Para todo d ∈ Rn

x0 = Acb + (In − AcA)d (4.4)

es una solución del sistema.

2. Si x∗ es una solución cualquiera del sistema, existe d ∈ Rn tal que x∗ puede expre-

sarse en la forma indicada en (4.4).

Demostración

1. Si x0 es solución del sistema debe verificarse que

Ax0 = b.

En efecto, esto es ası́, pues en virtud del teorema (4.4) y la definición de c−inversa

Ax0 = AAcb + A(In − AcA)d = b + Ad − Ad = b

2. Por ser x∗ una solución cualquiera del sistema se verifica que

b − Ax∗ = 0
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Si se premultiplica por Ac y se suma x∗ en ambos miembros se obtiene

Acb − AcAx∗ + x∗ = x∗

de donde, tomando d = x∗ se tiene

x∗ = Acb + (In − AcA)d ■

Un sistema compatible puede ser determinado o indeterminado según sea o no única

solución. Para establecer la unicidad de la solución, puede utilizarse el teorema de Rouché-

Fröbenio. Ahora bien, en el contexto de la generalización del concepto matriz inversa,

la g−inversa de la matriz A de coeficientes del sistema permite determinar una condición

necesaria y suficiente de unicidad de la solución como se establece en el siguiente resultado.

Teorema 4.5 Dado el sistema compatible

Ax = b

con A ∈ Mm×n y b ∈ Rm se verifica que existe solución única x∗ si y sólo si AgA = In

siendo Ag la g−inversa de la matriz A

Demostración

La condición es necesaria.

Por ser el sistema compatible determinado se tiene que m ≥ n y rg(A) = n. Por tanto, por

el teorema (4.2) apartado (1)

Ag = (AtA)−At

y

AgA = In
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La condición es suficiente.

Como el sistema es compatible, en virtud del teorema (4.4), para todo d ∈ Rn

x = Acb + (In − AcA)d

es una solución del mismo, y obviamente también lo será

x = Agb + (In − AgA)d

Ahora bien, como Ag es única y por hipótesis AgA = In, la solución del sistema es

x∗ = Agb ■

4.3 Ejemplo Numérico

Dado el sistema de ecuación

x1 + x2 = 0

x2 − 2x3 = −1

3x1 + x2 + 2x3 = 2

x1 + 5x2 − 3x3 = −4


1. Calcular una c−inversa de la matriz de coeficientes.

La matriz de coeficiente es

A =



1 1 0

0 1 −2

3 1 2

1 5 −3


El rango es 3.

La submatriz M de orden r no singular es
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M =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 =


1 1 0

0 1 −2

3 1 2


La inversa de la matriz anterior está dada por

M−1 =


−2 1 1

3 −1 −1

3/2 −1 −1/2

 con (M−1)t =


−2 3 3/2

1 −1 −1

1 −1 −1/2


Remplazando en A cada elemento de M por el correspondiente de (M−1)t y los

restantes elementos por cero y trasponer la matriz obtenida.

Ac =



−2 3 3/2

1 −1 −1

1 −1 −1/2

0 0 0



t

=


−2 1 1 0

3 −1 −1 0

3/2 −1 −1/2 0



2. Comprobar que el sistema es compatible haciendo uso de la matriz calculada en el

apartado anterior.

Según el teorema (4.3) el sistema es compatible si y sólo si AAcb = b, de donde Ac

es una c−inversa de A

AAc =



1 1 0

0 1 −2

3 1 2

1 5 −3


×


−2 1 1 0

3 −1 −1 0

3/2 −1 −1/2 0

 =



1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

35/2 −7 −11/2 0



Por lo tanto, como

AAc



0

−1

2

4


=



0

−1

2

4


el sistema es compatible.
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3. Encontrar sus soluciones con ayuda de la c−inversa de la matriz coeficientes.

Sus soluciones según el teorema (4.4) se puede calcular con la siguiente fórmula:

x0 = Acb + (In − AcA)d = Acb + (I3 − I3)d = Acb

Acb =


−2 1 1 0

3 −1 −1 0

3/2 −1 −1/2 0

 ×



0

−1

2

4


=


1

−1

0



siendo d cualquier vector de R3. Ası́ pues x0 =


1

−1

0


¿ Tiene solución única ?

Para definir si tiene solución única o no se debe de calcular la Ag−inversa.

Dado el teorema (4.5) en el apartado (1) se tiene que si rg(A) = n la Ag =

(AtA)−1At

AtA =


1 0 3 1

1 1 1 5

0 −2 2 −3

 ×



1 1 0

0 1 −2

3 1 2

1 5 −3


=


11 9 3

9 28 −15

3 −15 17

 y

(AtA)−1 =


251/322 −99/161 −219/322

−99/161 89/161 96/161

−219/322 96/161 227/322


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Ag = (AtA)−1At =


53/322 120/161 117/322 −41/161

−10/161 −103/161 −16/161 58/161

−27/322 −131/161 −11/322 30/161


Luego de calcular la Ag−inversa debemos comprobar la ecuación AgA = I3 que

establece el teorema (4.5) para verificar si el sistema tiene solución única.

AgA = (AtA)−1At =


53/322 120/161 117/322 −41/161

−10/161 −103/161 −16/161 58/161

−27/322 −131/161 −11/322 30/161

 ×



1 1 0

0 1 −2

3 1 2

1 5 −3



=


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 = I3

Por tanto, el sistema de ecuación tiene solución única.
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CAPÍTULO V
ANÁLISIS Y DISCUSIÓN DE LOS RESULTADOS

5.1 Conclusiones.

En esta investigación se ha realizado un análisis de sistemas de ecuaciones lineales

a partir de inversas generalizadas de la matriz de coeficiente del sistema. En tal sentido se

ha llegado a las siguientes conclusiones:

1. Dentro de las distintas generalizaciones del concepto de matriz inversa, las que más

se relacionan con el análisis y resolución de los sistemas de ecuaciones lineales tanto

compatibles como incompatibles son las c−inversas, las s−inversas y la g−inversa

o inversa de Moore-Penrose de una matriz. Tanto las matrices c−inversas como las

s−inversas siempre existen y no son únicas. La g−inversa existe siempre y es única.

2. La compatibilidad de un sistema lineal de la forma Ax = b está caracterizada por

una c−inversa de la matriz A, es decir, si el sistema Ax = b es compatible entonces

AAcb = b y si AAcb = b entonces el sistema es compatible ya que x0 = Acb es

solución del mismo.

3. También las soluciones de los sistemas compatibles pueden expresarse en función

de una c−inversa de la matriz de coeficientes del sistema, es decir, todo sistema

compatible tiene solución de la forma x0 = Acb + (In − AcA)d = b, donde d es un

vector arbitrario en Rn.

4. Los sistemas compatibles determinados están caracterizados por la g−inversa de la

matriz de coeficientes del sistema. Si el sistema Ax = b es compatible determinado

entonces AgA = In y, recı́procamente, si AgA = In entonces el sistema Ax = b es

compatible determinado.
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5.2 Lı́neas futuras de investigación.

1. Considerar sistemas de ecuaciones donde la matriz de coeficientes tenga una estruc-

tura de bloques para realizar las caracterizaciones en función de los bloques.

2. Considerar otras inversas generalizadas para el análisis de los sistemas de ecuaciones

lineales.
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