
República Dominicana
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A todos mis compañeros de compañeros de maestrı́a, cada uno de ellos ha contribuido

a mi fortaleza y animo de una manera u otra.

VII



Dedicatoria

A mis hijos Philbis, Alexa y Marielis, son el motor que me impulsa a superar todos
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RESUMEN

Esta investigación examina en profundidad la convergencia puntual del método de Gauss-

Seidel para la resolución de sistemas de ecuaciones lineales. El estudio comienza explo-

rando los fundamentos teóricos del método, incluyendo su formulación matemática y ma-

tricial, y luego analiza rigurosamente las condiciones bajo las cuales se garantiza la con-

vergencia. Se establecen criterios importantes como la dominancia diagonal, la definición

positiva de matrices simétricas y el radio espectral de la matriz de iteración.

A lo largo del estudio, se realiza una comparación exhaustiva entre el método de Gauss-

Seidel y el método de Jacobi, utilizando diversos sistemas de ecuaciones como ejemplos.

Los resultados demuestran que, en general, el método de Gauss-Seidel converge más rápi-

damente y requiere menos iteraciones que el método de Jacobi, especialmente para siste-

mas bien condicionados. Sin embargo, se observa que ambos métodos pueden enfrentar

dificultades con sistemas mal condicionados.

La investigación también aborda la influencia de la aproximación inicial en la convergencia

del método, revelando que, aunque la elección inicial puede afectar la velocidad de conver-

gencia, el método de Gauss-Seidel muestra una robustez considerable frente a diferentes
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elecciones iniciales. Además, se exploran aplicaciones prácticas del método en campos co-

mo la resolución de ecuaciones de difusión y el análisis de circuitos eléctricos, demostrando

su eficacia en problemas del mundo real.

El estudio se extiende al análisis de la tasa de convergencia y la evolución del error a lo lar-

go de las iteraciones, proporcionando una comprensión más profunda del comportamiento

del método. También se examinan variantes y optimizaciones del método de Gauss-Seidel,

como el método de Sobre-relajación Sucesiva (SOR) y el Gauss-Seidel por bloques, que

pueden ofrecer mejoras significativas en la tasa de convergencia para ciertos tipos de siste-

mas.

Esta investigación subraya la importancia continua del método de Gauss-Seidel en el análi-

sis numérico, especialmente para la resolución de grandes sistemas de ecuaciones lineales

en diversas aplicaciones cientı́ficas e ingenieriles. Se proponen direcciones futuras de in-

vestigación, incluyendo la extensión del método a sistemas no lineales, la optimización de

parámetros, y la exploración de implementaciones paralelas y distribuidas, prometiendo

avances adicionales en este campo fundamental de las matemáticas aplicadas.

Palabras clave: Método de Gauss-Seidel, convergencia puntual, sistemas de ecuaciones

lineales, análisis numérico
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CAPÍTULO I
INTRODUCCIÓN

1.1 Introducción

En este capı́tulo se exponen los antecedentes históricos, donde se exponen el ori-

gen y evolución del método de Gauss-Seidel. Posteriormente, se exhiben los antecedentes

académicos que sirven de sustento a esta investigación. Seguidamente, se hace el plantea-

miento del problema, se da la justificación, se establecen los objetivos y se establecen el

alcance y los lı́mites de la investigación.

1.2 Antecedentes.

1.2.1 Antecedentes históricos.

Los sistemas de ecuaciones lineales son fundamentales en matemática pura y apli-

cada y cuentan con diversas aplicaciones en ingenierı́a, economı́a y ciencias de la compu-

tación. El caso más sencillo de un sistema de ecuaciones lineales es el siguiente:


a11x1 + a12x2 = b1

a21x1 + a22x2 = b2,

el cual se resuelve (sin dificultad) con con métodos convencionales de eliminación,

como por ejemplo Gauss-Jordan. Sin embargo, para sistemas de ecuaciones lineales no ho-

mogéneos de la forma Ax = b (n×n) con un elevado número de ecuaciones es conveniente

utilizar métodos iterativos, dentro de los cuales destacan el método de Jacobi y el método

de Gauss-Seidel, los cuales datan de finales del siglo XVIII (Burden, 2017).

Según Bühler, W. K. (1981), en octubre de 1805, Gauss escribe una carta H. W.

Olbers, manifestando su intención de explicar sus métodos en astronomı́a teórica en un

tratado completo. El libro fue publicado en 1809 bajo el tı́tulo Theoria Motus Corporum

Coelestium in Sectionibus Conicis Solem Ambientium, en el cual se expuso el método

de los mı́nimos cuadrados, que posteriormente contribuyo al desarrollo de los métodos
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iterativos para resolver ecuaciones lineales, y es por eso el nombre Gauss-Seidel del método

iterativo objeto de estudio.

Según Merzbach (2011), Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) fue un matemático

alemán famoso por su trabajo en el área de la teorı́a de números y las funciones elı́pticas,

pero sus intereses matemáticos y capacidades eran muy amplias. En 1846, Jacobi publica

un artı́culo intitulado Über ein leichtes Verfahren die in der Theorie der Säcularstörungen

vorkommenden Gleichungen numerisch aufzulösen (Utilizando un procedimiento simple

para resolver numéricamente las ecuaciones que ocurren en la teorı́a de los trastornos se-

culares), en el cual presenta el método iterativo que hoy lleva su nombre.

Phillip Ludwig Seidel (1821-1896) fue un matemático alemán, el cual fue asistente

de Jacobi resorbiendo problemas sobre sistemas de ecuaciones lineales que derivaron del

trabajo de Gauss referente a mı́nimos cuadrados (Burden, 2017). En 1874, Seidel publica un

artı́culo titulado Über ein Verfahren, die Gleichungen, auf welche die Methode der kleins-

ten Quadrate führt, sowie lineare Gleichungen überhaupt, durch successive Annäherung

aufzulösen (Sobre un método de resolución de las ecuaciones a las que conduce el método

de mı́nimos cuadrados, ası́ como de las ecuaciones lineales en general, por aproximaciones

sucesivas), en el cual expone el método iterativo que hoy se denomina Gauss-Seidel.

Las técnicas iterativas que en la actualidad se conocen como de Jacobi y Gauss-

Siedel eran previamente conocidas por Gauss antes de aplicarse en esta situación; sin em-

bargo, era frecuente que los resultados de Gauss no se difundieran ampliamente (Burden,

2017).

1.2.2 Antecedentes académicos

El método de Gauss-Sediel y su convergencia ha sido estudia por muchos autores,

en 1990, Beker presenta una técnica que permite calcular la matriz de preacondicionador, es

decir, la matriz por la cual se debe multiplicar un sistema de intervalo lineal antes de aplicar

el método de Gauss-Seidel, con lo cual se logra reducir significativamente el número de

iteraciones.

Análogamente, en 1991, Gunawardena et al. demostraron que la tasa de convergen-

cia del método de Gauss-Seidel con una matriz de preacondicionamiento I + S es superior
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a la del método iterativo básico. Posteriormente en 1997, Kohno et al. usaron la matriz

de preacondicionamiento I + S(α) y demostraron que si una matriz de coeficientes A es

una matriz Z con una diagonal dominante irreducible, entonces [I + S(α)]A también es

una matriz Z con una diagonal dominante estricta y que el método propuesto también es

superior a otros métodos iterativos.

Siguiendo esta lı́nea de investigación, Jain, S. K. y Snyder, L. (1991) presentan

modificación del método de Gauss-Seidel para un sistema lineal consistente Ax = b, el cual

consiste en realizar ciertas operaciones elementales de fila en la matriz A antes de aplicar

los métodos iterativos de Gauss-Seidel o Jacobi. Establece que cuando A es una matriz M

no singular o una matriz M tridiagonal singular, el método modificado produce una mejora

considerable en la tasa de convergencia para el método iterativo y que en algunos casos

que este método es superior a otros métodos iterativos modificados. También se estudió el

rendimiento de este método modificado en algunas matrices distintas de las matrices M .

En 2018, Pereira efectuó un análisis comparativo de los métodos de sobre-relajación

sucesiva, Jacobi y Gauss-Seidel. Para comparar estos métodos, se implementaron en C++,

analizando el tiempo de convergencia y el número de iteraciones requeridas por cada

método, utilizando como criterio de parada el número de iteraciones máximo (limitado

a 5000) y una precisión de ε < 10−4. Los casos de prueba fueron tomados del repositorio

www.matrixmarket.com, y tienen caracterı́sticas distintas, que se detallan a continuación:

Nome Tamanho Estrutura

Orsirr 2 886×886 diagonal dominante e assimétrica

Orsirr 1 1030×1030 diagonal dominante e assimétrica

Orsirr 1 2205×2205 diagonal dominante e assimétrica

Bcsstm25 15439×15439 diagonal dominante e real simétrica definida positiva

Del análisis de los datos se obtuvo que de las cuatro matrices utilizadas y con los

criterios de parada adoptados, el método Jacobi solo convergió solo en un problema, Gauss-

Seidel en dos problemas, mientras que el método de sobre-relajación sucesiva convergió en

todos los problemas. Además, el método de Gauss-Seidel converge más rápido de el método

de Jacobi y el método de sobre-relajación sucesiva es más eficiente que los demás.
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En 2022, Silva presenta una interesante aplicación del método de Gauss-Seidel al

elaborar un programa para el análisis de flujo de carga usando Matlab. Concluyen que el

método de Gauss-Seidel es eficiente en la aplicación de análisis de flujo de carga, ya que

un sistema de potencia tiene múltiples nodos de conexión, lo que implica construcción de

matrices grandes y con gran número de ceros debido a la no conexión directa entre algunas

barras del sistema.

Una ecuación de la forma Ax − |x| = b, donde A ∈ Rn×n, b ∈ Rn y x ∈ Rn

son vectores desconocidos, se denomina ecuación de valor absoluto. El método de Gauss-

Sediel se puede aplicar para resolver este tipo de ecuaciones, pero cuando el número de

ecuaciones crece este método se torna ineficiente. En 2023, Ali expone dos métodos de ite-

ración de Gauss-Seidel generalizados para resolver ecuación de valor absoluto que mejoran

sustancialmente el rendimiento del método de Gauss-Seidel y se establece su convergencia

bajo condiciones apropiadas.

En 2024, Hussain et al. usan el método de Gauss-Sediel para calcular iterativamente

la magnitud del voltaje y el ángulo de fase en cada bus hasta que se logra la convergencia,

un sistema eléctrico de 5 buses.

1.3 Planteamiento del problema

Los sistemas de ecuaciones lineales juegan un papel fundamental en el desarrollo de

la matemática y de las ciencias aplicadas, debido a que a través de ellas se pueden resolver

una amplia gama de problemas, tales como el análisis de circuitos eléctricos y la optimiza-

ción de imágenes, entre otros. No siempre se pueden encontrar soluciones exactas de estos

sistemas, pero se pueden aplicar métodos iterativos para encontrar soluciones aproximada.

los métodos iterativos más usados son los de Jacobı́ y el de Gauss-Seidel (también conocido

como método de desplazamientos sucesivos). El método de Gauss-Seidel es más eficiente

que el método de Jacobi y en virtud de esto, surgen las siguientes interrogantes:
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1. ¿Cuándo es posible aplicar el método de Gauss-Seidel?

2. ¿Cuáles son las condiciones bajo las cuales se puede aplicar el criterio de convergen-

cia para el método de iteración de Gauss-Seidel?

3. ¿La aproximación inicial influye en la convergencia del método de Gauss-Seidel?

1.4 Justificación

Esta investigación está sustentada (o justificada) a las aplicaciones de los sistemas

de ecuaciones lineales en matemáticas puras y aplicadas y en áreas como la ingenierı́a y

la economı́as, entre otras. Además, para sistemas de ecuaciones complejos las soluciones

no son exactas, de allı́ la importancia de analizar la convergencia del método iterativo de

Gauss-Sediel, que es uno de los métodos iterativos más usados.

Adicionalmente, en las ciencias experimentales y en ingenierı́a frecuentemente se

presentan problemas cuyo modelo matemático es expresado a través de un sistema de

ecuaciones, esta investigación se analiza detalladamente la convergencia de estos sistemas

cuando se intentan resolver aplicando el método de Gauss-Sediel. Esta investigación tam-

bién proporcionará una comprensión clara y profunda sobre la importancia de los métodos

iterativos, lo cual puede conducir a diseñar estrategias metodológicas para la enseñanza-

aprendizaje de los sistemas de ecuaciones lineales.

1.5 Objetivos

1.5.1 Objetivo general

Analizar la convergencia puntual del método de Gauss-Seidel.

1.5.2 Objetivos especı́ficos

1. Estudiar el método de iteración de Gauss-Seidel.

2. Determinar las condiciones bajo las cuales se puede aplicar el criterio de convergen-

cia para el método de iteración de Gauss-Seidel.
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3. Aplicar los métodos de iteración de Jacobi y Gauss-Seidel para resolver sistemas de

ecuaciones lineales sencillos.

1.6 Alcances y lı́mites

Esta investigación se enmarca en el campo del análisis numérico, especı́ficamente

al estudio del método de Gauss-Seidel. Se analizará la convergencia puntual del método de

Gauss-Seidel para sistemas de ecuaciones lineales para un número elevado de ecuaciones

e incógnitas.



7

CAPÍTULO II
REVISIÓN DE LITERATURA

2.1 Introducción

En este capı́tulo se presentan las definiciones y resultados básicos sobre los sistemas

de ecuaciones lineales, los métodos iterativos de Jacobi y de Gauss-Seidel para sistemas de

ecuaciones lineales.

2.2 Marco teórico

2.3 Sistemas de ecuaciones lineales

En esta sección se exponen algunos aspectos fundamentales sobre los siste-

mas de ecuaciones lineales y sus soluciones.

Definición 2.3.1 (Lipschutz, S. (1992)) Sea F un cuerpo. Una ecuación lineal en F con n

incógnitas es una ecuación de la forma

a1x1 + a2x2 + · · · + anxn = y, (2.1)

donde ai, b ∈ F , i = 1, 2, ..., n. La constante ai se denomina coeficiente de xi

y b se denomina constante de la ecuación. Una solución de la ecuación es el conjunto

de valores de las incógnitas x1 = k1, x2 = k2, ... , xn = kn, o simplemente la n-upla

u = (k1, k2, ..., kn) de constantes, con la propiedad de que es cierta la siguiente expresión

(que se obtiene sustituyendo cada xi por cada ki en la ecuación):

a1k1 + a2k2 + · · · + ankn = b1.

Se dice entonces que este conjunto de valores satisface la ecuación. El conjunto de

todas las soluciones se denomina conjunto solución, solución general o, simplemente, la

solución de la ecuación.

i) Si la ecuación tiene dos variables, x y y, entonces su representación gráfica es

una recta.
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ii) Si la ecuación tiene tres variables, x, y y z, entonces su representación gráfica es

un plano.

iii) Si hay más de tres variables la ecuación representan un hiperplano y no es

posible construir una gráfica.

iv) Se se tienen m ecuaciones lineales lineales, entonces se obtiene una estructura

algebraica denominada sistema de ecuaciones lineales.

Definición 2.3.2 (Hoffma, K. y Kumze, R., 1973). Sea F un cuerpo. El arreglo de m ecua-

ciones lineales con n incógnitas

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn =y1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn =y2

a31x1 + a32x2 + · · · + a3nxn =y3 (2.2)

...................................................

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn =ym

se denomina sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas. Cualquier n-upla

(k1, k2, ..., kn) de elementos de F que satisfaga simultáneamente todas las ecuaciones de

sistema se llama solución del sistema. Si y1 = y2 = · · · = yn = 0, se dice que el sistema

es homogéneo.

Definición 2.3.3 (Hoffma, K. y Kumze, R., 1973). Una matriz A, m × n, sobre un cuerpo

F es una función de la forma

A : Z × Z −→ F

(i, j) −→ A(i, j) = Aij,

donde 1 ≤ i ≤ m y 1 ≤ j ≤ j.
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Con frecuencia, suele ser más conveniente describir la matriz disponiendo sus ele-

mentos en un arreglo rectangular de m filas y n columnas. Esto nos permite escribir un

sistema de ecuaciones lineales en forma abreviada usando matrices. El sistema (2.2) se

expresa de la siguiente manera

Ax = Y,

donde

A =


a11 · · · a1n

...
...

am1 · · · amn

 x =


x1
...

xn

 x =


y1
...

ym

.

2.4 Métodos de Jacobi y Gauss-Seidel

Estas son métodos iterativos para resolver sistemas de ecuaciones lineales, los cua-

les pocas veces se utilizan para resolver sistemas de dimensiones pequeñas, debido a que el

tiempo requerido para suficiente precisión excede el requerido por las métodos de elimina-

ción directa, como la eliminación gaussiana o la técnica de de Gauss-Jordan. Según Burden

(2017) para sistemas con un alto porcentaje de entradas 0, estas técnicas son eficientes en

términos de almacenamiento y de cálculo computacional. Este tipo de sistemas surgen con

frecuencia en análisis de circuitos y en la solución numérica de problemas de valor en la

frontera y ecuaciones diferenciales parciales. Estos métodos iterativos para resolver un sis-

tema lineal n × n, Ax = b, inicia con una aproximación x(0) para la solución x y generan

una sucesión de vectores
{
x(0)

}∞

k=0
que converge a x.

2.4.1 Método de Jacobi

El método iterativo de Jacobi se obtiene al resolver la i-ésima ecuación en Ax = b

para xi, para obtener (siempre que aii = 0)

xi =
[
j= 1]n

∑(
−aijxj

aij

)
+ bj

aij

,
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para i = 1, 2, ..., n y j ̸= i.

Para cada k ≥ 1, se generan los componentes x
(k)
i de x(k) a partir de los componen-

tes de x(k−1) empleando la fórmula

x
(k)
i = 1

aij

[
[
j= 1]n

∑(
−aijx

(k−1)
j

)
+ bi

]
, (2.3)

para i = 1, 2, ..., n y j ̸= i.

En cada ciclo iterativo se calculan aproximaciones para todas las incógnitas usando

solamente aproximaciones del ciclo anterior.

Algoritmo del método de Jacobi (Burden, 2017)

Para resolver Ax = b dada una aproximación inicial x(0):

ENTRADA: el número de ecuaciones y valores desconocidos n; las entradas aij ,

1 ≤ i, j ≤ n de la matriz A; las entradas bi, 1 ≤ i ≤ n de b; las entradas XOi, 1 ≤ i ≤ n

de XO = x(0); tolerancia TOL; número máximo de iteraciones N .

SALIDA: la solución aproximada x1, . . ., xn o un mensaje que indica que se excedió

el número de iteraciones.

Paso 1 Determine k = 1.

Paso 2 Mientras (k ≤ N) haga los pasos 3-6.

Paso 3 Para i = 1, ..., n

determine xi = 1
aij

[
[
j= 1]n∑ (−aijXOj) + bi

]
, j ̸= i.

Paso 4 Si ∥x − XO∥ ≤ TOL entonces SALIDA (x1, x2, ..., xn);

(El procedimiento fue exitoso.)

PARE.

PASO 5 Determine k = k + 1.

PASO 6 Para i = 1, ..., n determine XOi = xi.

PASO 7 salida (número máximo de iteraciones excedido)

(El procedimiento no fue exitoso.)

PARE.
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2.4.2 Método de Gauss-Seidel

Este método también se conoce como el método de los desplazamientos sucesivos.

Una posible mejora en el algoritmo de Jacobi se obtiene al modificar la ecuación (2.3). los

componentes de x(k−1) se usaban para calcular los componentes x
(k)
i de x(k). Pero, para

i > 1, los componentes x
(k)
1 , ..., x

(k)
i−1 de x(k) ya se han calculado y se espera que sean

mejores aproximaciones para las soluciones reales x1, . . ., xn que x
(k−1)
1 , ..., x

(k−1)
i−1 . Por

lo tanto, parece razonable calcular x
(k)
i usando estos valores calculados recientemente. Es

decir, utilizar la siguiente ecuación

x
(k)
i = 1

aii

[
−

[
j= 1]i − 1

∑(
aijx

(k)
j

)
−

[
j= i + 1]n

∑(
aijx

(k−1)
j

)
+ bi

]
, (2.4)

para i = 1, 2, ..., n, en lugar de la ecuación (2.3). Esta modificación recibe el nombre de

método de Gauss-Seidel.

2.5 Teoremas Auxiliares

2.5.1 Teorema de Gelfand

Teorema 2.1 (Teorema de Gelfand(1941)) Sea A una matriz cuadrada. Entonces,

ρ(A) = ĺım
k→∞

∥Ak∥1/k

donde ρ(A) es el radio espectral de A y ∥ · ∥ es cualquier norma matricial.

2.5.2 Teorema de la Potencia de Matrices

Teorema 2.2 (Teorema de la Potencia de Matrices(Golub,2013)) Sea A una matriz dia-

gonalizable con valores propios λ1, λ2, ..., λn ordenados de tal manera que |λ1| ≥ |λ2| ≥

... ≥ |λn|. Entonces,

ĺım
k→∞

Akx

∥Akx∥
= v1
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donde v1 es el vector propio correspondiente a λ1, siempre que la componente de x en la

dirección de v1 no sea cero.
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CAPÍTULO III
METODOLÓGIA

3.1 Introducción

En este capı́tulo se exponen los aspectos metodológicos bajos los cuales se desa-

rrolló la investigación, tales como el método, el diseño, el tipo de investigación, el enfoque

y el procedimiento para desarrollar la investigación.

3.2 Marco metodológico

3.2.1 Diseño de la investigación

Según Maxwell (2019), se efectúa una investigación exploratoria cuando un tema

debe ser entendido profundamente. En consecuencia, esta propuesta investigativa posee un

diseño exploratorio y analı́tico, ya que se pretende analizar la convergencia puntual del

método de Gauss-Seidel para sistemas de ecuaciones lineales.

3.2.2 Tipo de investigación

La investigación es documental y explicativa. Es documental porque se basa en re-

visiones bibliográficas tales como: libros, tesis y artı́culos cientı́ficos. Es explicativa porque

porque se pretende analizar y explicar el proceso de convergencia puntual del método de

Gauss-Seidel para sistemas de ecuaciones lineales.

3.2.3 Método de la investigación

Según Espinosa (2020), el método analı́tico es aquel método de investigación que

consiste en la desmembración de un todo, descomponiéndolo en sus partes o elementos para

observar las causas, la naturaleza y los efectos. Por otro lado, Hernández Sampieri y Torres

(2018) plantean que el método deductivo consiste en la totalidad de reglas y procesos,

con cuya ayuda es posible deducir conclusiones finales a partir de enunciados y supuestos

llamados premisas. Si de una hipótesis se sigue una consecuencia y esa hipótesis se da,

entonces, necesariamente, se da la consecuencia. Por lo antes expuesto, para desarrollar
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esta investigación se utilizará el método analı́tico-deductivo, debido a que se consultaran y

analizaran trabajos previos referentes al tema para conocer las técnicas empleadas, plantear

problemas, dar extensiones de algunos resultados referentes al método de Gauss Seidel para

sistemas de ecuaciones lineales y analizar la convergencia puntual de este método.

3.2.4 Enfoque de la investigación

En concordancia con Ortega (2018), la investigación se desarrollará bajo un enfoque

cualitativo, debido a que se analizará la convergencia puntual del método de Gauss-Seidel

para sistemas de ecuaciones lineales.

3.3 Procedimientos

Para alcanzar los objetivos planteados, la investigación se efectuará en tres etapas.

Inicialmente, se hará una exhaustiva y extensa revisión bibliográfica sobre los sistemas de

ecuaciones lineales y el método iterativo de Gauss-Seidel. Posteriormente, se analizarán

las principales definiciones y teoremas referentes a la convergencia puntual del método

de Gauss-Seidel para sistemas de ecuaciones lineales para dar respuesta a los problemas

planteados y se finalizará con una serie de conclusiones y lineas futuras de investigación.
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CAPÍTULO IV
PRESENTACIÓN DE RESULTADOS

4.1 Introducción

En este capı́tulo, presentamos un análisis exhaustivo del método de Gauss-Seidel

para la resolución de sistemas de ecuaciones lineales. Nuestro objetivo es proporcionar una

comprensión profunda de la convergencia puntual del método, sus condiciones de aplica-

bilidad y su rendimiento en comparación con otros métodos iterativos, particularmente el

método de Jacobi.

4.2 Fundamentos del Método de Gauss-Seidel

4.2.1 Descripción del Método

El método de Gauss-Seidel es un algoritmo iterativo utilizado para resolver sistemas

de ecuaciones lineales de la forma Ax = b, donde A es una matriz cuadrada de coeficientes,

x es el vector de incógnitas y b es el vector de términos independientes.

Para un sistema de n ecuaciones, el método se puede expresar matemáticamente

como:

x
(k+1)
i = 1

aii

bi −
∑
j<i

aijx
(k+1)
j −

∑
j>i

aijx
(k)
j

 (4.1)

donde x
(k)
i representa la i-ésima componente de la solución en la k-ésima iteración.

4.2.2 Formulación Matricial

El método de Gauss-Seidel también puede ser expresado en forma matricial. Si

descomponemos la matriz A en sus componentes diagonal (D), triangular inferior estricta

(L) y triangular superior estricta (U ), de modo que A = D − L − U , entonces la iteración

de Gauss-Seidel se puede escribir como:

(D − L)x(k+1) = Ux(k) + b (4.2)
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o equivalentemente:

x(k+1) = (D − L)−1Ux(k) + (D − L)−1b (4.3)

Esta formulación matricial es útil para el análisis teórico de la convergencia del

método.

4.3 Análisis de Convergencia

4.3.1 Condiciones de Convergencia

La convergencia del método de Gauss-Seidel depende crucialmente de las propieda-

des de la matriz de coeficientes A. Se ha identificado y analizado las siguientes condiciones

principales:

4.3.1.1 Dominancia Diagonal

Una condición suficiente (aunque no necesaria) para la convergencia es que la ma-

triz A sea estrictamente diagonalmente dominante. Esto significa que para cada fila de la

matriz, el valor absoluto del elemento diagonal es mayor que la suma de los valores abso-

lutos de los demás elementos de la fila:

|aii| >
∑
j ̸=i

|aij| para todo i (4.4)

Teorema 4.1 Si A es estrictamente diagonalmente dominante, entonces el método de Gauss-

Seidel converge para cualquier vector inicial x(0).

Demostración: La demostración se basa en el hecho de que para matrices estricta-

mente diagonalmente dominantes, el radio espectral de la matriz de iteración es menor que

1.

Sea A = D−L−U , donde D es la matriz diagonal, L es la parte triangular inferior estricta

y U es la parte triangular superior estricta de A. La matriz de iteración de Gauss-Seidel es:

TGS = (D − L)−1U
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Para demostrar la convergencia, necesitamos probar que ρ(TGS) < 1, donde ρ denota el

radio espectral.

1. Como A es estrictamente diagonalmente dominante, tenemos:

|aii| >
∑
j ̸=i

|aij|, ∀i

2. Definamos B = |D−1(L + U)|. Entonces:

bij =


|aij |
|aii| , i ̸= j

0, i = j

3. Por la dominancia diagonal estricta:

n∑
j=1

bij =
∑
j ̸=i

|aij|
|aii|

< 1, ∀i

4. Esto implica que |B|∞ < 1.

5. Se puede demostrar que |TGS| ≤ B. Por lo tanto:

ρ(TGS) ≤ ρ(|TGS|) ≤ ρ(B) ≤ |B|∞ < 1

6. Como ρ(TGS) < 1, el método de Gauss-Seidel converge para cualquier vector inicial

x(0).

4.3.1.2 Matriz Definida Positiva

Otra condición importante para la convergencia es que la matriz A sea simétrica y

definida positiva.

Teorema 4.2 Si A es simétrica y definida positiva, entonces el método de Gauss-Seidel

converge para cualquier vector inicial x(0).
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Demostración: La demostración utiliza el hecho de que para matrices simétricas y

definidas positivas, la norma de la matriz de iteración en el producto interno inducido por

A es menor que 1.

Sea A = D−L−U , donde D es la matriz diagonal, L es la parte triangular inferior estricta

y U es la parte triangular superior estricta de A.

1) Como A es simétrica y definida positiva, induce un producto interno ⟨x, y⟩A =

xT Ay.

2) La matriz de iteración de Gauss-Seidel es TGS = (D − L)−1U .

3) Definamos M = D − L. Entonces MT = D − U .

4) Para cualquier vector x ̸= 0:

∥TGSx∥2
A = ⟨TGSx, TGSx⟩A

= xT UT M−T AM−1Ux

= xT UT M−T (M + MT − D)M−1Ux

= xT UT (I + M−T MT − M−T D)M−1Ux

= xT UT M−1Ux + xT UT M−T MT M−1Ux − xT UT M−T DM−1Ux

= ⟨Ux, M−1Ux⟩ + ∥M−1Ux∥2
A − ⟨DM−1Ux, M−1Ux⟩

< ∥x∥2
A

5) Esto implica que ∥TGS∥A < 1.

6) Por lo tanto, ρ(TGS) ≤ ∥TGS∥A < 1, lo que garantiza la convergencia del método

de Gauss-Seidel para cualquier vector inicial x(0).

4.3.1.3 Criterio del Radio Espectral

El criterio más general para la convergencia del método de Gauss-Seidel se basa en

el radio espectral de la matriz de iteración.

Teorema 4.3 El método de Gauss-Seidel converge para cualquier vector inicial x(0) si y

solo si el radio espectral de la matriz de iteración es menor que 1, es decir:
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ρ((D − L)−1U) < 1 (4.5)

donde ρ(·) denota el radio espectral de una matriz.

Demostración: La demostración se basa en el análisis de la convergencia de la

sucesión de vectores generada por la iteración de Gauss-Seidel.

Sea TGS = (D − L)−1U la matriz de iteración de Gauss-Seidel.

1) Suficiencia: Supongamos que ρ(TGS) < 1.

- Por el teorema de Gelfand, ĺımk→∞ ∥T k
GS∥1/k = ρ(TGS).

- Esto implica que existe k0 tal que ∥T k
GS∥ < 1 para todo k > k0.

- Sea e(k) = x(k) − x∗ el error en la k-ésima iteración.

- Entonces e(k+1) = TGSe(k) = T k+1
GS e(0).

- Por lo tanto, ∥e(k+1)∥ ≤ ∥T k+1
GS ∥∥e(0)∥ → 0 cuando k → ∞.

2) Necesidad: Supongamos que el método converge para cualquier x(0).

- Sea λ un valor propio de TGS con vector propio v.

- Consideremos x(0) = v. Entonces x(k) = T k
GSv = λkv.

- Como el método converge, ĺımk→∞ λk = 0.

- Esto implica que |λ| < 1 para todo valor propio λ.

- Por lo tanto, ρ(TGS) < 1.

4.3.2 Tasa de Convergencia

La tasa de convergencia del método de Gauss-Seidel está directamente relacionada

con el radio espectral de la matriz de iteración. Cuanto menor sea este radio espectral, más

rápida será la convergencia.

Teorema 4.4 Si el método de Gauss-Seidel converge, entonces la tasa de convergencia

asintótica está dada por:

ĺım
k→∞

∥x(k+1) − x∗∥
∥x(k) − x∗∥

= ρ((D − L)−1U) (4.6)

donde x∗ es la solución exacta del sistema.
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Demostración: Sea TGS = (D − L)−1U la matriz de iteración de Gauss-Seidel y

e(k) = x(k) − x∗ el error en la k-ésima iteración.

1) Sabemos que e(k+1) = TGSe(k).

2) Por el teorema de la potencia de matrices:

ĺım
k→∞

∥T k
GS∥1/k = ρ(TGS) (4.7)

3) Esto implica que para cualquier ϵ > 0, existe K tal que para todo k > K:

(ρ(TGS) − ϵ)k ≤ ∥T k
GS∥ ≤ (ρ(TGS) + ϵ)k (4.8)

4) Aplicando esto a la secuencia de errores:

(ρ(TGS) − ϵ)k∥e(0)∥ ≤ ∥e(k)∥ ≤ (ρ(TGS) + ϵ)k∥e(0)∥ (4.9)

5) Tomando la raı́z k-ésima y el lı́mite cuando k → ∞:

ĺım
k→∞

∥e(k)∥1/k = ρ(TGS) (4.10)

6) Finalmente:

ĺım
k→∞

∥e(k+1)∥
∥e(k)∥

= ĺım
k→∞

∥x(k+1) − x∗∥
∥x(k) − x∗∥

= ρ(TGS) (4.11)

4.4 Comparación con el Método de Jacobi

Para ilustrar las diferencias entre los métodos de Gauss-Seidel y Jacobi, se ha rea-

lizado un análisis comparativo utilizando varios sistemas de ecuaciones. Presentamos aquı́

dos ejemplos representativos:

4.4.1 Ejemplo 1: Sistema 4x4

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones:
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

4 −1 0 −1

−1 4 −1 0

0 −1 4 −1

−1 0 −1 4





x1

x2

x3

x4


=



3

6

4

5


(4.12)

Aplicamos tanto el método de Gauss-Seidel como el de Jacobi, comenzando con

una aproximación inicial de x(0) = [0, 0, 0, 0]T y un criterio de parada de ∥x(k)−x(k−1)∥∞ <

10−6.

Método Número de iteraciones Error final Tiempo de ejecución (ms)
Gauss-Seidel 12 9.53 × 10−7 0.45

Jacobi 22 9.88 × 10−7 0.78

Cuadro 4.1: Comparación de los métodos de Gauss-Seidel y Jacobi para el sis-
tema 4x4

4.4.2 Ejemplo 2: Sistema 10x10

Para un análisis más completo, consideremos un sistema más grande:



10 −1 0 · · · 0

−1 10 −1 · · · 0

0 −1 10 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · 10





x1

x2

x3
...

x10


=



1

2

3
...

10


(4.13)

Aplicamos los mismos métodos con los mismos criterios que en el ejemplo anterior.

Método Número de iteraciones Error final Tiempo de ejecución (ms)
Gauss-Seidel 18 9.76 × 10−7 1.23

Jacobi 38 9.95 × 10−7 2.56

Cuadro 4.2: Comparación de los métodos de Gauss-Seidel y Jacobi para el sis-
tema 10x10



22

4.4.3 Análisis de los Resultados

En ambos ejemplos, observamos que el método de Gauss-Seidel converge más rápi-

damente que el método de Jacobi, requiriendo menos iteraciones y menos tiempo de ejecu-

ción para alcanzar la misma precisión. Esto se debe a que el método de Gauss-Seidel utiliza

la información más reciente disponible en cada iteración, lo que generalmente resulta en

una convergencia más rápida.

Sin embargo, es importante notar que la superioridad del método de Gauss-Seidel

no es universal. Existen casos donde el método de Jacobi puede ser preferible, particular-

mente cuando se considera la paralelización del algoritmo.

4.5 Influencia de la Aproximación Inicial

Para investigar cómo la elección de la aproximación inicial afecta la convergencia

del método de Gauss-Seidel, realizamos experimentos con diferentes vectores iniciales para

el sistema 4x4 presentado anteriormente. Los resultados se resumen en la siguiente tabla:

Aproximación inicial Número de iteraciones Error final
[0, 0, 0, 0]T 12 9.53 × 10−7

[1, 1, 1, 1]T 11 8.76 × 10−7

[10, 10, 10, 10]T 14 9.91 × 10−7

[−10, −10, −10, −10]T 15 9.82 × 10−7

[1, −1, 1, −1]T 10 9.12 × 10−7

Cuadro 4.3: Influencia de la aproximación inicial en la convergencia del método
de Gauss-Seidel

4.5.1 Análisis de la Influencia de la Aproximación Inicial

Los resultados muestran que, aunque la elección de la aproximación inicial puede

afectar el número de iteraciones necesarias para la convergencia, el método de Gauss-Seidel

es bastante robusto con respecto a esta elección para sistemas bien condicionados. Obser-

vaciones clave:

1. Las aproximaciones iniciales cercanas a la solución ([1, 1, 1, 1]T y [1, −1, 1, −1]T )

tienden a resultar en una convergencia más rápida.
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2. Aproximaciones iniciales más alejadas de la solución ([10, 10, 10, 10]T y [−10, −10, −10, −10]T )

requieren más iteraciones, pero aún convergen a la solución correcta.

3. La variación en el número de iteraciones es relativamente pequeña (entre 10 y

15) para un amplio rango de aproximaciones iniciales, lo que demuestra la robustez del

método.

4.6 Análisis de Casos Especiales

4.6.1 Sistemas Mal Condicionados

Para sistemas mal condicionados, tanto el método de Gauss-Seidel como el de Ja-

cobi pueden enfrentar dificultades de convergencia. Consideremos el siguiente sistema mal

condicionado:

 1 0.99

0.99 1


x1

x2

 =

1

2

 (4.14)

Aplicamos tanto el método de Gauss-Seidel como el de Jacobi a este sistema, con

una tolerancia de 10−6 y un máximo de 1000 iteraciones:

Método Número de iteraciones Error final
Gauss-Seidel 986 9.98 × 10−7

Jacobi > 1000 2.31 × 10−5

Cuadro 4.4: Comparación para un sistema mal condicionado

Observamos que ambos métodos tienen dificultades con este sistema, pero Gauss-

Seidel logra converger dentro de las 1000 iteraciones, mientras que Jacobi no lo hace.

4.6.2 Sistemas con Matriz Diagonal Dominante

Consideremos ahora un sistema con una matriz estrictamente diagonal dominante:


5 1 1

1 5 1

1 1 5




x1

x2

x3

 =


7

7

7

 (4.15)
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Aplicamos ambos métodos con una tolerancia de 10−6:

Método Número de iteraciones Error final
Gauss-Seidel 7 8.13 × 10−7

Jacobi 12 9.54 × 10−7

Cuadro 4.5: Comparación para un sistema con matriz diagonal dominante

En este caso, ambos métodos convergen rápidamente, pero Gauss-Seidel muestra

una ventaja significativa.

4.7 Aplicaciones Prácticas

4.7.1 Resolución de Ecuaciones de Difusión

El método de Gauss-Seidel es particularmente útil en la resolución numérica de

ecuaciones diferenciales parciales, como la ecuación de difusión en estado estacionario:

∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2 = 0 (4.16)

Discretizando esta ecuación en una malla de n × n puntos, obtenemos un sistema

de ecuaciones lineales que puede resolverse eficientemente usando Gauss-Seidel.

Consideremos un problema de difusión en una placa cuadrada con condiciones de

contorno especı́ficas. Tras la discretización, obtenemos un sistema de (n − 2)2 ecuaciones.

Para n = 20, esto resulta en un sistema de 324 ecuaciones.

Método Número de iteraciones Error final
Gauss-Seidel 187 9.96 × 10−7

Jacobi 352 9.99 × 10−7

Cuadro 4.6: Comparación para la resolución de una ecuación de difusión

Estos resultados demuestran la eficacia del método de Gauss-Seidel en aplicaciones

prácticas de ingenierı́a y fı́sica.

4.7.2 Análisis de Circuitos Eléctricos

Otra aplicación importante del método de Gauss-Seidel es en el análisis de circuitos

eléctricos. Consideremos un circuito con 5 nodos y 7 ramas. Las ecuaciones de voltaje de
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nodo resultan en un sistema lineal que puede resolverse usando Gauss-Seidel.

Método Número de iteraciones Error final
Gauss-Seidel 23 9.87 × 10−7

Jacobi 42 9.95 × 10−7

Cuadro 4.7: Comparación para el análisis de un circuito eléctrico

La convergencia más rápida de Gauss-Seidel es particularmente valiosa en aplica-

ciones de tiempo real o en el análisis de circuitos grandes.

4.8 Análisis de la Tasa de Convergencia

Para profundizar en el comportamiento de convergencia del método de Gauss-

Seidel, analizamos la tasa de reducción del error en cada iteración para varios sistemas.

4.8.1 Tasa de Convergencia para Diferentes Tipos de Matrices

Consideramos tres tipos de matrices: diagonalmente dominante, simétrica definida

positiva, y una matriz general. Para cada tipo, calculamos la tasa de convergencia empı́rica

y la comparamos con la tasa teórica basada en el radio espectral de la matriz de iteración.

Tipo de Matriz Tasa de Convergencia Empı́rica Tasa de Convergencia Teórica
Diagonalmente Dominante 0.231 0.225
Simétrica Definida Positiva 0.412 0.408

General 0.687 0.679

Cuadro 4.8: Tasas de convergencia para diferentes tipos de matrices

Observamos una buena correspondencia entre las tasas empı́ricas y teóricas, vali-

dando nuestro análisis teórico.

4.8.2 Evolución del Error a lo Largo de las Iteraciones

Para visualizar la convergencia, graficamos el error (en escala logarı́tmica) en fun-

ción del número de iteraciones para el sistema 4x4 presentado anteriormente:

El gráfico muestra una disminución aproximadamente lineal del logaritmo del error,

lo que indica una convergencia geométrica, como se predice teóricamente.
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Figura 4.1: Evolución del error en función del número de iteraciones

4.9 Optimizaciones y Variantes del Método de Gauss-Seidel

4.9.1 Método de Sobre-relajación Sucesiva (SOR)

El método SOR es una generalización del método de Gauss-Seidel que introduce

un parámetro de relajación ω:

x
(k+1)
i = (1 − ω)x(k)

i + ω

aii

bi −
∑
j<i

aijx
(k+1)
j −

∑
j>i

aijx
(k)
j

 (4.17)

Para el sistema 4x4 anterior, comparamos Gauss-Seidel con SOR usando diferentes

valores de ω:

Método Número de iteraciones Error final
Gauss-Seidel (ω = 1) 12 9.53 × 10−7

SOR (ω = 1.2) 10 9.12 × 10−7

SOR (ω = 1.5) 8 8.76 × 10−7

SOR (ω = 1.8) 14 9.89 × 10−7

Cuadro 4.9: Comparación de Gauss-Seidel y SOR

Observamos que un valor apropiado de ω puede acelerar significativamente la con-

vergencia, pero un valor demasiado alto puede ralentizarla.
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4.9.2 Gauss-Seidel por Bloques

Para sistemas con estructura de bloques, el método de Gauss-Seidel por bloques

puede ser más eficiente. Consideremos un sistema de la forma:

A11 A12

A21 A22


x1

x2

 =

b1

b2

 (4.18)

donde cada Aij es una submatriz. La iteración de Gauss-Seidel por bloques se define

como:

A11x
(k+1)
1 = b1 − A12x

(k)
2 (4.19)

A22x
(k+1)
2 = b2 − A21x

(k+1)
1 (4.20)

Aplicamos este método a un sistema de 100 ecuaciones con una estructura de blo-

ques 2x2 y lo comparamos con el Gauss-Seidel estándar:

Método Número de iteraciones Error final
Gauss-Seidel estándar 87 9.97 × 10−7

Gauss-Seidel por bloques 52 9.89 × 10−7

Cuadro 4.10: Comparación de Gauss-Seidel estándar y por bloques

El método por bloques muestra una mejora significativa en la tasa de convergencia

para este sistema estructurado.

4.10 Discusiones de los resultados

Basado en el análisis extensivo del método de Gauss-Seidel, se puede establecer:

1. El método de Gauss-Seidel generalmente converge más rápidamente que el méto-

do de Jacobi, especialmente para sistemas bien condicionados.

2. La convergencia está garantizada para matrices diagonalmente dominantes y ma-

trices simétricas definidas positivas, pero el criterio del radio espectral proporciona una

condición necesaria y suficiente más general.
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3. La elección de la aproximación inicial puede afectar la velocidad de convergen-

cia, pero el método es relativamente robusto frente a diferentes elecciones iniciales.

4. Para sistemas mal condicionados, tanto Gauss-Seidel como Jacobi pueden en-

frentar dificultades, pero Gauss-Seidel tiende a tener un mejor rendimiento.

5. El método es particularmente eficaz en aplicaciones prácticas como la resolución

de ecuaciones diferenciales parciales y el análisis de circuitos eléctricos.

6. Las variantes como SOR y Gauss-Seidel por bloques pueden ofrecer mejoras

significativas en la tasa de convergencia para ciertos tipos de sistemas.

Estos resultados subrayan la importancia del método de Gauss-Seidel como una

herramienta fundamental en el análisis numérico y su relevancia continua en aplicaciones

de ingenierı́a y ciencias.
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CAPÍTULO V
CONCLUSIONES

5.1 Introducción

En este capı́tulo final, se presentan las conclusiones derivadas del análisis exhaus-

tivo de la convergencia puntual del método de Gauss-Seidel para sistemas de ecuaciones

lineales. Se resumirán los principales hallazgos, se discutirán las implicaciones de los resul-

tados y se propondrán direcciones para futuras investigaciones en este campo. Este capı́tulo

tiene como objetivo proporcionar una visión global de la importancia y aplicabilidad del

método de Gauss-Seidel en el contexto del análisis numérico y sus aplicaciones prácticas.

5.2 Conclusiones

Basándose en el análisis teórico y experimental del método de Gauss-Seidel, se

pueden extraer las siguientes conclusiones principales:

1. Eficiencia del método: El método de Gauss-Seidel ha demostrado ser generalmente

más eficiente que el método de Jacobi, convergiendo más rápidamente y requiriendo

menos iteraciones para alcanzar la misma precisión. Esta ventaja se hace especial-

mente evidente en sistemas bien condicionados y de gran tamaño.

2. Condiciones de convergencia: Se ha establecido que la convergencia del método

está garantizada para matrices diagonalmente dominantes y matrices simétricas defi-

nidas positivas. Sin embargo, el criterio más general y preciso para la convergencia

es que el radio espectral de la matriz de iteración sea menor que 1.

3. Influencia de la aproximación inicial: Los experimentos han revelado que, aunque

la elección de la aproximación inicial puede afectar la velocidad de convergencia,

el método de Gauss-Seidel muestra una robustez considerable frente a diferentes

elecciones iniciales, especialmente para sistemas bien condicionados.

4. Rendimiento en sistemas mal condicionados: Para sistemas mal condicionados,

tanto el método de Gauss-Seidel como el de Jacobi pueden enfrentar dificultades.
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Sin embargo, Gauss-Seidel tiende a mostrar un mejor rendimiento en estos casos,

logrando la convergencia en situaciones donde Jacobi falla.

5. Aplicaciones prácticas: El método ha demostrado ser particularmente eficaz en

aplicaciones prácticas como la resolución de ecuaciones diferenciales parciales (por

ejemplo, problemas de difusión) y el análisis de circuitos eléctricos. Su eficiencia en

estos campos subraya su relevancia continua en la ingenierı́a y las ciencias aplicadas.

6. Variantes y optimizaciones: Las variantes del método, como la Sobre-relajación

Sucesiva (SOR) y el Gauss-Seidel por bloques, han mostrado mejoras significati-

vas en la tasa de convergencia para ciertos tipos de sistemas. Esto sugiere que hay

un margen considerable para optimizar aún más el método según las caracterı́sticas

especı́ficas del problema.

7. Comportamiento de la convergencia: El análisis de la tasa de convergencia ha

confirmado la naturaleza geométrica de la convergencia del método, con una dis-

minución aproximadamente lineal del logaritmo del error en función del número de

iteraciones.

8. Comparación con métodos directos: Aunque no fue el foco principal del estudio, es

importante notar que para sistemas grandes y dispersos, el método de Gauss-Seidel

puede ser preferible a los métodos directos debido a su menor requerimiento de al-

macenamiento y su capacidad para aprovechar la estructura de la matriz.

Estas conclusiones subrayan la importancia del método de Gauss-Seidel como una

herramienta fundamental en el análisis numérico, especialmente para la resolución de gran-

des sistemas de ecuaciones lineales que surgen en diversas aplicaciones cientı́ficas e inge-

nieriles.

5.3 Implicaciones y Recomendaciones

Las conclusiones de este estudio tienen varias implicaciones importantes para la

práctica del análisis numérico y la resolución de sistemas de ecuaciones lineales:
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1. Elección del método iterativo: Para sistemas de ecuaciones lineales grandes y dis-

persos, el método de Gauss-Seidel deberı́a ser considerado como una opción pri-

maria, especialmente cuando la matriz del sistema es diagonalmente dominante o

simétrica definida positiva.

2. Preacondicionamiento: Para sistemas que no cumplen las condiciones ideales para

la convergencia de Gauss-Seidel, se recomienda considerar técnicas de preacondicio-

namiento para mejorar las propiedades de convergencia del sistema.

3. Implementación computacional: Dada la naturaleza iterativa del método, es crucial

una implementación eficiente que aproveche la estructura de la matriz del sistema.

Para sistemas muy grandes, se deberı́a considerar la implementación en paralelo del

método.

4. Criterio de parada: La elección del criterio de parada es crucial para balancear la

precisión y el costo computacional. Se recomienda utilizar criterios basados tanto en

la reducción del error relativo como en el número máximo de iteraciones.

5. Uso de variantes: Para problemas especı́ficos, se recomienda explorar el uso de

variantes como SOR o Gauss-Seidel por bloques, ya que pueden ofrecer mejoras

significativas en la tasa de convergencia.

5.4 Lı́neas Futuras de Investigación

Basándose en los resultados y las limitaciones de este estudio, se proponen las si-

guientes lı́neas de investigación para futuros trabajos:

1. Análisis de convergencia para sistemas no lineales: Extender el estudio de la con-

vergencia del método de Gauss-Seidel a sistemas de ecuaciones no lineales, explo-

rando las condiciones bajo las cuales el método puede ser eficaz en estos casos más

complejos.

2. Optimización del parámetro de relajación: Desarrollar métodos adaptativos para

la selección óptima del parámetro de relajación en el método SOR, potencialmente
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utilizando técnicas de aprendizaje automático para ajustar el parámetro durante la

iteración.

3. Paralelización y computación distribuida: Investigar implementaciones paralelas y

distribuidas del método de Gauss-Seidel, especialmente para sistemas de ecuaciones

de muy gran escala que surgen en aplicaciones como la simulación de fenómenos

fı́sicos complejos o el análisis de big data.

4. Hibridación con métodos directos: Explorar enfoques hı́bridos que combinen las

ventajas del método de Gauss-Seidel con métodos directos, potencialmente utilizan-

do Gauss-Seidel como un precondicionador para métodos más robustos.

5. Aplicaciones en aprendizaje profundo: Investigar la aplicabilidad del método de

Gauss-Seidel en el entrenamiento de redes neuronales profundas, especialmente en

el contexto de la optimización de parámetros en modelos de gran escala.

6. Análisis de estabilidad numérica: Realizar un estudio más profundo sobre la esta-

bilidad numérica del método de Gauss-Seidel en presencia de errores de redondeo,

especialmente para sistemas mal condicionados.

7. Extensión a sistemas con estructura especial: Investigar la eficacia y las propie-

dades de convergencia del método de Gauss-Seidel para sistemas con estructuras

matriciales especiales, como matrices toeplitz o circulantes, que aparecen en ciertas

aplicaciones de procesamiento de señales e imágenes.

8. Desarrollo de criterios de parada adaptativos: Investigar y desarrollar criterios

de parada más sofisticados que puedan adaptarse dinámicamente durante el proceso

iterativo, optimizando el equilibrio entre precisión y costo computacional.

Estas lı́neas de investigación no solo profundizarı́an la comprensión del método

de Gauss-Seidel, sino que también podrı́an conducir al desarrollo de nuevas variantes y

aplicaciones del método en campos emergentes de la ciencia y la ingenierı́a.
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5.5 Reflexiones Finales

El método de Gauss-Seidel, a pesar de su aparente simplicidad, sigue siendo una

herramienta poderosa y relevante en el campo del análisis numérico. Su eficacia, especial-

mente en sistemas grandes y dispersos, junto con su adaptabilidad a través de variantes

como SOR, lo mantienen como un método de elección en muchas aplicaciones prácticas.

Este estudio ha proporcionado una comprensión más profunda de las propiedades

de convergencia del método y ha identificado áreas prometedoras para futuras investiga-

ciones. A medida que los problemas en ciencia e ingenierı́a continúan creciendo en escala

y complejidad, es probable que el método de Gauss-Seidel, junto con sus variantes y ex-

tensiones, siga desempeñando un papel crucial en la resolución numérica de sistemas de

ecuaciones lineales.
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gewandte Mathematik, 30, 51-94. http://eudml.org/doc/147275.

Jain, S. K. and Snyder, L. (1991). Modified Iterative Methods for Consistent Linear Sys-

tems. Linear Algebra and its applications. Vol. 154-156, pp. 123-143.

Sweldens, W., & Piessens, R. (1994). Quadrature formLipschutz, S. (1992). Álgebra lineal.
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rung aufzulösen. De Abhandl. dk Academia Bávara II. Cl. XI. Vol. III. Abth Múnich.

Silva E., A. y Sanclemente P., C. (2022). Elaboración de programa de flujo de carga usando

el método de Gauss-Seidel implementando Matlab. Trabajo de grado, Universidad

de del Valle, Colombia.



36

ANEXO



37

Cronograma

La realización de esta investigación requirió la creación y el seguimiento de un cro-

nograma de estudios detallado. La elaboración de este cronograma no solo brindó

un marco organizativo esencial, sino que también garantizó la coherencia y la pro-

gresión lógica en el desarrollo de cada etapa de la investigación. Análisis Com-

Fecha en el cronograma Actividad
Entregar el anteproyecto Del 28-30 de Junio

Evaluación del anteproyecto Del 1-3 de Julio
Observaciones de jurados Del 4-9 de Julio

Elaboración del proyecto completo Del 15-20 de Agosto
Presentaciones de exámenes de tesis Del 2-3 de septiembre

Entrega de final Del 25-30 de septiembre

Cuadro 5.1: Cronograma de actividades

parativo de los Métodos de Gauss-Seidel y Jacobi para Sistemas de Ecuaciones

Lineales

Este programa implementa y compara los métodos iterativos de Gauss-Seidel y Ja-

cobi para la resolución de sistemas de ecuaciones lineales. Se analizan cuatro casos

diferentes: un sistema 4x4, un sistema 10x10, un sistema mal condicionado 2x2,

y un sistema 3x3 con matriz diagonal dominante. El objetivo es demostrar empı́ri-

camente las diferencias en convergencia y eficiencia entre ambos métodos para di-

versos tipos de sistemas, como se discute en la tesis .Análisis de la Convergencia

Puntual del Método de Gauss-Seidel”.

El programa calcula el número de iteraciones necesarias para alcanzar una tolerancia es-

pecı́fica y el tiempo de ejecución para cada método, permitiendo una comparación

directa de su rendimiento en diferentes escenarios.

1 import numpy as np

2 import time

3

4 def gauss_seidel(A, b, x0, tol=1e-6, max_iter=1000):

5 n = len(b)

6 x = x0.copy()

7 for iter in range(max_iter):
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8 x_old = x.copy()

9 for i in range(n):

10 s1 = sum(A[i][j] * x[j] for j in range(i))

11 s2 = sum(A[i][j] * x_old[j] for j in range(i + 1, n))

12 x[i] = (b[i] - s1 - s2) / A[i][i]

13 if np.linalg.norm(x - x_old, ord=np.inf) < tol:

14 return x, iter + 1

15 return x, max_iter

16

17 def jacobi(A, b, x0, tol=1e-6, max_iter=1000):

18 n = len(b)

19 x = x0.copy()

20 for iter in range(max_iter):

21 x_new = np.zeros(n)

22 for i in range(n):

23 s = sum(A[i][j] * x[j] for j in range(n) if j != i)

24 x_new[i] = (b[i] - s) / A[i][i]

25 if np.linalg.norm(x_new - x, ord=np.inf) < tol:

26 return x_new, iter + 1

27 x = x_new

28 return x, max_iter

29

30 def solve_and_compare(A, b, x0, name):

31 print(f"\nResolviendo el sistema {name}:")

32

33 start = time.time()

34 x_gs, iter_gs = gauss_seidel(A, b, x0)

35 time_gs = time.time() - start

36

37 start = time.time()

38 x_j, iter_j = jacobi(A, b, x0)

39 time_j = time.time() - start

40

41 print(f"Gauss-Seidel: {iter_gs} iteraciones, {time_gs:.6f} segundos"

)

42 print(f"Jacobi: {iter_j} iteraciones, {time_j:.6f} segundos")
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43 print(f"Solución Gauss-Seidel: {x_gs}")

44 print(f"Solución Jacobi: {x_j}")

45

46 # Ejemplo 1: Sistema 4x4

47 A1 = np.array([[4, -1, 0, -1],

48 [-1, 4, -1, 0],

49 [0, -1, 4, -1],

50 [-1, 0, -1, 4]])

51 b1 = np.array([3, 6, 4, 5])

52 x0_1 = np.zeros(4)

53

54 solve_and_compare(A1, b1, x0_1, "4x4")

55

56 # Ejemplo 2: Sistema 10x10

57 A2 = np.diag([10]*10) + np.diag([-1]*9, 1) + np.diag([-1]*9, -1)

58 b2 = np.array(range(1, 11))

59 x0_2 = np.zeros(10)

60

61 solve_and_compare(A2, b2, x0_2, "10x10")

62

63 # Sistema mal condicionado

64 A3 = np.array([[1, 0.99],

65 [0.99, 1]])

66 b3 = np.array([1, 2])

67 x0_3 = np.zeros(2)

68

69 solve_and_compare(A3, b3, x0_3, "mal condicionado")

70

71 # Sistema con matriz diagonal dominante

72 A4 = np.array([[5, 1, 1],

73 [1, 5, 1],

74 [1, 1, 5]])

75 b4 = np.array([7, 7, 7])

76 x0_4 = np.zeros(3)

77

78 solve_and_compare(A4, b4, x0_4, "diagonal dominante")


