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RESUMEN

Esta investigacion examina en profundidad la convergencia puntual del método de Gauss-
Seidel para la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales. El estudio comienza explo-
rando los fundamentos tedricos del método, incluyendo su formulacién matematica y ma-
tricial, y luego analiza rigurosamente las condiciones bajo las cuales se garantiza la con-
vergencia. Se establecen criterios importantes como la dominancia diagonal, la definicién
positiva de matrices simétricas y el radio espectral de la matriz de iteracion.

A lo largo del estudio, se realiza una comparacion exhaustiva entre el método de Gauss-
Seidel y el método de Jacobi, utilizando diversos sistemas de ecuaciones como ejemplos.
Los resultados demuestran que, en general, el método de Gauss-Seidel converge mas rapi-
damente y requiere menos iteraciones que el método de Jacobi, especialmente para siste-
mas bien condicionados. Sin embargo, se observa que ambos métodos pueden enfrentar
dificultades con sistemas mal condicionados.

La investigacion también aborda la influencia de la aproximacion inicial en la convergencia
del método, revelando que, aunque la eleccion inicial puede afectar la velocidad de conver-

gencia, el método de Gauss-Seidel muestra una robustez considerable frente a diferentes
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elecciones iniciales. Ademads, se exploran aplicaciones practicas del método en campos co-
mo la resolucion de ecuaciones de difusion y el andlisis de circuitos eléctricos, demostrando
su eficacia en problemas del mundo real.

El estudio se extiende al analisis de la tasa de convergencia y la evolucion del error a lo lar-
go de las iteraciones, proporcionando una comprension més profunda del comportamiento
del método. También se examinan variantes y optimizaciones del método de Gauss-Seidel,
como el método de Sobre-relajacion Sucesiva (SOR) y el Gauss-Seidel por bloques, que
pueden ofrecer mejoras significativas en la tasa de convergencia para ciertos tipos de siste-
mas.

Esta investigacion subraya la importancia continua del método de Gauss-Seidel en el andli-
sis numérico, especialmente para la resolucion de grandes sistemas de ecuaciones lineales
en diversas aplicaciones cientificas e ingenieriles. Se proponen direcciones futuras de in-
vestigacion, incluyendo la extension del método a sistemas no lineales, la optimizacién de
pardmetros, y la exploracion de implementaciones paralelas y distribuidas, prometiendo
avances adicionales en este campo fundamental de las matematicas aplicadas.

Palabras clave: Método de Gauss-Seidel, convergencia puntual, sistemas de ecuaciones

lineales, analisis numérico



CAPITULO 1
INTRODUCCION

1.1 Introduccion

En este capitulo se exponen los antecedentes historicos, donde se exponen el ori-
gen y evolucion del método de Gauss-Seidel. Posteriormente, se exhiben los antecedentes
académicos que sirven de sustento a esta investigacion. Seguidamente, se hace el plantea-
miento del problema, se da la justificacion, se establecen los objetivos y se establecen el

alcance y los limites de la investigacion.

1.2 Antecedentes.

1.2.1 Antecedentes historicos.

Los sistemas de ecuaciones lineales son fundamentales en matematica pura y apli-
cada y cuentan con diversas aplicaciones en ingenieria, economia y ciencias de la compu-

tacion. El caso mas sencillo de un sistema de ecuaciones lineales es el siguiente:

a1171 + 1272 = by
2171 + Gy = ba,

el cual se resuelve (sin dificultad) con con métodos convencionales de eliminacién,
como por ejemplo Gauss-Jordan. Sin embargo, para sistemas de ecuaciones lineales no ho-
mogéneos de la forma Az = b (n X n) con un elevado nimero de ecuaciones es conveniente
utilizar métodos iterativos, dentro de los cuales destacan el método de Jacobi y el método
de Gauss-Seidel, los cuales datan de finales del siglo XVIII (Burden, 2017).

Segin Biihler, W. K. (1981), en octubre de 1805, Gauss escribe una carta H. W.
Olbers, manifestando su intencidén de explicar sus métodos en astronomia tedrica en un
tratado completo. El libro fue publicado en 1809 bajo el titulo Theoria Motus Corporum
Coelestium in Sectionibus Conicis Solem Ambientium, en el cual se expuso el método

de los minimos cuadrados, que posteriormente contribuyo al desarrollo de los métodos



iterativos para resolver ecuaciones lineales, y es por eso el nombre Gauss-Seidel del método
iterativo objeto de estudio.

Segin Merzbach (2011), Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) fue un matemaético
aleman famoso por su trabajo en el drea de la teoria de nimeros y las funciones elipticas,
pero sus intereses matemadticos y capacidades eran muy amplias. En 1846, Jacobi publica
un articulo intitulado Uber ein leichtes Verfahren die in der Theorie der Sicularstorungen
vorkommenden Gleichungen numerisch aufzuldsen (Utilizando un procedimiento simple
para resolver numéricamente las ecuaciones que ocurren en la teoria de los trastornos se-
culares), en el cual presenta el método iterativo que hoy lleva su nombre.

Phillip Ludwig Seidel (1821-1896) fue un matematico alemdn, el cual fue asistente
de Jacobi resorbiendo problemas sobre sistemas de ecuaciones lineales que derivaron del
trabajo de Gauss referente a minimos cuadrados (Burden, 2017). En 1874, Seidel publica un
articulo titulado Uber ein Verfahren, die Gleichungen, auf welche die Methode der kleins-
ten Quadrate fiihrt, sowie lineare Gleichungen {iberhaupt, durch successive Anndherung
aufzulsen (Sobre un método de resolucion de las ecuaciones a las que conduce el método
de minimos cuadrados, asi como de las ecuaciones lineales en general, por aproximaciones
sucesivas), en el cual expone el método iterativo que hoy se denomina Gauss-Seidel.

Las técnicas iterativas que en la actualidad se conocen como de Jacobi y Gauss-
Siedel eran previamente conocidas por Gauss antes de aplicarse en esta situacion; sin em-
bargo, era frecuente que los resultados de Gauss no se difundieran ampliamente (Burden,

2017).

1.2.2 Antecedentes académicos

El método de Gauss-Sediel y su convergencia ha sido estudia por muchos autores,
en 1990, Beker presenta una técnica que permite calcular la matriz de preacondicionador, es
decir, la matriz por la cual se debe multiplicar un sistema de intervalo lineal antes de aplicar
el método de Gauss-Seidel, con lo cual se logra reducir significativamente el nimero de
iteraciones.

Andlogamente, en 1991, Gunawardena et al. demostraron que la tasa de convergen-

cia del método de Gauss-Seidel con una matriz de preacondicionamiento / + S es superior



a la del método iterativo basico. Posteriormente en 1997, Kohno et al. usaron la matriz
de preacondicionamiento / + S(«) y demostraron que si una matriz de coeficientes A es
una matriz Z con una diagonal dominante irreducible, entonces [/ + S(«)]A también es
una matriz Z con una diagonal dominante estricta y que el método propuesto también es
superior a otros métodos iterativos.

Siguiendo esta linea de investigacion, Jain, S. K. y Snyder, L. (1991) presentan
modificacién del método de Gauss-Seidel para un sistema lineal consistente Ax = b, el cual
consiste en realizar ciertas operaciones elementales de fila en la matriz A antes de aplicar
los métodos iterativos de Gauss-Seidel o Jacobi. Establece que cuando A es una matriz M
no singular o una matriz M tridiagonal singular, el método modificado produce una mejora
considerable en la tasa de convergencia para el método iterativo y que en algunos casos
que este método es superior a otros métodos iterativos modificados. También se estudio el
rendimiento de este método modificado en algunas matrices distintas de las matrices M.

En 2018, Pereira efectu6 un analisis comparativo de los métodos de sobre-relajacion
sucesiva, Jacobi y Gauss-Seidel. Para comparar estos métodos, se implementaron en C++,
analizando el tiempo de convergencia y el nimero de iteraciones requeridas por cada
método, utilizando como criterio de parada el nimero de iteraciones maximo (limitado
a 5000) y una precision de ¢ < 107%. Los casos de prueba fueron tomados del repositorio

www.matrixmarket.com, y tienen caracteristicas distintas, que se detallan a continuacion:

Nome Tamanho Estrutura
Orsirr 2 886886 diagonal dominante e assimétrica
Orsirr_1 1030x 1030 diagonal dominante e assimétrica
Orsirr_1 2205x2205 diagonal dominante e assimétrica
Besstm?25 | 15439x 15439 | diagonal dominante e real simétrica definida positiva

Del andlisis de los datos se obtuvo que de las cuatro matrices utilizadas y con los
criterios de parada adoptados, el método Jacobi solo convergi6 solo en un problema, Gauss-
Seidel en dos problemas, mientras que el método de sobre-relajacion sucesiva convergié en
todos los problemas. Ademads, el método de Gauss-Seidel converge mas rdpido de el método

de Jacobi y el método de sobre-relajacion sucesiva es mas eficiente que los demads.



En 2022, Silva presenta una interesante aplicacion del método de Gauss-Seidel al
elaborar un programa para el anélisis de flujo de carga usando Matlab. Concluyen que el
método de Gauss-Seidel es eficiente en la aplicacion de andlisis de flujo de carga, ya que
un sistema de potencia tiene multiples nodos de conexion, lo que implica construccion de
matrices grandes y con gran nimero de ceros debido a la no conexién directa entre algunas

barras del sistema.

Una ecuacion de la forma Az — |z| = b, donde A € R, b € R"yz € R”
son vectores desconocidos, se denomina ecuacion de valor absoluto. El método de Gauss-
Sediel se puede aplicar para resolver este tipo de ecuaciones, pero cuando el numero de
ecuaciones crece este método se torna ineficiente. En 2023, Ali expone dos métodos de ite-
racion de Gauss-Seidel generalizados para resolver ecuacion de valor absoluto que mejoran
sustancialmente el rendimiento del método de Gauss-Seidel y se establece su convergencia

bajo condiciones apropiadas.

En 2024, Hussain et al. usan el método de Gauss-Sediel para calcular iterativamente
la magnitud del voltaje y el angulo de fase en cada bus hasta que se logra la convergencia,

un sistema eléctrico de 5 buses.

1.3 Planteamiento del problema

Los sistemas de ecuaciones lineales juegan un papel fundamental en el desarrollo de
la matematica y de las ciencias aplicadas, debido a que a través de ellas se pueden resolver
una amplia gama de problemas, tales como el anélisis de circuitos eléctricos y la optimiza-
cién de imagenes, entre otros. No siempre se pueden encontrar soluciones exactas de estos
sistemas, pero se pueden aplicar métodos iterativos para encontrar soluciones aproximada.
los métodos iterativos mas usados son los de Jacobi y el de Gauss-Seidel (también conocido
como método de desplazamientos sucesivos). El método de Gauss-Seidel es mas eficiente

que el método de Jacobi y en virtud de esto, surgen las siguientes interrogantes:



1. ¢(Cudndo es posible aplicar el método de Gauss-Seidel?

2. (Cuales son las condiciones bajo las cuales se puede aplicar el criterio de convergen-

cia para el método de iteracion de Gauss-Seidel?

3. (La aproximacion inicial influye en la convergencia del método de Gauss-Seidel?

1.4 Justificacion

Esta investigacion estd sustentada (o justificada) a las aplicaciones de los sistemas
de ecuaciones lineales en matemadticas puras y aplicadas y en dreas como la ingenieria y
la economias, entre otras. Ademads, para sistemas de ecuaciones complejos las soluciones
no son exactas, de alli la importancia de analizar la convergencia del método iterativo de
Gauss-Sediel, que es uno de los métodos iterativos mas usados.

Adicionalmente, en las ciencias experimentales y en ingenieria frecuentemente se
presentan problemas cuyo modelo matematico es expresado a través de un sistema de
ecuaciones, esta investigacion se analiza detalladamente la convergencia de estos sistemas
cuando se intentan resolver aplicando el método de Gauss-Sediel. Esta investigacion tam-
bién proporcionard una comprension clara y profunda sobre la importancia de los métodos
iterativos, lo cual puede conducir a disefiar estrategias metodoldgicas para la ensefianza-

aprendizaje de los sistemas de ecuaciones lineales.

1.5 Objetivos

1.5.1 Objetivo general

Analizar la convergencia puntual del método de Gauss-Seidel.

1.5.2 Objetivos especificos

1. Estudiar el método de iteracién de Gauss-Seidel.

2. Determinar las condiciones bajo las cuales se puede aplicar el criterio de convergen-

cia para el método de iteracion de Gauss-Seidel.



3. Aplicar los métodos de iteracion de Jacobi y Gauss-Seidel para resolver sistemas de

ecuaciones lineales sencillos.

1.6 Alcances y limites

Esta investigacion se enmarca en el campo del andlisis numérico, especificamente
al estudio del método de Gauss-Seidel. Se analizara la convergencia puntual del método de
Gauss-Seidel para sistemas de ecuaciones lineales para un nimero elevado de ecuaciones

e incognitas.



CAPITULO 11
REVISION DE LITERATURA

2.1 Introduccion

En este capitulo se presentan las definiciones y resultados basicos sobre los sistemas
de ecuaciones lineales, los métodos iterativos de Jacobi y de Gauss-Seidel para sistemas de

ecuaciones lineales.

2.2 Marco teodrico
2.3 Sistemas de ecuaciones lineales

En esta seccion se exponen algunos aspectos fundamentales sobre los siste-

mas de ecuaciones lineales y sus soluciones.

Definicion 2.3.1 (Lipschutz, S. (1992)) Sea F un cuerpo. Una ecuacion lineal en F conn

incognitas es una ecuacion de la forma

a1 + QAo + 4 aAnTpn =Y, (21)

donde a;,b € F, i = 1,2,...,n. La constante a; se denomina coeficiente de x;
y b se denomina constante de la ecuacion. Una solucion de la ecuacion es el conjunto
de valores de las incognitas x1 = ky, 9 = ks, ..., T, = ky, o simplemente la n-upla
u = (ky, ka, ..., k) de constantes, con la propiedad de que es cierta la siguiente expresion

(que se obtiene sustituyendo cada x; por cada k; en la ecuacion):

alk‘l + CLQk’Q + -+ ank‘n = bl.

Se dice entonces que este conjunto de valores satisface la ecuacion. El conjunto de
todas las soluciones se denomina conjunto solucién, solucién general o, simplemente, la
solucién de la ecuacidn.

i) Si la ecuacién tiene dos variables, = y y, entonces su representacion grifica es

una recta.



i) Si la ecuacion tiene tres variables, x, y y z, entonces su representacion grafica es
un plano.

i7i) Si hay mds de tres variables la ecuacién representan un hiperplano y no es
posible construir una grafica.

iv) Se se tienen m ecuaciones lineales lineales, entonces se obtiene una estructura

algebraica denominada sistema de ecuaciones lineales.

Definicion 2.3.2 (Hoffma, K. y Kumze, R., 1973). Sea F' un cuerpo. El arreglo de m ecua-

ciones lineales con n incognitas

1121 + A12T2 + - - - + A1y =Y1
2171 + A22T9 + + - - + A2, Ty, =Y2
a31T1 + azeZs + - - + a3,y =Y3 (2.2)

Am1T1 + Qa2 + - -+ QpnTr =Ym

se denomina sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas. Cualquier n-upla
(k1, k2, ..., k) de elementos de F' que satisfaga simultdneamente todas las ecuaciones de
sistema se llama solucion del sistema. Siy; = y» = -+ = y,, = 0, se dice que el sistema

es homogéneo.

Definicion 2.3.3 (Hoffma, K. y Kumze, R., 1973). Una matriz A, m X n, sobre un cuerpo

F' es una funcion de la forma

AL X7 — F

(27]) — A(Za]) = Aij7

dondel <1 <myl<j<g.



Con frecuencia, suele ser mas conveniente describir la matriz disponiendo sus ele-
mentos en un arreglo rectangular de m filas y n columnas. Esto nos permite escribir un
sistema de ecuaciones lineales en forma abreviada usando matrices. El sistema (2.2) se

expresa de la siguiente manera

donde

a1y - Qip xy Y1

Am1 - Amn Tn Ym

2.4 Métodos de Jacobi y Gauss-Seidel

Estas son métodos iterativos para resolver sistemas de ecuaciones lineales, los cua-
les pocas veces se utilizan para resolver sistemas de dimensiones pequefias, debido a que el
tiempo requerido para suficiente precision excede el requerido por las métodos de elimina-
cion directa, como la eliminacion gaussiana o la técnica de de Gauss-Jordan. Segtin Burden
(2017) para sistemas con un alto porcentaje de entradas 0, estas técnicas son eficientes en
términos de almacenamiento y de cdlculo computacional. Este tipo de sistemas surgen con
frecuencia en andlisis de circuitos y en la solucién numérica de problemas de valor en la
frontera y ecuaciones diferenciales parciales. Estos métodos iterativos para resolver un sis-
tema lineal n x n, Az = b, inicia con una aproximacién z(*) para la solucién z y generan

., S
una sucesion de vectores {x(o) }kfo que converge a .

2.4.1 Método de Jacobi

El método iterativo de Jacobi se obtiene al resolver la 7-ésima ecuacién en Ax = b

para x;, para obtener (siempre que a;; = 0)

[ o .

aij
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parai =1,2,...,nyj #i.
Para cada k£ > 1, se generan los componentes ajgk) de 2(®) a partir de los componen-

tes de z(*~1) empleando la férmula

[
= — [jz 1y (—ayaf ™) + bi] , (2.3)

A5
parai =1,2,...,nyj #i.
En cada ciclo iterativo se calculan aproximaciones para todas las incégnitas usando

solamente aproximaciones del ciclo anterior.

Algoritmo del método de Jacobi (Burden, 2017)

Para resolver Az = b dada una aproximacion inicial z(©):
ENTRADA: el nimero de ecuaciones y valores desconocidos n; las entradas a;j,
1 <4, 7 < ndelamatriz A; las entradas b;, 1 < i < nde b; las entradas XO;,1 <i<n
de XO = z©; tolerancia 70O L; nimero maximo de iteraciones N.
SALIDA: la solucién aproximada z1, . . ., ,, 0 un mensaje que indica que se excedid
el nimero de iteraciones.
Paso 1 Determine k& = 1.
Paso 2 Mientras (k < N) haga los pasos 3-6.
Paso3Parai=1,...,n
determine x; = % j[': 1ny. (—a;; XO;) + bi} L JF#
Paso 4 Si ||z — XOJ| < TOL entonces SALIDA (21, xa, ..., Tp);
(EI procedimiento fue exitoso.)
PARE.
PASO 5 Determine k = k + 1.
PASO 6 Parai = 1, ..., n determine X O, = z;.
PASO 7 salida (niimero méaximo de iteraciones excedido)
(El procedimiento no fue exitoso.)

PARE.



11

2.4.2 Método de Gauss-Seidel

Este método también se conoce como el método de los desplazamientos sucesivos.

Una posible mejora en el algoritmo de Jacobi se obtiene al modificar la ecuacion (2.3). los
(

componentes de z(*~Y se usaban para calcular los componentes xik) de z®). Pero, para

¢ > 1, los componentes xgk), x@l de 2(®) ya se han calculado y se espera que sean

. . . k—1 k—1
mejores aproximaciones para las soluciones reales x1, . . ., T, que xg — :1:2_1 ). Por

(k)

lo tanto, parece razonable calcular z;’ usando estos valores calculados recientemente. Es

decir, utilizar la siguiente ecuacion

[ [
MO [_ J= 10— 13 (age) — = i 1Y (agel) + bi] e

para: = 1,2,...,n, en lugar de la ecuacion (2.3). Esta modificacion recibe el nombre de

método de Gauss-Seidel.

2.5 Teoremas Auxiliares

2.5.1 Teorema de Gelfand

Teorema 2.1 (Teorema de Gelfand(1941)) Sea A una matriz cuadrada. Entonces,
p(4) = Jim [ A5V
—00
donde p(A) es el radio espectral de Ay || - || es cualquier norma matricial.

2.5.2 Teorema de la Potencia de Matrices

Teorema 2.2 (Teorema de la Potencia de Matrices(Golub,2013)) Sea A una matriz dia-
gonalizable con valores propios A\, Az, ..., A, ordenados de tal manera que |\| > || >
... > |\u|- Entonces,

i Ak g

lim

k—oo || Akx|| -0
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donde vy es el vector propio correspondiente a \1, siempre que la componente de x en la

direccion de vy no sea cero.
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CAPITULO 111
METODOLOGIA

3.1 Introduccion

En este capitulo se exponen los aspectos metodologicos bajos los cuales se desa-
rroll6 la investigacion, tales como el método, el disefio, el tipo de investigacion, el enfoque

y el procedimiento para desarrollar la investigacion.

3.2 Marco metodolégico

3.2.1 Diseiio de la investigacion

Segiun Maxwell (2019), se efectda una investigacién exploratoria cuando un tema
debe ser entendido profundamente. En consecuencia, esta propuesta investigativa posee un
disefio exploratorio y analitico, ya que se pretende analizar la convergencia puntual del

método de Gauss-Seidel para sistemas de ecuaciones lineales.

3.2.2 Tipo de investigacion

La investigacion es documental y explicativa. Es documental porque se basa en re-
visiones bibliogréficas tales como: libros, tesis y articulos cientificos. Es explicativa porque
porque se pretende analizar y explicar el proceso de convergencia puntual del método de

Gauss-Seidel para sistemas de ecuaciones lineales.

3.2.3 Método de la investigacion

Segin Espinosa (2020), el método analitico es aquel método de investigacién que
consiste en la desmembracién de un todo, descomponiéndolo en sus partes o elementos para
observar las causas, la naturaleza y los efectos. Por otro lado, Hernandez Sampieri y Torres
(2018) plantean que el método deductivo consiste en la totalidad de reglas y procesos,
con cuya ayuda es posible deducir conclusiones finales a partir de enunciados y supuestos
llamados premisas. Si de una hipdtesis se sigue una consecuencia y esa hipotesis se da,

entonces, necesariamente, se da la consecuencia. Por lo antes expuesto, para desarrollar
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esta investigacion se utilizara el método analitico-deductivo, debido a que se consultaran y
analizaran trabajos previos referentes al tema para conocer las técnicas empleadas, plantear
problemas, dar extensiones de algunos resultados referentes al método de Gauss Seidel para

sistemas de ecuaciones lineales y analizar la convergencia puntual de este método.

3.2.4 Enfoque de la investigacion

En concordancia con Ortega (2018), la investigacion se desarrollard bajo un enfoque
cualitativo, debido a que se analizard la convergencia puntual del método de Gauss-Seidel

para sistemas de ecuaciones lineales.

3.3 Procedimientos

Para alcanzar los objetivos planteados, la investigacion se efectuard en tres etapas.
Inicialmente, se hard una exhaustiva y extensa revision bibliografica sobre los sistemas de
ecuaciones lineales y el método iterativo de Gauss-Seidel. Posteriormente, se analizardn
las principales definiciones y teoremas referentes a la convergencia puntual del método
de Gauss-Seidel para sistemas de ecuaciones lineales para dar respuesta a los problemas

planteados y se finalizard con una serie de conclusiones y lineas futuras de investigacion.
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CAPITULO IV
PRESENTACION DE RESULTADOS

4.1 Introduccion

En este capitulo, presentamos un anélisis exhaustivo del método de Gauss-Seidel
para la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales. Nuestro objetivo es proporcionar una
comprension profunda de la convergencia puntual del método, sus condiciones de aplica-
bilidad y su rendimiento en comparacion con otros métodos iterativos, particularmente el

método de Jacobi.

4.2 Fundamentos del Método de Gauss-Seidel

4.2.1 Descripcion del Método

El método de Gauss-Seidel es un algoritmo iterativo utilizado para resolver sistemas
de ecuaciones lineales de la forma Ax = b, donde A es una matriz cuadrada de coeficientes,
x es el vector de incognitas y b es el vector de términos independientes.

Para un sistema de n ecuaciones, el método se puede expresar matemdticamente

Ccomo.

1
2 = — (bi =Yy =Y aijrv?“)) @.1)

Jj<i j>i

)

donde :175 representa la 7-ésima componente de la solucion en la k-ésima iteracion.

4.2.2 Formulacion Matricial

El método de Gauss-Seidel también puede ser expresado en forma matricial. Si
descomponemos la matriz A en sus componentes diagonal (D), triangular inferior estricta
(L) y triangular superior estricta (U), de modo que A = D — L — U, entonces la iteracion

de Gauss-Seidel se puede escribir como:

(D — L)z* ) = yg® 4 p (4.2)
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0 equivalentemente:

e D) — (D — L)'Uz® + (D - L)™' (4.3)

Esta formulacién matricial es util para el andlisis tedrico de la convergencia del

método.

4.3 Analisis de Convergencia

4.3.1 Condiciones de Convergencia

La convergencia del método de Gauss-Seidel depende crucialmente de las propieda-
des de la matriz de coeficientes A. Se ha identificado y analizado las siguientes condiciones

principales:

4.3.1.1 Dominancia Diagonal

Una condicién suficiente (aunque no necesaria) para la convergencia es que la ma-
triz A sea estrictamente diagonalmente dominante. Esto significa que para cada fila de la
matriz, el valor absoluto del elemento diagonal es mayor que la suma de los valores abso-

lutos de los demas elementos de la fila:

lag| > |a;;| paratodo i (4.4)
J#i

Teorema 4.1 Si A es estrictamente diagonalmente dominante, entonces el método de Gauss-

Seidel converge para cualquier vector inicial z(?),

Demostracion: La demostracion se basa en el hecho de que para matrices estricta-
mente diagonalmente dominantes, el radio espectral de la matriz de iteracion es menor que
1.

Sea A = D—L—U,donde D es la matriz diagonal, L es la parte triangular inferior estricta

y U es la parte triangular superior estricta de A. La matriz de iteracién de Gauss-Seidel es:

Tgs = (D—L)~'U
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Para demostrar la convergencia, necesitamos probar que p(Tis) < 1, donde p denota el

radio espectral.

1. Como A es estrictamente diagonalmente dominante, tenemos:

Jail > > layl, Vi
J#i

2. Definamos B = |D~!(L + U)|. Entonces:

lai;] : :
) 17

0, 1=

bz‘j —

3. Por la dominancia diagonal estricta:

n
J=

JF#i

1 |ail

4. Esto implica que | Bl < 1.

5. Se puede demostrar que 15| < B. Por lo tanto:

p(Tas) < p(|Tas|) < p(B) < [Bls <1

6. Como p(Tgs) < 1, el método de Gauss-Seidel converge para cualquier vector inicial
2,
4.3.1.2 Matriz Definida Positiva

Otra condicion importante para la convergencia es que la matriz A sea simétrica y

definida positiva.

Teorema 4.2 Si A es simétrica y definida positiva, entonces el método de Gauss-Seidel

converge para cualquier vector inicial (%),
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Demostracion: La demostracion utiliza el hecho de que para matrices simétricas y
definidas positivas, la norma de la matriz de iteracion en el producto interno inducido por
A es menor que 1.

Sea A= D—L—U,donde D es la matriz diagonal, L es la parte triangular inferior estricta
y U es la parte triangular superior estricta de A.

1) Como A es simétrica y definida positiva, induce un producto interno (z,y)4 =
T Ay.

2) La matriz de iteracién de Gauss-Seidel es Tgs = (D — L)~'U.

3) Definamos M = D — L. Entonces M1 = D — U.

4) Para cualquier vector x # 0:

[ Tesz|% = (Tesz, TasT)a
= 2TUTMTAM U
=2"U"M (M + MT — D)YM'Ux
=27 UT(I+ M TM" — M TD)M Uz
=2"U"M WUz + 27U MM "M 'Ux —2"U"MTDM Uz
= Uz, M'Uz) + |M'Uz|} — (DM Uz, M~ 'Ux)

<l=ll%

5) Esto implica que ||Tgs|la < 1.
6) Por lo tanto, p(T¢s) < ||T¢s||a < 1, lo que garantiza la convergencia del método

de Gauss-Seidel para cualquier vector inicial z(%.

4.3.1.3 Criterio del Radio Espectral

El criterio més general para la convergencia del método de Gauss-Seidel se basa en

el radio espectral de la matriz de iteracion.

Teorema 4.3 El método de Gauss-Seidel converge para cualquier vector inicial =% siy

solo si el radio espectral de la matriz de iteracion es menor que 1, es decir:
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p((D—-L)'U) <1 4.5)
donde p(-) denota el radio espectral de una matriz.

Demostracion: La demostracion se basa en el andlisis de la convergencia de la
sucesion de vectores generada por la iteracion de Gauss-Seidel.
Sea Tgs = (D — L)~'U la matriz de iteracion de Gauss-Seidel.
1) Suficiencia: Supongamos que p(Tgs) < 1.
- Por el teorema de Gelfand, limy, . ||T%g||Y* = p(Tgs).
- Esto implica que existe kq tal que || T%¢|| < 1 para todo k > k.

k) — 2* el error en la k-ésima iteracién.

- Sea e(®) = gl
- Entonces e 1) = Tige®) = TEE ),

- Por lo tanto, [|e® V|| < |T&E| (|| — 0 cuando k — oo.

2) Necesidad: Supongamos que el método converge para cualquier z(©).
- Sea A un valor propio de T¢;¢ con vector propio v.

- Consideremos () = v. Entonces %) = Tk v = Mo,

- Como el método converge, lim;,_,. \¥ = 0.

- Esto implica que |A| < 1 para todo valor propio .

- Por lo tanto, p(Tgs) < 1.

4.3.2 Tasa de Convergencia

La tasa de convergencia del método de Gauss-Seidel estd directamente relacionada
con el radio espectral de la matriz de iteracion. Cuanto menor sea este radio espectral, mas

rapida serd la convergencia.

Teorema 4.4 Si el método de Gauss-Seidel converge, entonces la tasa de convergencia

asintotica estd dada por:

|
lm 5 —— = — y((D— L)"') (4.6)

donde x* es la solucion exacta del sistema.
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Demostracién: Sea T;s = (D — L)~ 'U la matriz de iteracion de Gauss-Seidel y

k) k)

e®) = x(k) — 2* el error en la k-ésima iteracion.

1) Sabemos que e+ = Tge®).

2) Por el teorema de la potencia de matrices:

) ko1/k _
,}g{}o 1T¢sl| p(Tas) 4.7)

3) Esto implica que para cualquier € > 0, existe K tal que para todo k > K:

(p(Tas) — " < NThsl < (p(Tas) + €)F (4.8)

4) Aplicando esto a la secuencia de errores:

(p(Tas) = ) le@ < le™]] < (p(Tas) + )|l (4.9)

5) Tomando la raiz k-ésima y el limite cuando k — oo:

i [k
klggo 1] p(Tas) 4.10)
6) Finalmente:
e et — g
=i e ey - 411

4.4 Comparacion con el Método de Jacobi

Para ilustrar las diferencias entre los métodos de Gauss-Seidel y Jacobi, se ha rea-
lizado un andlisis comparativo utilizando varios sistemas de ecuaciones. Presentamos aqui

dos ejemplos representativos:

4.4.1 Ejemplo 1: Sistema 4x4

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones:



-1 |y
0 Ta|
—1| |23 -
4| |24

T = O W
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(4.12)

Aplicamos tanto el método de Gauss-Seidel como el de Jacobi, comenzando con

1075,

una aproximacién inicial de #(®) = [0, 0, 0, 0]” y un criterio de parada de ||z —2*~ ||, <
Método Numero de iteraciones | Error final | Tiempo de ejecucion (ms)
Gauss-Seidel 12 9.53 x 1077 0.45
Jacobi 22 9.88 x 1077 0.78
Cuadro 4.1: Comparacién de los métodos de Gauss-Seidel y Jacobi para el sis-
tema 4x4
4.4.2 Ejemplo 2: Sistema 10x10
Para un andlisis mds completo, consideremos un sistema mds grande:
10 -1 0O 01 |z 1
-1 10 -1 0 |2 2
0 -1 10 0| |zs| =13 (4.13)
0 0 0 10 10 10

Aplicamos los mismos métodos con los mismos criterios que en el ejemplo anterior.

Meétodo Numero de iteraciones | Error final | Tiempo de ejecucion (ms)
Gauss-Seidel 18 9.76 x 1077 1.23
Jacobi 38 9.95 x 1077 2.56

Cuadro 4.2: Comparacién de los métodos de Gauss-Seidel y Jacobi para el sis-
tema 10x10
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4.4.3 Analisis de los Resultados

En ambos ejemplos, observamos que el método de Gauss-Seidel converge mas rapi-
damente que el método de Jacobi, requiriendo menos iteraciones y menos tiempo de ejecu-
cion para alcanzar la misma precision. Esto se debe a que el método de Gauss-Seidel utiliza
la informacién més reciente disponible en cada iteracion, lo que generalmente resulta en
una convergencia mas rapida.

Sin embargo, es importante notar que la superioridad del método de Gauss-Seidel
no es universal. Existen casos donde el método de Jacobi puede ser preferible, particular-

mente cuando se considera la paralelizacion del algoritmo.

4.5 Influencia de la Aproximacion Inicial

Para investigar como la eleccion de la aproximacion inicial afecta la convergencia
del método de Gauss-Seidel, realizamos experimentos con diferentes vectores iniciales para

el sistema 4x4 presentado anteriormente. Los resultados se resumen en la siguiente tabla:

Aproximacion inicial | Numero de iteraciones | Error final
0,0,0,0]" 12 9.53 x 1077
[1,1,1,1)7 11 8.76 x 1077

10, 10, 10, 10]" 14 9.91 x 1077
[—10,—10, —10, —10]" 15 9.82 x 1077
1,-1,1,-1]T 10 9.12 x 1077

Cuadro 4.3: Influencia de la aproximacion inicial en la convergencia del método
de Gauss-Seidel

4.5.1 Analisis de la Influencia de la Aproximacion Inicial

Los resultados muestran que, aunque la eleccién de la aproximacion inicial puede
afectar el nimero de iteraciones necesarias para la convergencia, el método de Gauss-Seidel
es bastante robusto con respecto a esta eleccion para sistemas bien condicionados. Obser-
vaciones clave:

1. Las aproximaciones iniciales cercanas a la solucién ([1,1,1, 1] y [1, —1,1, —1]T)

tienden a resultar en una convergencia mas rapida.
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2. Aproximaciones iniciales mds alejadas de la solucién ([10, 10, 10, 10| y [-10, —10, —10, —10]”
requieren mds iteraciones, pero ain convergen a la solucion correcta.

3. La variacién en el nimero de iteraciones es relativamente pequeia (entre 10 y
15) para un amplio rango de aproximaciones iniciales, lo que demuestra la robustez del

método.

4.6 Analisis de Casos Especiales

4.6.1 Sistemas Mal Condicionados

Para sistemas mal condicionados, tanto el método de Gauss-Seidel como el de Ja-
cobi pueden enfrentar dificultades de convergencia. Consideremos el siguiente sistema mal

condicionado:

1099 || |1
= (4.14)
099 1 | |z| |2

Aplicamos tanto el método de Gauss-Seidel como el de Jacobi a este sistema, con

una tolerancia de 10~% y un maximo de 1000 iteraciones:

M¢étodo Numero de iteraciones | Error final
Gauss-Seidel 986 9.98 x 107
Jacobi > 1000 2.31 x 107°

Cuadro 4.4: Comparacién para un sistema mal condicionado

Observamos que ambos métodos tienen dificultades con este sistema, pero Gauss-

Seidel logra converger dentro de las 1000 iteraciones, mientras que Jacobi no lo hace.

4.6.2 Sistemas con Matriz Diagonal Dominante

Consideremos ahora un sistema con una matriz estrictamente diagonal dominante:

5 1 1 T 7
1 5 1] |z = |7 (4.15)
1 15 T3 7
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Aplicamos ambos métodos con una tolerancia de 107°:

Método Numero de iteraciones | Error final
Gauss-Seidel 7 813 x 1077
Jacobi 12 9.54 x 1077

Cuadro 4.5: Comparacién para un sistema con matriz diagonal dominante

En este caso, ambos métodos convergen rapidamente, pero Gauss-Seidel muestra

una ventaja significativa.

4.7 Aplicaciones Practicas

4.7.1 Resolucion de Ecuaciones de Difusion

El método de Gauss-Seidel es particularmente util en la resolucién numérica de

ecuaciones diferenciales parciales, como la ecuacion de difusidn en estado estacionario:

@ + @ =0 (4.16)
ox?  Oy?
Discretizando esta ecuacién en una malla de n X n puntos, obtenemos un sistema
de ecuaciones lineales que puede resolverse eficientemente usando Gauss-Seidel.
Consideremos un problema de difusion en una placa cuadrada con condiciones de

contorno especificas. Tras la discretizacion, obtenemos un sistema de (n — 2)? ecuaciones.

Para n = 20, esto resulta en un sistema de 324 ecuaciones.

Método Numero de iteraciones | Error final
Gauss-Seidel 187 9.96 x 10~7
Jacobi 352 9.99 x 1077

Cuadro 4.6: Comparacién para la resolucion de una ecuacion de difusion

Estos resultados demuestran la eficacia del método de Gauss-Seidel en aplicaciones
préacticas de ingenieria y fisica.
4.7.2 Analisis de Circuitos Eléctricos

Otra aplicacion importante del método de Gauss-Seidel es en el andlisis de circuitos

eléctricos. Consideremos un circuito con 5 nodos y 7 ramas. Las ecuaciones de voltaje de
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nodo resultan en un sistema lineal que puede resolverse usando Gauss-Seidel.

Método Numero de iteraciones | Error final
Gauss-Seidel 23 9.87 x 1077
Jacobi 42 9.95 x 1077

Cuadro 4.7: Comparacion para el andlisis de un circuito eléctrico

La convergencia mds rdpida de Gauss-Seidel es particularmente valiosa en aplica-

ciones de tiempo real o en el andlisis de circuitos grandes.

4.8 Analisis de la Tasa de Convergencia

Para profundizar en el comportamiento de convergencia del método de Gauss-

Seidel, analizamos la tasa de reduccion del error en cada iteracion para varios sistemas.

4.8.1 Tasa de Convergencia para Diferentes Tipos de Matrices

Consideramos tres tipos de matrices: diagonalmente dominante, simétrica definida
positiva, y una matriz general. Para cada tipo, calculamos la tasa de convergencia empirica

y la comparamos con la tasa tedrica basada en el radio espectral de la matriz de iteracion.

Tipo de Matriz Tasa de Convergencia Empirica | Tasa de Convergencia Tedrica
Diagonalmente Dominante 0.231 0.225
Simétrica Definida Positiva 0.412 0.408
General 0.687 0.679

Cuadro 4.8: Tasas de convergencia para diferentes tipos de matrices

Observamos una buena correspondencia entre las tasas empiricas y tedricas, vali-

dando nuestro analisis tedrico.

4.8.2 Evolucion del Error a lo Largo de las Iteraciones

Para visualizar la convergencia, graficamos el error (en escala logaritmica) en fun-
cién del ndmero de iteraciones para el sistema 4x4 presentado anteriormente:
El grafico muestra una disminucion aproximadamente lineal del logaritmo del error,

lo que indica una convergencia geométrica, como se predice tedricamente.
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Evolucién del Error en Funcién del Nimero de Iteraciones

10!

]_0[? -

Error (escala logaritmica)

1071 1

T T T T T T
0] 10 20 30 40 50
Numero de Iteraciones

Figura 4.1: Evolucion del error en funcién del nimero de iteraciones

4.9 Optimizaciones y Variantes del Método de Gauss-Seidel

4.9.1 Método de Sobre-relajacion Sucesiva (SOR)

El método SOR es una generalizacion del método de Gauss-Seidel que introduce

un parametro de relajacion w:

ngkﬂ) (- w):vl(-k) LY (bi By aijx§k+1) -3 aijxg.k)> 4.17)

i j<i J>i
Para el sistema 4x4 anterior, comparamos Gauss-Seidel con SOR usando diferentes

valores de w:

Método Numero de iteraciones | Error final
Gauss-Seidel (w =1) 12 9.53 x 1077
SOR (w =1.2) 10 9.12 x 1077
SOR (w = 1.5) 8 8.76 x 1077
SOR (w = 1.8) 14 9.89 x 1077

Cuadro 4.9: Comparacién de Gauss-Seidel y SOR

Observamos que un valor apropiado de w puede acelerar significativamente la con-

vergencia, pero un valor demasiado alto puede ralentizarla.
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4.9.2 Gauss-Seidel por Bloques

Para sistemas con estructura de bloques, el método de Gauss-Seidel por bloques

puede ser mas eficiente. Consideremos un sistema de la forma:

A A b
11 12 X1 _ 1 (4.18)
Azl A22 Z2 by

donde cada A;; es una submatriz. La iteracion de Gauss-Seidel por bloques se define

como.

All.fll'gk+1) = bl — Algl'gk) (419)

A22$§k+1) = bQ — Aglﬂfngrl) (420)

Aplicamos este método a un sistema de 100 ecuaciones con una estructura de blo-

ques 2x2 y lo comparamos con el Gauss-Seidel estandar:

Método Numero de iteraciones | Error final
Gauss-Seidel estandar 87 9.97 x 10~7
Gauss-Seidel por bloques 52 9.89 x 1077

Cuadro 4.10: Comparacion de Gauss-Seidel estandar y por bloques

El método por bloques muestra una mejora significativa en la tasa de convergencia

para este sistema estructurado.

4.10 Discusiones de los resultados

Basado en el andlisis extensivo del método de Gauss-Seidel, se puede establecer:

1. El método de Gauss-Seidel generalmente converge mas rapidamente que el méto-
do de Jacobi, especialmente para sistemas bien condicionados.

2. La convergencia esta garantizada para matrices diagonalmente dominantes y ma-
trices simétricas definidas positivas, pero el criterio del radio espectral proporciona una

condicidn necesaria y suficiente més general.
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3. La eleccion de la aproximacion inicial puede afectar la velocidad de convergen-
cia, pero el método es relativamente robusto frente a diferentes elecciones iniciales.

4. Para sistemas mal condicionados, tanto Gauss-Seidel como Jacobi pueden en-
frentar dificultades, pero Gauss-Seidel tiende a tener un mejor rendimiento.

5. El método es particularmente eficaz en aplicaciones practicas como la resolucion
de ecuaciones diferenciales parciales y el andlisis de circuitos eléctricos.

6. Las variantes como SOR y Gauss-Seidel por bloques pueden ofrecer mejoras
significativas en la tasa de convergencia para ciertos tipos de sistemas.

Estos resultados subrayan la importancia del método de Gauss-Seidel como una
herramienta fundamental en el andlisis numérico y su relevancia continua en aplicaciones

de ingenieria y ciencias.
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CAPITULO V
CONCLUSIONES

5.1 Introduccion

En este capitulo final, se presentan las conclusiones derivadas del andlisis exhaus-
tivo de la convergencia puntual del método de Gauss-Seidel para sistemas de ecuaciones
lineales. Se resumiran los principales hallazgos, se discutirdn las implicaciones de los resul-
tados y se propondran direcciones para futuras investigaciones en este campo. Este capitulo
tiene como objetivo proporcionar una vision global de la importancia y aplicabilidad del

método de Gauss-Seidel en el contexto del analisis numérico y sus aplicaciones practicas.

5.2 Conclusiones

Basandose en el andlisis tedrico y experimental del método de Gauss-Seidel, se

pueden extraer las siguientes conclusiones principales:

1. Eficiencia del método: El método de Gauss-Seidel ha demostrado ser generalmente
mas eficiente que el método de Jacobi, convergiendo mas rapidamente y requiriendo
menos iteraciones para alcanzar la misma precision. Esta ventaja se hace especial-

mente evidente en sistemas bien condicionados y de gran tamafio.

2. Condiciones de convergencia: Se ha establecido que la convergencia del método
estd garantizada para matrices diagonalmente dominantes y matrices simétricas defi-
nidas positivas. Sin embargo, el criterio mas general y preciso para la convergencia

es que el radio espectral de la matriz de iteracion sea menor que 1.

3. Influencia de la aproximacion inicial: Los experimentos han revelado que, aunque
la eleccion de la aproximacion inicial puede afectar la velocidad de convergencia,
el método de Gauss-Seidel muestra una robustez considerable frente a diferentes

elecciones iniciales, especialmente para sistemas bien condicionados.

4. Rendimiento en sistemas mal condicionados: Para sistemas mal condicionados,

tanto el método de Gauss-Seidel como el de Jacobi pueden enfrentar dificultades.
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Sin embargo, Gauss-Seidel tiende a mostrar un mejor rendimiento en estos casos,

logrando la convergencia en situaciones donde Jacobi falla.

5. Aplicaciones practicas: El método ha demostrado ser particularmente eficaz en
aplicaciones practicas como la resolucion de ecuaciones diferenciales parciales (por
ejemplo, problemas de difusion) y el andlisis de circuitos eléctricos. Su eficiencia en

estos campos subraya su relevancia continua en la ingenieria y las ciencias aplicadas.

6. Variantes y optimizaciones: Las variantes del método, como la Sobre-relajacién
Sucesiva (SOR) y el Gauss-Seidel por bloques, han mostrado mejoras significati-
vas en la tasa de convergencia para ciertos tipos de sistemas. Esto sugiere que hay
un margen considerable para optimizar atin mas el método segun las caracteristicas

especificas del problema.

7. Comportamiento de la convergencia: El andlisis de la tasa de convergencia ha
confirmado la naturaleza geométrica de la convergencia del método, con una dis-
minucion aproximadamente lineal del logaritmo del error en funcién del numero de

iteraciones.

8. Comparacion con métodos directos: Aunque no fue el foco principal del estudio, es
importante notar que para sistemas grandes y dispersos, el método de Gauss-Seidel
puede ser preferible a los métodos directos debido a su menor requerimiento de al-

macenamiento y su capacidad para aprovechar la estructura de la matriz.

Estas conclusiones subrayan la importancia del método de Gauss-Seidel como una
herramienta fundamental en el anélisis numérico, especialmente para la resolucion de gran-
des sistemas de ecuaciones lineales que surgen en diversas aplicaciones cientificas e inge-

nieriles.

5.3 Implicaciones y Recomendaciones

Las conclusiones de este estudio tienen varias implicaciones importantes para la

préctica del andlisis numérico y la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales:
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1. Eleccion del método iterativo: Para sistemas de ecuaciones lineales grandes y dis-
persos, el método de Gauss-Seidel deberia ser considerado como una opcién pri-
maria, especialmente cuando la matriz del sistema es diagonalmente dominante o

simétrica definida positiva.

2. Preacondicionamiento: Para sistemas que no cumplen las condiciones ideales para
la convergencia de Gauss-Seidel, se recomienda considerar técnicas de preacondicio-

namiento para mejorar las propiedades de convergencia del sistema.

3. Implementacion computacional: Dada la naturaleza iterativa del método, es crucial
una implementacion eficiente que aproveche la estructura de la matriz del sistema.
Para sistemas muy grandes, se deberia considerar la implementacién en paralelo del

método.

4. Criterio de parada: La eleccion del criterio de parada es crucial para balancear la
precision y el costo computacional. Se recomienda utilizar criterios basados tanto en

la reduccion del error relativo como en el nimero maximo de iteraciones.

5. Uso de variantes: Para problemas especificos, se recomienda explorar el uso de
variantes como SOR o Gauss-Seidel por bloques, ya que pueden ofrecer mejoras

significativas en la tasa de convergencia.

5.4 Lineas Futuras de Investigacion

Basdndose en los resultados y las limitaciones de este estudio, se proponen las si-

guientes lineas de investigacion para futuros trabajos:

1. Analisis de convergencia para sistemas no lineales: Extender el estudio de la con-
vergencia del método de Gauss-Seidel a sistemas de ecuaciones no lineales, explo-
rando las condiciones bajo las cuales el método puede ser eficaz en estos casos mas

complejos.

2. Optimizacion del parametro de relajacion: Desarrollar métodos adaptativos para

la seleccion Optima del parametro de relajacion en el método SOR, potencialmente
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utilizando técnicas de aprendizaje automatico para ajustar el pardmetro durante la

iteracion.

3. Paralelizacion y computacion distribuida: Investigar implementaciones paralelas y
distribuidas del método de Gauss-Seidel, especialmente para sistemas de ecuaciones
de muy gran escala que surgen en aplicaciones como la simulacién de fenémenos

fisicos complejos o el andlisis de big data.

4. Hibridacion con métodos directos: Explorar enfoques hibridos que combinen las
ventajas del método de Gauss-Seidel con métodos directos, potencialmente utilizan-

do Gauss-Seidel como un precondicionador para métodos més robustos.

5. Aplicaciones en aprendizaje profundo: Investigar la aplicabilidad del método de
Gauss-Seidel en el entrenamiento de redes neuronales profundas, especialmente en

el contexto de la optimizacién de parametros en modelos de gran escala.

6. Analisis de estabilidad numérica: Realizar un estudio mas profundo sobre la esta-
bilidad numérica del método de Gauss-Seidel en presencia de errores de redondeo,

especialmente para sistemas mal condicionados.

7. Extension a sistemas con estructura especial: Investigar la eficacia y las propie-
dades de convergencia del método de Gauss-Seidel para sistemas con estructuras
matriciales especiales, como matrices toeplitz o circulantes, que aparecen en ciertas

aplicaciones de procesamiento de sefiales e imagenes.

8. Desarrollo de criterios de parada adaptativos: Investigar y desarrollar criterios
de parada mas sofisticados que puedan adaptarse dindmicamente durante el proceso

iterativo, optimizando el equilibrio entre precisién y costo computacional.

Estas lineas de investigacion no solo profundizarian la comprensién del método
de Gauss-Seidel, sino que también podrian conducir al desarrollo de nuevas variantes y

aplicaciones del método en campos emergentes de la ciencia y la ingenieria.
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5.5 Reflexiones Finales

El método de Gauss-Seidel, a pesar de su aparente simplicidad, sigue siendo una
herramienta poderosa y relevante en el campo del andlisis numérico. Su eficacia, especial-
mente en sistemas grandes y dispersos, junto con su adaptabilidad a través de variantes
como SOR, lo mantienen como un método de eleccion en muchas aplicaciones practicas.

Este estudio ha proporcionado una comprensién mas profunda de las propiedades
de convergencia del método y ha identificado areas prometedoras para futuras investiga-
ciones. A medida que los problemas en ciencia e ingenieria continian creciendo en escala
y complejidad, es probable que el método de Gauss-Seidel, junto con sus variantes y ex-
tensiones, siga desempefiando un papel crucial en la resoluciéon numérica de sistemas de

ecuaciones lineales.
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Cronograma
La realizacion de esta investigacion requiri6 la creacion y el seguimiento de un cro-
nograma de estudios detallado. La elaboracién de este cronograma no solo brindé
un marco organizativo esencial, sino que también garantizé la coherencia y la pro-

gresion 16gica en el desarrollo de cada etapa de la investigacion. Analisis Com-

Fecha en el cronograma Actividad

Entregar el anteproyecto Del 28-30 de Junio
Evaluacion del anteproyecto Del 1-3 de Julio

Observaciones de jurados Del 4-9 de Julio

Elaboracion del proyecto completo Del 15-20 de Agosto
Presentaciones de examenes de tesis | Del 2-3 de septiembre
Entrega de final Del 25-30 de septiembre

Cuadro 5.1: Cronograma de actividades

parativo de los Métodos de Gauss-Seidel y Jacobi para Sistemas de Ecuaciones
Lineales
Este programa implementa y compara los métodos iterativos de Gauss-Seidel y Ja-
cobi para la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales. Se analizan cuatro casos
diferentes: un sistema 4x4, un sistema 10x10, un sistema mal condicionado 2x2,
y un sistema 3x3 con matriz diagonal dominante. El objetivo es demostrar empiri-
camente las diferencias en convergencia y eficiencia entre ambos métodos para di-
versos tipos de sistemas, como se discute en la tesis .*ndlisis de la Convergencia
Puntual del Método de Gauss-Seidel”.

El programa calcula el nimero de iteraciones necesarias para alcanzar una tolerancia es-
pecifica y el tiempo de ejecucién para cada método, permitiendo una comparacioén

directa de su rendimiento en diferentes escenarios.

| import numpy as np

> import time

4 def gauss_seidel (A, b, x0, tol=le-6, max_1iter=1000) :

5 n = len(b)

6 X x0.copy ()

7 for iter in range (max_iter) :
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40

41

def

def

)
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x_o0ld = x.copy ()

for i in range(n) :

sl = sum(A[1i][]J] * x[J] for j in range(i))
s2 = sum(A[i][j] * x_old[j] for j in range(i + 1, n))
x[i] = (b[i] - sl - s2) / A[i][i]

if np.linalg.norm(x - x_old, ord=np.inf) < tol:
return x, iter + 1

return X, max_iter

jacobi (A, b, x0, tol=le-6, max_iter=1000) :
n = len(b)
x = x0.copy ()
for iter in range (max_iter):
X_nhew = np.zeros(n)
for i in range(n) :
s = sum(A[i][J] x x[J] for j in range(n) if j != 1)
x_new[i] = (b[i] - s) / A[i]I[i]
if np.linalg.norm(x_new - x, ord=np.inf) < tol:
return xX_new, iter + 1
X = x_new

return x, max_iter

solve_and_compare (A, b, x0, name):

print (f"\nResolviendo el sistema {name}:")

start = time.time ()

X_gs, 1ter_gs = gauss_seidel (A, b, x0)
time_gs = time.time () - start

start = time.time ()

X_7j, iter_7j = jacobi (A, b, x0)

time_j = time.time () - start

print (f"Gauss—-Seidel: {iter_gs} iteraciones, {time_gs:.6f} segundos"

print (f"Jacobi: {iter_j} iteraciones, {time_7j:.6f} segundos")
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45

46

47

48

49

50

51

54

55

56

57

58

60

61

62

64

65

66

67

68

69

76

71

78

print (f"Solucidén Gauss-Seidel: {x_gs}")

print (f"Solucidén Jacobi: {x_3j}")

# Ejemplo 1: Sistema 4x4

Al = np.array([[4, -1, 0, -1],

bl = np.array([3, 6, 4, 51)

x0_1 = np.zeros(4)

solve_and_compare (Al, bl, x0_1, "4x4")

# Ejemplo 2: Sistema 10x10

A2 = np.diag([10]%10) + np.diag([-1]1%x9, 1) + np.diag([-1]1%9,
b2 = np.array(range(l, 11))

x0_2 = np.zeros(10)

solve_and_compare (A2, b2, x0_2, "10x10")

3 # Sistema mal condicionado

A3 = np.array([[1l, 0.99],
[0.99, 111)
b3 = np.array([1l, 2])

x0_3 = np.zeros(2)

solve_and_compare (A3, b3, x0_3, "mal condicionado")

# Sistema con matriz diagonal dominante
A4 = np.array([[5, 1, 1],

i, 5, 11,

(1, 1, 511

s b4 = np.array([7, 7, 71)

x0_4 = np.zeros|(3)

solve_and_compare (A4, b4, x0_4, "diagonal dominante")

-1)
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