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RESUMEN.

En esta investigacién se ha realizado un estudio de los sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales de ler orden. Se ha involucrado la forma canoénica de Jordan de

la matriz coeficiente del sistema, en la soluciéon del mismo.

Para alcanzar los objetivos propuestos, se introdujeron los conceptos relacionados
con la forma canodnica de Jordan, los procedimientos para obtener la forma cano-
nica de Jordan de una matriz cuadrada, la definiciéon de matriz exponencial y los

procedimientos para el calculo de una matriz exponencial.
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CAPITULO I
INTRODUCCION.

1.1. Introduccion.

En este capitulo I se examinaran los lineamientos basicos o introductorios de
esta investigacion, mediante el abordaje de los antecedentes, el planteamiento del
problema, los objetivos, la justificacion y la delimitacion que marca los pardametros y

alcances de la misma.

1.2. Antecedentes.

1.2.1. Antecedentes historicos.

Segun los mateméticos britanicos Edwards, y Penney, D. (1675), fue cuando W.,

Gottfried (1646-1716) escribe la ecuacién
[ xdx = %2

por lo tanto, ademéas de ser una ecuacién diferencial o aequatio differentialis, tér-
mino acunado por el propio Leibniz; también forjé una de las herramientas mas po-
derosas de las matematicas: el simbolo de integracion. El ano 1693 fue, segin los
historiadores, cuando nacié el area de la Matematicas conocida hoy como ecuaciones

diferenciales.

Segun Zill y Cullen (2009). Histéricamente, el estudio de las soluciones de las EDO
(ecuaciones diferenciales ordinarias), se han desarrollado en tres grandes escenarios: el
algebraico, el numérico y el geométrico. Desde este punto de vista histérico, el primer

entorno donde se desarrollé la teoria de las EDO es el algebraico.

Ademaés Zill y Cullen (2009). Multitud de intentos brindaron los métodos cono-

cidos hoy, muchos de los cuales tienen mas de 200 afos, y siguen siendo objeto de



estudio, tanto desde el punto de vista didactico como matematico.

Las EDO sirven para modelar problemas cuya esencia es objeto de estudio por
una rama de la ingenieria o de las ciencias: fisica, quimica, economia, etc. En el 1693,
Huygens habla explicitamente de ecuaciones diferenciales, en ese mismo ano, Leib-
niz dice que las EDO son funciones del tridngulo caracteristico. En 1690, Jacques
Bernoulli planteé el problema de encontrar la curva que adopta una cuerda flexible,

inextensible y colgada de dos puntos fijos, llamada catenaria.

Leibniz descubrié la técnica de separacion de variables en el 1691; en 1694 en-
contré la resolucién de la ecuacién % + p(z)y = g(z). En 1694, Leibniz y Jean
Bernoulli estudiaron el problema de encontrar la familia de curvas que cortan con un
angulo a una familia de curvas dadas. En 1739, Clairaut di6 la condicién %—Z‘ = ?TZ’
para las ecuaciones diferenciales de primer orden exactas, es decir, las ecuaciones

M (z,y)dr + N(z,y)dy = 0, para las cuales existe una funcién z = z(z,y) tal que
dz = Mdx + Ndy, condicién que fue dada de forma independiente por Euler en 1734.

Los sistemas de ecuaciones diferenciales, surgen en la historia de las mateméticas
con la misma intencién que las ecuaciones diferenciales ordinarias: Analizar cuantita-
tivamente determinados sistemas fisicos, en particular los astronémicos. [Gustavo y

Murioz, 2017]

A lo largo de la segunda mitad del siglo XVII y con el nacimiento del andlisis
matematico de la mano de Newton y Leibniz, se inicia el estudio del problema inver-
so de la diferenciacion: dada una relacion entre dos cantidades y sus diferenciales o
fluxiones, como encontrar una relacién entre estas cantidades. El problema analitico
de integracion se corresponde con un problema geométrico, ya estudiado con ante-
rioridad, conocido como el método inverso de tangentes, esto es, como encontrar una
curva caracterizada por sus tangentes. Newton probd que este problema era total-

mente resoluble empleando, para ello, desarrollos en series de potencias. Sin embargo,



Leibibniz no del todo satisfecho con el empleo de series de potencias enfoco su estudio
en tratar de transformar la ecuacion diferencial dada en una ecuacion con variables

separables. Zill y Cullen (2009)

1.2.2. Antecedentes académicos.

En Newton (1687), establece que las ecuaciones diferenciales juegan un papel
central en las matematicas y sus aplicaciones. “El cambio en la cantidad de movi-
miento de un cuerpo es proporcional a la fuerza aplicada” (su llamada segunda ley de
movimiento), ha sido indispensable determinar ciertas cantidades variables a partir
de sus derivadas. Las ecuaciones diferenciales se clasifican en: ordinarias para canti-
dades que dependen de una sola variable independiente, y parciales las que involucran

derivadas parciales con respecto a dos o mas variables.

Un famoso problema del movimiento de dos cuerpos bajo la atraccién de la grave-
dad fue resuelto geométricamente por [Newton, 1687], pero no fue hasta 1734 cuando
Bernoulli, (1734), lo resolvi6 de forma analitica. Mas en general, el llamado proble-
ma de los n cuerpos (n > 2) no puede ser resuelto de esta forma y es ampliamente
estudiado hasta la fecha (auque existen soluciones parciales de casos muy particula-
res). Hoy en dia la teorfa de ecuaciones diferenciales es una de las herramientas més

potentes para abordar problemas de modelizacion matematica.

El problema matematico fundamental al estudiar el movimiento de dos o mas
cuerpos, moviéndose cada uno bajo la accién gravitatoria de los otros, es el de resol-
ver un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. El primer éxito lo obtuvo Isaac
Newton, al demostrar que a partir de sus leyes de movimiento y de la ley de gravi-
tacion universal se podian deducir las tres leyes de Kepler. La nociéon de polinomio
caracteristico aparece en el trabajo de Lagrange sobre sistemas de ecuaciones diferen-

ciales publicados en 1774 y en el trabajo de Laplace en 1775. Gustavo y Munoz (2017)



En Gustavo y Munoz (2017) 1812, Laplace presento6 lo que ahora se conoce como
La transformada de Laplace para encontrar la solucion de ecuaciones diferenciales li-
neales de coeficientes constantes. En 1820, Cauchy prob¢ la existencia de soluciones
de las ecuaciones diferenciales y' = f(t,y) bajo ciertas condiciones. En 1890, Picard
establecié un método de aproximaciones sucesivas que permitié establecer el teorema
de existencia y unicidad de las ecuaciones diferenciales de orden N. El mismo Cauchy

introdujo la notacion vectorial usada en la actualidad.

Gustavo y Munoz (2017) Cayley introdujo los métodos matriciales a mediados del
siglo X1 .X, los cuales ayudaron a Jacobi a resolver sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales de coeficientes constantes, donde la matriz del sistema es diagonizable. Mas
tarde, Jordan introduce lo que se conoce como la forma canoénica de Jordan, que se

utiliza para resolver sistemas de ecuaciones lineales donde la matriz no es diagonizable.

1.3. Planteamiento del problema.

En este trabajo se analizan sistemas de ecuaciones diferenciales lineales homogé-

neos de primer orden de la forma

donde A es una matriz de tamano n x n, y b un vector de tamano n x 1. Se pretende
involucrar los bloques de Jordan de la matriz A en la soluciéon de dicho sistema. En

ese sentido surgen las siguientes interrogantes:

1. ;Cuales condiciones necesarias y suficientes permiten hacer uso de los bloques

de jordan de la matriz A para determinar la solucién general del sistema z’ =

A(t)x.?

2. ;Cémo expresar la solucién general del sistema 2’ = A(t)z en funcién de los

bloques de jordan de la matriz A.?



1.4. Objetivos.

1.4.1. General.

Aplicar la forma canénica de Jordan en la solucién de un sistema lineal de ecua-

ciones diferenciales de primer orden.

1.4.2. Especificos.

1. Determinar condiciones necesarias y suficientes que permiten hacer uso de los

bloques de jordan de la matriz A para determinar la solucién general del sistema

= A(t)z.

2. Expresar la solucién general del sistema 2’ = A(t)z. en funcién de los bloques

de jordan de la matriz A.

1.5. Justificacion.

Muchos problemas matemaéticos involucran en su formulacién, sistemas de ecuacio-
nes diferenciales lineales de primer orden. Estudiar técnicas que permitan simplificar

el proceso de solucion de los mismos, resulta de mucha utilidad.

1.6. Delimitacion.

Esta investigacion se orientara hacia un campo de las matematicas puras, ademas
es un estudio documentado, descriptivo, interpretativo, exploratorio y analitico de la
Solucién de sistemas lineales de ecuaciones diferenciales de primer orden aplicando la

forma canonica de Jordan de la matriz coeficiente.



CAPITULO II
MARCO REFERENCIAL.

2.1. Introduccion.

En este capitulo se citaran varios autores, y una amplia gama de conceptos, de-
finiciones, teoremas, lemas y una serie de argumentos son ttiles, de apoyo y concep-

tualmente interesantes para el estudio.

2.2. Marco teodrico

Un sistema de ecuaciones diferenciales es un conjunto de varias ecuaciones dife-
renciales con varias funciones incégnitas y un conjunto de condiciones de contorno.
Una soluciéon de un sistema de ecuaciones diferenciales es un conjunto de funciones

diferenciables que satisfacen todas y cada una de las ecuaciones del sistema.

2.2.1. Sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden.

Definicién 2.1 [Pool, 1675]. Un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden,

tiene la siguiente forma:

d

% _91(t7x17$2a CCn)

d
% = 92(75, L1, T2, xn) (271)
dx,,

= gn(t, 1, 9, ...y



uando cada una de las funciones gy, go, ... en (2.1) es lineal en las variables
Cuand d de las f 425 s On 2.1 1 lenl bl
dependientes x1, o, ..., T,, se obtiene la forma normal de un sistema de ecuaciones

lineales de primer orden.

dx
ditl = au(t)l'l + Cblg(t)l'Q + ...+ aln(t)xn + fl (t)
d$2
at az1(t)z1 + az(t)rs + ... + azp(t)zn + fo(t) (22)
dx,
E - anl(t)‘rl + anQ(t)xQ +.t an”(t)x" + fn(t)

Hacemos referencia a un sistema de la forma (2.2), simplemente como un sistema lineal.

Suponemos que los coeficientes a;;, asi como las funciones f; son continuas en
un intervalo I. Cuando f;(t) = 0, i = 1,2,...,n, se dice que el sistema (2.2) es

homogéneo, de otro modo es no homogéneo.

2.2.2. Forma matricial de un sistema lineal.

Definicién 2.2 [Pool, 1675]. Si X, A(t) y F(t) denotan las matrices respectivas:

_xl(t)_ -au(t) CL12(75) e aln(t)_ _fl <t)_
Y 2109 AW = a2.1 (t) axa(t) - an(t) R = fz(‘t)
[Zn(t)) an1(t) ana(t) - ann(t)) /(1)

entonces el sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden (2.2) se puede

escribir como:



T a1 (t)  ain(t)

d T asi(t) as(t)
i = ) ) A<t) = .

|z (1)) an1(t)  ana(t)

o simplemente se escribe

X' =AX + F.

ain(t)| |1 fi(t)
aan(t)| |2 fa(t)

ann(t) Tn fn(t)

(2,3)

Si el sistema es homogéneo, su forma matricial es entonces

X' = AX.

(2,4)

Definicién 2.3 [Pool, 1675]. Un vector solucién en un intervalo I es cualquier matriz

columna

xl(t)
i) (t)

T (t)

cuyos elementos son funciones derivables que satisfacen el sistema (2.3) en el intervalo.

Definicién 2.4 [Pool, 1675] Sea to un punto en un intervalo [ y

€

X2

[#n(fo) ]

U1
Y2

_yn_

donde las y;, i = 1,2, ...,n son las constantes dadas. Entonces el problema

Resolver: X' = A(t)X + F(t),

Sujeto a

(2.5)



X(ty) = Xo,

es un problema con valores iniciales en el intervalo I.

En el siguiente resultado se establece la existencia de una solucién unica de un

problema de valores iniciales.

Teorema 2.1 Sean los elementos de las matrices A(t) y F(t) funciones continuas en
un intervalo comin I que contiene al punto ¢,. Entonces existe una solucion tnica del

problema con valores iniciales (2.5) en el intervalo I.

El siguiente resultado es un principio de superposicién para soluciones de sistemas

lineales homogéneos.

Teorema 2.2 Sea un conjunto de vectores solucién del sistema homogéneo (2.4) en

el intervalo . Entonces la combinacion lineal

X = 01X1 -+ CQXQ + ...+ Cka,

donde las ¢;, i = 1,2, ..,k son constantes arbitrarias, es también una solucién en el

intervalo I.

Definicién 2.5 [Pool, 1675] Sea X7, Xs, ..., X} un conjunto de vectores solucién del
sistema homogéneo (2.4) en un intervalo I. Se dice que el conjunto es linealmente
dependiente en el intervalo I si existen constantes ¢y, co, ..., g, no todas cero, tales

que:
Cle -+ CQXQ + Cka == O,

para toda t en el intervalo. Si el conjunto de vectores no es linealmente dependiente

en el intervalo, se dice que es linealmente independiente.
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Teorema 2.3 Sean

11 12 mn

T21 .1'22 TN
Xxi=", =" ... X,=

_xnl_ _an_ _mnn_

n vectores solucién del sistema homogéneo (2.4) en un intervalo 7. Entonces el con-

junto de vectores solucién es linealmente independiente en I si y solo si el wronskiano

11 L1z - Tin

To1 T2 -+ Top
W(Xl,XQ,Xn) - . . 7é 0

_$n1 Tpo Tnn ]

para toda t en el intervalo.

Definicién 2.6 [Edwards y Penney, 1964] Cualquier conjunto Xi, X, ..., X, de n
vectores solucién linealmentes independientes del sistema (2.4) en un intervalo I se

dice que es un conjunto fundamental de soluciones en el intervalo.

Teorema 2.4 Existe un conjunto fundamental de soluciones para el sistema homo-

géneo (2.4) en un intervalo I.

Teorema 2.5 Sean X, Xs, ..., X,, un conjunto fundamental de soluciones del sistema
homogéneo (2.4) en un intervalo /. Entonces la solucién general del sistema en el

intervalo es:
X = Cle + CQXQ + ...+ Can7
donde las ¢;, 1 = 1,2, ...,n son constantes arbitrarias.

Teorema 2.6 Sean X, una solucién dada del sistema no homogéneo (2.3) en un

intervalo I y sea:
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X, =1 X1+ Xo+...+¢, X, que denota la solucion general en el mismo intervalo
del sistema asociado (2.4). Entonces la solucién general del sistema no homogéneo

en el intervalo es:

X =X.+X,

La solucién general X, del sistema homogéneo relacionado (2.4) se llama funcién

complementaria del sistema no homogéneo (2.3).

2.2.3. Forma canénica de Jordan

Ya se ha visto que las matrices de orden con vectores propios linealmente in-
dependientes se pueden expresar en forma especialmente sencilla por medio de una
transformacion de semejanza. Como la mayor parte de los polinomios tienen raices

diferentes, la mayor parte de las matrices tendra valores propios distintos.

Sin embargo, las matrices que no son diagonalizables, es decir, que no tienen
vectores propios linealmente independientes, surge en la practica. En este caso es
posible de mostrar que la matriz es semejante a una matriz diagonal por bloques,

conocida como matriz de Jordan.

Definicién 2.7 [Adi y Thomas, 2002]. Para un escalar A dado se define la matriz de

bloques de Jordan por

A1 0 0 0

0 A 1 0 0
Ju(A) =

0 0 R N |

0 0 R |

Es decir, Ji(A) es la matriz de k x k con el escalar A en la diagonal, unos arriba

de la diagonal y ceros en otra parte.
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Definicién 2.8 [Adi y Thomas, 2002]. Una matriz de Jordan tiene la forma

Jiy (A1) 0 0
0 Je (A 0
jy=| 0 e ,
0 0 Jkp()\p)

donde cada Jk;(A;) es un bloque de Jordan.

FEjemplo 2 Las siguientes matrices son matrices de Jordéan:

310 0 00
2 110] |03 1T 00
0 210, 0 3 110
004 010 0 30
0 | 0 0 0 io

El siguiente resultado establece que toda matriz cuadrada es similar a una matriz

de Jordan.

2.2.4. Teorema

Una matriz A €™ es semejante a una matriz diagonal por bloques, con bloques

de Jordan en su diagonal, es decir, existe una matriz no singular X tal que

Jod) 0 0
eyl | 0 k) 0
0 0 o TN

La matriz j es unica, excepto por el orden en que aparecen los bloques de Jordan.

Definicién 2.9 [Adiy Thomas, 2002]. La matriz J en el teorema se denomina forma

canénica de Jordan.
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Si A es una matriz diagonalizable, entonces J = D = diag(A1, A2, ...A\,,), donde,
donde Ay, Ag, ..., A\, son los valores propios no necesariamente distintos de A. Cada

elemento en la diagonal es una matriz de bloques de Jordan de 1x1.

Calculo de la matriz canénica de Jordan y la matriz de cambio de base

para una matriz A € M, (R)

1. primero se obtiene el polinomio caracteristico de A, dado por pa(t) = det(A —

tl,), donde I, es la matriz identidad de orden n.

2. Se obtienen las raices de p4 con sus multiplicidades. Notese que estas raices son

los autovalores de A.

3. si A es una raiz de p, o autovalor de A, r es su multiplicidad y k = dim(ker(A —
Al,)), entonces en J aparecen k bloques de Jordan con A en la diagonal de J,
computandose en total r priciones de A contribuye con r vectores linealmente

independientes a la matriz de cambio de base P.

4. Para determinar el tamano de los bloques en los que aparece A y los vectores

que aportan a la matriz de cambio de base se procede de la forma siguiente:

5. para determinar los bloques correspondientes al autovalor A de A, se resuelve
el sistema (A — Ay)v = 0, contando el nimero s; de soluciones linealmente
independientes. Si s; = r, termina el proceso. En la matriz canénica de Jordan
aparecerian r bloques de la forma Ji(\), y en la matriz P meterfamos las r
soluciones aparecerian independiente de(A — A\[,,)v = 0 como vectores columna.
Si s < r se construye una secuencia de niimeros naturales s; < so < -+ <

Sy = T como sigue.

6. Si s; < 7, se calcula dim(ker(A — \I,,)?), necesariamente se tiene que s; <
$2.5189 = 1 hemos terminado. En caso contrario calculamos dim(ker(A—\I,,)?).
Se tiene que s; < s9 < s3. Si s3 = 7, terminamos, y en caso contrario con-

tinuamos con el mismo procedimiento. Eventualmente, existe un N tal que
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s, = r. El numeros total de bloques de Jordan asociado a A. Si definimos
t1 = S1,ta = S9 — S1, ..., ty = S, — Sp_1, €ntonces t; es el nimeros de bloques de

Jordan de la forma Ji ().

. Una vez que hemos determinado la distribucion de bloques de Jordan, se calcu-
lan los vectores que aporta cada valor A deA a la matriz P. Primero ordenamos
los tamanos de todos los bloques de Jordan que hemos encontrados en los pa-
sos anteriores. Supongamos que esto tamanos son Ny > Ny > ... > Ni. Ahora
encotramos un vector vy,1 tal que (A — A[,,)™v;; para cada j € 2,...., Ni.
Si solo y si hay un bloque de Jordan asociado al), ya aviamos terminado.
En caso contrario, elegimos v9; es linealmente inependiente con vi1,. 4, -
Ahora como en el caso anterior, ponemos vy ; = (A — A, ) vy para cada j €
2,...,Ny. Si k = 2, y hariamos terminado. En caso contrario elegimos vs ; tal que
(A= X)) Nsvg; =0, (A — AM,,)¥ lug; # 0y, vy es lineamente independiente
con 5011, ..., v1, N1, Va1, ..., 2, N Ademds se define vs; = (A — A1, ) v3; para ca-
da j € N3. Este proceso se repite hasta llegar a N, obteniendose los r vectores
lineamente independiente vy 1., n,. Estos vectores se escriben como vector co-
lumna y forma la matriz P de dimensién nzr dada por PA = (v, Ni, ..., v11).
Notese que los vectores aparecen en orden inverso a como lo hemos obtenido.
Para terminar de forma A. El orden en que se pegan las matrices P es indi-
ferente con tal de que respete el orden en el que se introducen los bloques de

Jordan en J.

. Si todos los autovalores de A son reales tanto J como P son matrices reales y
aviamos terminado. En caso contrario para cada autovalor completo A = a + bi
con b > 0 existe otro auto valor conjugado A\ = a — bi. La matriz compleja J

siempre se puede escribir como bloque de la forma

O Jn(N)

( )

Cada uno de estos bloques ha de ser sustituido por JR,,(a,b) para formar la

matriz de Jordan real. Ademds, en la matriz de cambio de base completa P
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aparecera un bloque de la forma
P)\X = (U,l, vy Uk, U, ,ﬁk)

obtenido mediante la aplicacién de las reglas descritas anteriormente. nétese que
los vectores u; y sus conjugados son vectores columna. Para obtener la version

real de P, bloque PA\ se ha de sustituir por

Pa,b = (Re(uy), Im(uy), ....., Re(ug), Im(uy,))

Definicién 2.10 [Pool, 1675] Sea A una matriz de tamano nzn con elementos reales.

Entonces e? es una matriz de tamano nan definidad por
A2 A3 A4 oo Ak
A
=I4+A+—+——+..= —
R TR T TH A

Se puede probar que esta serie converge en M, (R) para cualquier norma matricial
inducidad por una norma en R". Sea ||.|| cualquier norma matricial en M, (R)y(S,)
la sucesién de sumas parciales de la serie

0o Ak
= K

Entonces en facil probar que ||A*|| < ||A||* para todo k € N. De esto se deduce

que
s - s =1 3 A< 3
k=n-+1 : k=n-+1 :

LA]*

i converge a el Al|, se deduce que

para todo m > n, y, como la serie } 72,
S, es de Cauchy y, por tanto, convergente. La validez de la ultima afirmacion se
deriva del hecho de que (M, (R, ||.]|) es un espacio normado de dimensién finita, y, en

consecuencia, completo.

2.2.5. Teorema

Sean A, B € M,(R). Entonces se cumple lo siguiente:



. Si O, € M,(R) es la matriz nula, entonces, e = I,,.

. Si AB = BA, entonces eAtB = ¢B+4,

A

. et es siempre no singular. Ademas (e?)™! = e,

=€

16

. Si existe P € M,(R) no singular tal que A = PBP~!, entonces e = PeZP~L.

. Si B es una matriz definida por bloques diagonales de la forma

By
By
L BS_
entonces
_ 5 -
eB2
- eBS_
. La funcién R € t — e4? es derivable y
d(eAt)
——— = Ae™.
dt ‘
Consideremos algunos casos.
Ejemplo 1.1 Calculo de e4
1 00
Sea A= 10 2 0| Entonces
0 0 3
1 0 0 1 0 0 1 0
A=10 22 0|, A=4=0 2 0],..A"=]0 2™

0 0 32 0 0 3 o o0 3

0
0



100 t 0 0
M=T+At+45+245 4+ =0 1 o|l+|0 2t 0
001 0 0 3t
500 L0 0
+lo 22 0 |+]0 E2 0 |+..
o o ¢ 0o o0 =t
L+t+5+5+. 0
= 0 1+ (2t) + &5+ 28 4 0
0 0 1 (30 + 55+ GF
et 0 0
=0 €&* 0
0 0 e

Ejemplo 1.2 Calculo de e cuando A es una matriz 222 no diagonal.

t

e
Sea A = . Entonces
0 a
) e’ 2a 5 e? 2a .
A4 = , ,A® = , AT =,
0 a 0 a
De manera que
00 (at)™ %) ma™1¢m
€At o m=0 ! m=1 m!
00 at™
0 m=0 m!

00 ma™—1t" __ 00 _ 2 a’t3 a’t?
m=1__ T _Z(mZI)! —t+at +T+T+

m!

=t+at+ 5F + <L+ = te

Por lo tanto,

» eat t@at
ed —

O eat
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2.2.6. Eigenvalores y Eigenvectores de sistemas lineales ho-

mogéneos
k1
k2
Definicién 2.11 [Pool, 1675] Sea el vector X = | et un vector solucién del
kn

sistema lineal homogéneo (2.4), es decir, X' = AX, entonces X’ = K X e por lo
que el sistema se convierte en K X\ e = AKe . Después de dividir ambos lados

entre e™ y reacomodando, se obtiene AK = XK 0 AK — XK =0. Ya que k = Ik, la

ultima ecuacion es igual a

(A= XDk = 0. (2,6)

La ecuacion matricial (2.6) es equivalente a las ecuaciones algebraicas simultaneas:

(a11 — Nk + aip ko + ..+ arpkn =0
+ (agy — N)ko + ...+ asnk, =0

a1k
a1k + Apoko+ -+ -+ (Qpn — Nk =0

Por lo que para encontrar soluciones X de (2.4), necesitamos primero encontrar
una solucion no trivial del sistema anterior; en otras palabras, debemos encontrar un
vector no trivial K que satisfaga a (2.6). Pero para que (2.6) tenga soluciones que no

sean la solucion trivial obvia k1 = ks... = k, = 0, se debe tener:

det(A —NI) = 0.

Esta ecuacion polinomial en X se llama ecuacion caracteristica de la matriz A.
Sus soluciones son los eigenvalores de A. Una solucién de K # 0 (2.6) correspon-

diente a un eigenvalor se llama eigenvalor de A. Entonces una solucién del sistema
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homogéneo (2.4) es X = Ke.

Tres casos distintos se podrian dar en la solucién de sistemas de ecuaciones di-
ferenciales lineales por medio de matrices, que son: si los eigenvalores son reales y

distintos, si los eigenvalores son repetidos y si los eigenvalores son complejos.

2.2.7. Sistemas lineales no homogéneos

Definicién 2.12 [Edwards y Penney, 1964] La solucién general de un sistema li-
neal no homogéneo X’ = AX + f(tf) en un intervalo es X = X, + X, donde
X, = a1 X1+ cXe + ... + ¢, X, es la solucion general sistema homogéneo asocia-

do y X, es cualquier solucién particular del sistema no homogéneo.

Los métodos de coeficientes indeterminados y variaciéon de parametros empleados
para determinar soluciones particulares de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales
no homogéneas, se pueden adaptar a la solucion de sistemas lineales no homogéneos
X'= AX + f(t). De estos dos métodos, el método de variacién de pardmetros es el

mas poderoso

2.2.8. Variacion de parametros

Definicién 2.13 [Edwards y Penney, 1964] Matriz fundamental. Si X, X, .., X,
es un conjunto fundamental de soluciones del sistema homogéneo X' = AX en el

intervalo I, entonces su solucién general es la combinacion lineal

X261X1+62X2+...+Can O
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T11 T12 T1in C1T11 + Cox12 + - -+ + CpT1p
Ta1 T99 Top C1T21 + C1To2 + -+ + C1 X2y

X=ca| |te| |+ -+l |= _ = ¢(1)C,
_xnl_ _an_ _mnn_ _Clxln + CoTn2 + -+ Cnxnn_

donde C' es un vector columna de constantes arbitrarias cy, co, ..., ¢, y la matriz n
x n, cuyas columnas consisten en los elementos de los vectores solucion del sistema

X' = AX,

T11 T12 - Tin

Xo1 Tz * -+ Ton
o(t) = ,

_xln Tpa " xnn_

se llama matriz fundamental del sistema en el intervalo.

Es obvio que una matriz fundamental es no singular ya que sus columnas son
linealmente independientes. Ademas, si ¢(t) es una matriz fundamental del sistema

X' = AX, entonces se deduce que.

¢'(1)Ag(t).
Observando el teorema 2.3, se determina que det (¢(t)) es igual al Wronskiano
W (X1, Xs,...X,,). Por tanto, la independencia lineal de las columnas de (¢(t)) en el
intervalo [ garantiza que det(¢(t)) # 0 para toda ¢ en el intervalo. La no singularidad

de ¢(t) garantiza la existencia de ¢~(¢) para toda t en el intervalo.

Analogamente al procedimiento para resolver una ecuacién lineal de orden n por
variacion de parametros, surge la siguiente pregunta: jes posible reemplazar la matriz

C' en (2.7) por una matriz columna de funciones
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U1 (t)
v = |V
[un (1)
de modo tal que
Xp = o(t)U(1) (2,11)

sea una solucion particular de sistema no homogéneo

X' = AX + F(t)? (2,12)

En efecto, aplicando la regla del producto en esta tltima expresion, se obtiene

X, =o0U'(t) + ' U (). (2,13)
El orden del producto, en (2.13) es relevante, ya que, por ser una matriz columna,

los productos U’(t)p(t) v U(t)¢'(t) no estan definidos. Sustituyendo (2.11) y (2.13)
en (2.12), se obtiene

d()U'(t) + Ap(t)U(t) = Ap(t)U(t) + F(1). (2,14)

Ahora, tomando en cuenta que ¢'(t) = A¢(t) y sustituyendo en (2.14), se obtiene

SO (1) + AG(OU(t) = AG())U () + F(D$()U'(t) = F (). (2,15)

Mulplicando ambos lados de (2.15) por ¢! , ya que se ha establecido su existencia,

se obtiene

U'(t) = o7 (OF (1) = U®) = [ 67 (OF ()t

Luego, la solucién particular de (2.12) es

X, = o(t) [ o7 ()F (1)t
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2.2.9. Matriz exponencial

Definicién 2.14 [Pool, 1675] Dado el sistema homogéneo X' = AX, es posible defi-

nir una matriz exponencial e tal que

X =etC (2,16)

sea una solucion del sistema. A es una matriz de constantes de orden n y C' es

una matriz columna de constantes arbitrarias de tamano nxl.

La definicién de e? se basa en la representacién en serie de potencias de la funcién
exponencial escalar e:
ot 1+t+2tk+ +’“tk+ ST (2,17)
(& = a Qa —_ o .. a —_ e e — a —
2! k! = K ’
La serie en (2.17) converge para toda t. Se puede usar esta serie para definir la

matriz exponencial e?, con la identidad I en vez de 1 y la constante a se reemplaza

por una matriz de constantes A de tamano, en la forma siguiente:

Definicién 2.15 [Pool, 1675] Para cualquier matriz A de tamano nxn,

At th ktk - ktk
e =T+ At+ A §+”'+A H+---=};A R (2,18)

Se puede demostrar que la serie dada en (2.18) converge a una n x n matriz para todo

valor de t.

2.2.10. Derivada e integral de e

Definicién 2.16 [Pool, 1675] La derivada de la matriz exponencial es similar a la

derivada del exponencial escalar e, es decir,
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(Z(eAt) AeAt, (2,19)
d, apy_ d o t? it _ 2, . L 430
(e )_dt<I+At+A2!+~-+Ak!+m = At Lt A%

2t2 k;tk At.
= ]+At+A§+...+AE+... = Ae

Integrando ambos miembros de (2.19) respecto a t se obtiene

d
/%(em)dt = /AeAtdt = A/eAtdt = + G

Si A es no singular, al pre-multiplicar por la inversa de A se obtiene

/ AeMdt = A7 AeM 4 G,

siendo G = A~'G; una matriz de constantes.
Ahora se puede probar que (2.16) es una solucién del sistema homogéneo X' = AX
para todo vector constante C de tamano n x 1:
d

X' = %(eAtC) = AeMC = A(eMC) = AX

Si se denota la matriz exponencial e? por 1(t), entonces la expresién (2.19) es
equivalente la ecuacion diferencial matricial ¢'(t) = A (t) . Ademads, se deduce de la
definicién 2.7 que (0) = e4®) = I |y por tanto ¥(0) # 0. Se tiene que estas propie-
dades son suficientes para concluir que v (t) es una matriz fundamental del sistema

X' =AX.

Ya se sabe que la solucion general de la ecuacion diferencial lineal de primer orden

' =ax + f(t) , donde a es una constante, se puede expresar como

t
T =T+ 1, =ce” + eat/ e f(s)ds.

to
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Para un sistema no homogéneo de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden,
se puede demostrar que la solucién general de X' = AX + F(t), donde A es una matriz

constante de tamano n x n,

¢
T =x.+1,=eYC+ eAt/ e A F(s)ds. (2,20)

to

. . . _ -1
Por ser una matriz fundamental, siempre es no singular y e=4% = (49"

2.2.11. Caélculo de e?

Definicién 2.17 [Pool, 1675] La definicién de e siempre se puede usar para calcu-

lar e?. Sin embargo, la utilidad préactica de la definicién estd limitada por el hecho

t

de que los elementos de e’ son series de potencias en t. Una forma alternativa de

calcular esta matriz exponencial es el uso de la transformada de Laplace.

Se ha establecido que X = e?! es una solucién de X’ = AX . De hecho, puesto

que X = 0 =] X = e es una solucién del problema con valores iniciales

X'=AX,X(0)=1. (2,21)

Siz(s) = {X(t)} = t{eAt}, entonces la transformada de Laplace de (2.21) es

sx(s) — X(0) = Az(s) o (sI—A)x(s)=1.

Multiplicando la tltima ecuacién por (sI — A)~! se tiene que

x(s) = (sl —A)—1 1= (sI—-A)"

En otras palabras, ({eAt} = (s — A)™ ! o

eM = (sI — A7)
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CAPITULO III
DISENO METODOLOGICO.

3.1. Introduccion.

En este capitulo se describiran los aspectos metodologicos que sellaran el progreso
de esta investigacion. En el mismo se detallan: El método, disefio, tipo, enfoque y

procedimientos del referido estudio.

3.2. Marco metodolégico.

3.2.1. Meétodo.

Este estudio corresponde a una investigacion documental, pues como lo expresan
los objetivos investigativos, la misma consistird en un analisis comparativo de la so-
luciéon de sistemas lineales de ecuaciones diferenciales de primer orden aplicando la

forma canonica de Jordan de la matriz coeficiente.

Ademas, este estudio emplea el método deductivo, pues la esencia de la misma
consiste en extraer conclusiones logicas y validas a partir de un conjunto de teoremas

y proposiciones ya establecidas.

3.2.2. Diseno.

Esta investigacion corresponde a un disefio documental, ya que no se manipularon

deliberadamente variables por su cardcter eminentemente tedrico y abstracto.

3.2.3. Tipo.

De acuerdo a las caracteristicas de esta investigacion, es de tipo documental, ya

que estard basada en una tematica poco estudiada, provee una referencia general y/o
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especifica de la misma. Ademas, es de tipo descriptiva-explicativa dado que se esta-
bleceran comparaciones sobre las ecuaciones diferenciales de primer orden aplicando

la forma canoénica de Jordan de la matriz coeficiente respectivamente.

3.2.4. Enfoque.

Esta investigacion estara orientada al enfoque cualitativo, a pesar de emplear el
método deductivo, debido a que su desarrollo esta basado en descripciones, explica-

ciones y analisis sobre las definiciones de teoremas y sus demostraciones.

3.3. Procedimientos.

En este distante se contiene un retrato de las diferentes etapas del proceso de rea-
lizacion de este trabajo de investigacion, las cuales son supervisadas constantemente

por el asesor.

—_

. Se ejecuto la solicitud de aprobacion de esta tematica investigativa.

2. Se efectuo una amplia consulta bibliografica, en varios idiomas sobre los aspectos
bésicos y teoremas mas importantes sobre la solucién de sistemas lineales de
ecuaciones diferenciales de primer orden, aplicando la forma candnica de Jordan

de la matriz coeficiente.

3. Se sometio la propuesta de anteproyecto a la Facultad de Postgrado y Educacion

Continuada, a los fines de evaluar la preeminencia y/o eficacia de la misma.

4. Luego se procedio a aplicar las definiciones, teoremas y proposiciones del marco

referencial para fundamentar los resultados planteados en el capitulo IV.

5. A partir de los resultados y demostraciones del capitulo IV, se establecié un ana-
lisis comparativo de la solucién de sistemas lineales de ecuaciones diferenciales

de primer orden aplicando la forma canoénica de Jordan de la matriz coeficiente.
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CAPITULO IV
PRESENTACION DE RESULTADOS

4.1. Introduccion.

En ésta investigacion se analizan las condiciones necesarias y suficientes que per-
miten hacer uso de los bloques de jordan de la matriz A para determinar la soluciéon
general del sistema a’ = A(t)x. Luego se determina una expresién para la solucién

del sistema en funcién de estos bloques.

El siguiente resultado se establecen condiciones que permite simplificar el proble-

ma de resolver un sistema de ecuaciones diferenciales lineales homogéneo.

Teorema 4.1. Sean A, J, P € M, (R) tales que P es no singular y J = P71AP,

es decir A y J son semejantes. Se tiene que:

l’l(t)

. To(t)

T (t)

es solucion de 2’ = Az si sdlo si y(t) = P~'z(t) es solucién de y' = Jy.

Demostracién

= Si z(t) es solucién de 2’ = Az entonces ¢/ (t) = P~'2/(t) = P 'Az(t) vy
Jy=JP 'x(t) = PTAPP '2(t) = P~' Ax(t)
< Si y(t) es solucién de y' = Jy entonces

z(t) = Py(t) = 2'(t) = Py'(1)
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Ahora falta probar que z(t) es solucién de 2’ = Az. En efecto

Py'(t) = APy(t)
PJy(t) = APy(t)
PP~'APy(t) = APy(t)
APy(t) = APy(t)

Si la matriz J es mas sencilla que la matriz A, en virtud del resultado anterior
conviene resolver el sistema 1y’ = Jy, recuperando la solucién del sistema original

mediante z(t) = Py(t)

El resultado anterior permite involucrar la forma canénica de Jordan de la matriz
A para simplificar el proceso de solucién del sistema 2'(t) = Axz(t). Para tales fines

se establecen los siguientes resultados. [ |

Teorema 4.2. Si J es la forma canénica de Jordan de una matriz Ay A = PJP™!,

entonces

eAt — PeJtP—l

Demostracion. Primero se observa que

Ar= (PJP7)" = (PJPY) (PJP) .- (PJPTY)
=PJ(P'P)J(P'P)J(P'P)--- (P'P) JP!

de donde se sigue

(At)" = P(Jt)" P!
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Luego, aplicando la definiciéon de matriz exponencial, se tiene

At)? t
et =1+ (At) + ( 2‘) 4+ =PIP' + P(J)P™' + P(‘;)P“r
L !
=P |+ (Jt)+ (‘];') +.- | P =peltp!

|
En el siguiente resultado se establece la solucion general de un sistema homogéneo
y la solucién del problema de valor inicial en funcién de la forma canénica de Jordan

de la matriz coeficiente del sistema.

Teorema 4.3. Si A, J, P € M,(R) siendo P no singular, J la matriz canénica de
Jordan real de A, A = PJP~ ' t, € Ry 2y es un vector columna de R", entonces se

cumple lo siguiente:

1. La solucién general de x’ = Az estd dada por

z(t) = eMC = Pe’'C,

siendo C' un vector columna arbitrario de R™.

2. La solucion del problema de valor incial

xr (to) = Xy,

Demostracion.
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1. Derivando respecto a t, z(t) = Pe’'C| se tiene

jtx(t) ~ L ipercy - pl

o a(e‘]"/)C’ = PJe'")C. (4.1)

Sustituyendo en la ecuacién diferencial, se tiene

PJe’")C = Az = PJP~'(Pe’'C) = PJe’'C. (4.2)

2. Sustituyendo la condicién inicial z(tg) = xo en la solucién general, se obtiene

zg = Pe’C = O = e Py, (4.3)

Sustituyendo C' en la solucién general, se obtiene la solucién partucular

2(t) = Pe’'C = Pe’t (e 70 P~ 1) = Pe’(t=10) p~lg, (4.4)

Las soluciones dadas en los resultados anteriores sugieren buscar un método para
calcular la exponencial de una forma candnica de Jordan real. Con ayuda del teorema
2,2,5 , bastara con conocer la exponencial de cada uno de los bloques que componen

la matriz candnica de Jordan real. Esto se establece en el siguiente resultado. |

Teorema 4.4. Si A € R, el bloque elemental de Jordan Ji(\) € M (R), que estéan
definido por
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A1 0 0
0 X 1 0
Im(A) =
0 A1
0 0 A
entonces
1ot 22 - (k= 1)
0 1 :
efmNt AL " £2/2
o --- 0 1 t
0o --- 0 1

Demostracion. Se analiza primero el caso para un bloque de Jordan orden m = 2,

luego se generaliza para m > 2.

Al
. Entonces

Sea Jo(\) = ( 0

Aplicando la definicién de matriz exponencial se tiene que

Ja(N)t)? Ja(N)t)?
" | (BAN0°

10 A1 A2 20 ) 42
= + t+ =+
0 1 0 A 0 A2 )2

e”?WE =T+ J(\)t +
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A3 3 AE AL gk
. §_|_..._|_ ) N E—'—

Al realizar la suma matricial, se obtiene:

oo (ADF oo . (AFThEk MM
e T2Vt 20 7 =1 R _ |t = M bt
k

0 Y, ol 0 eM 01

Para un bloque de Jordan de orden m = 3, con un procedimiento similar al ante-

rior, se obtiene:

t2
Lt 5
eV — X[ gy

00 1

Continuando el proceso, para m = k, se tiene

1t 22 - (k1)
0 1 ‘
2
6‘]k(>‘)t — 6)\t t t /2
0 0 1 t
0 0 1

Ejemplo Numérico 4.1. Se considera el sistema 2’ = Ax, siendo A la matriz

3 —1 1 1 0 0

1 1 -1 =1 0 0

0 0 2 0 1 1
A—

0 O 0 2 -1 -1

0 O 0 0 1 1

0 O 0 0 1 1

Solucién: El polinomio caracteristico resulta ser pa(t) = det (A — t1g) = t(t—2)°.
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Los autovalores son A\; = 0 con multiplicidad m; = 1 y Ay = 2 con multiplicidad

m2:5.

Un autovector asociado a A es v; = (0,0,0,0,1,—1)". Aqui el superindice ¢ indica
matriz transpuesta, es decir, que consideramos a v; como vector columna. Por otro
lado, se demuestra que el rango de la matriz A — 2[5 es 4 , de donde la dimensién de
ker (A — 2I¢) es 2. Igualmente, el rango de (A —2I5)* es 2 , y por tanto, la dimen-
sion de ker (A — 2I)* es 4. Finalmente, se comprueba que el rango de (A — 2I)* es
1, con lo que la dimensién de ker (A — 2[6)3 es mg = 5. Esto demuestra que en la
matriz canénica de Jordan habra dos bloques correspondientes al autovalor Ay = 2,
a saber J3(2) y J2(2). Para determinar los vectores que aporta el bloque J3(2) a la
matriz P de cambio de base, sea w; € ker (A — 2]6)3 \ ker (A — 2I5), por ejemplo w; =
(0,0,1,0,0,0)". En funcién de esto, elegimos wy = (A — 2[g) wy y ws = (A — 2[6)2 wy.
En cuanto al bloque J5(2) escogemos u; € ker (A — 2I5)* \ ker (A — 2I¢), por ejemplo
u; = (0,0,1,—1,1,1)" Si ponemos uy = (A —2Is)u; = (0,0,2,—2,0,0)", entonces
la matriz de cambio de base esta dada por P = (w3, ws, wy, us, uy,vy). Se tiene que

A= PJP~! donde

21 0000 2 1.0 0 0 0
021000 2 -10 0 0 O
002000 o o1 2 1 0
000210 0o 00 -2 -1 0
000020 o o0 o0 1 1
00 0O0O0O0 0O 00 0 1 -1

por lo visto en los resultados anteriores, la solucon general del sistema estaria dada

por z(t) = Pe’'C, donde



Jt

o o o o o

- o O o o O

C1
Ca
C3
C4
Cs

Ce
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CAPITULO V
CONCLUSIONES

5.1 Introduccion

En este capitulo se presenta las conclusiones obtenidas de los resultados anteriores

en funcién de los objetivos planteados.

5.2 Conclusiones

Al realizar esta investigacion sobre la aplicacion de la forma canénica de Jordan a
la solucién de los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales, se llegb a las siguientes

conclusiones:

1. La solucién del sistema de ecuaciones diferenciales lineales Az’ = x se puede
obtener a partir de la solucién del sistema y' = Jy siempre que y(t) = P~'x(t)
sea la solucién de este ultimo sistema. La matriz J es la matriz candénica de

Jordan de la matriz A y P es la matriz de cambio de base asociada.

2. La solucién general del sistema lineal Ax’ = x se puede obtener mediante la

expresion

x(t) = Pe’'C,

siendo C' un vector columna arbitrario de R". Esta solucion involucra la matriz
de cambio de base de la forma canoénica de Jordan y el exponencial de la matriz
J de Jordan de la matriz A. Con la misma descomposicion de la Matriz A se

puede obtener la solucién de un problema de valor inicial asociado a este sistema.
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3. Finalmente, se obtuvo una expresion para la exponencial de la forma canénica
de Jordan real. Con este tultimo paso se completa el proceso de aplicaciéon de la
forma canodnica Jordan en la solicién de un sistema de ecuaciones diferenciales

lineales.

5.1. Lineas Futuras de Investigacion.

= Como linea futura de investigacion, se puede considerar la extension de este

método para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales.
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Anexo I. Presupuesto.
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En este distante se describen un resumen de los recursos econdémicos invertidos en

el proceso de realizacion de este trabajo de posgrados.

Descripcion Monto
Transporte y vidticos | 8,000.00
Fotocopias 1000.00
Materiales e insumos | 4,500.00
Imprevistos 5,000.00
Total 17,500.00
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Anexo II. Cronograma de trabajo de la investigacion.

En este distante se describen las diferentes etapas del proceso de preparacion de

esta investigacion y sus respectivas fechas de ejecucion.

Descripcion Periodos de ejecucion.
Solicitud de titulo Nobiembre 2021
Aprobacion del titulo. Diciembre 2021

Elaboraciéon y entrega del anteproyecto. | Marzo 2022

Entrega de anteproyecto corregido. Septiembre 2022

Elaboracion de capitulo IV y V. Enero 2023
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Anexo III. Simbologia utilizada.

Descripcién de simbolos matematicos.

En este apartado se describen las simbologias matematicas utilizadas en este tra-

bajo de investigacién, a los fines de facilitar la lectura y comprension de la misma.

Simbologia Significado

Ik Integral

% = q1(t, x1, T9, ... 1y) sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden.
o b Matriz.

c d

et Matriz exponencial.

C Conjunto de niimeros complejos.

# No es igual.

€ Pertenece a.

0 Conjunto vacio.

N Interseccion.

U Unién.

% Derivada.

X' =AX Sistema homogéneo.

Z = F(x,y) Funcién de dos variable.

A Matriz constante.

% Derivada parciales.

x’ Ecuacién diferencial de primer orden.

C Vector columna de constantes arbitrarias.
1 Intervalo.

X'=AX + f(x)

Sistema lineal no homogéneo.

Pertenencia.
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Diferente
Cuantificador universal.
Valor absoluto.
Derivada parcial.
Matriz de Jordan.
Escalar.

Espacio normado
Limite de la sucesién.
Sumador.

Vector.

Menor o igual.

Mayor o igual.



