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RESUMEN

La presente tesis aborda el estudio de las funciones de variacién acotada, con un en-

foque en la extension de su concepto, el andlisis de sus propiedades y su caracterizacion

sobre conjuntos fractales.

La metodologia utilizada se fundamentd en un disefio no experimental y transversal,

con un enfoque explicativo-descriptivo, aplicando para esto el método analitico-deductivo.

En primer lugar, se explora la extension del concepto de funciones de variacion acotada

a conjuntos fractales. Se demuestra que es posible adaptar esta nocion a estructuras fracta-

les, lo que permite abordar problemas en contextos no euclidianos y ampliar el alcance de

estas funciones en diversos campos de las matematicas y otras disciplinas.

Seguido de esto, se plantean las propiedades de las funciones de variacion acotada en

conjuntos fractales. Se destaca que, a pesar de su definicién no convencional, estas funcio-
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nes mantienen caracteristicas fundamentales similares a las definidas en conjuntos eucli-

dianos. Ademads, se revelan propiedades relacionadas con la naturaleza fractal.

Finalmente, se presenta una caracterizacion de las funciones de variacion acotada sobre

conjuntos fractales mediante el uso de la funcién escalonada integral y se identifican futuras

lineas de investigacion.

IX



CAPITULO 1
INTRODUCCION

1.1 Introduccion

La historia de las funciones de variacién acotada y los conjuntos fractales es in-
teresante y va de la mano con el desarrollo de la matematica moderna. Estos conceptos
surgieron como resultado de la exploracion de fendémenos mateméticos que desafiaban las
ideas convencionales y ampliaban los limites del conocimiento matemadtico. Por un lado,
el desarrollo a lo largo del tiempo de las funciones de variacion acotada se ha aplicado en
el procesamiento de sefiales y el andlisis de imdgenes, mientras que los fractales han sido
utilizados en la modelizacion de fenémenos naturales como la formacién de costas, el cre-
cimiento de estructuras bioldgicas y la generacion de imagenes realistas en computacion
grafica. Ambos conceptos han sido objeto de estudio y exploracion por parte de matemati-
cos a lo largo de la historia y hacer un breve sefialamiento de esta evolucién temporal es lo

que se persigue en este capitulo.

1.2 Antecedentes

1.2.1 Antecedentes historicos de las Funciones de Variacion Acotada

La historia de las funciones de variacion acotada se remonta a los desarrollos ma-
tematicos en el siglo XIX y principios del siglo XX y al estudio del cdlculo y el anélisis
matematico. Uno de los principales contribuyentes a este campo fue el matematico francés
Henri Lebesgue, quien introdujo el concepto de integral de Lebesgue en 1902. Su trabajo
sento las bases para el estudio de las funciones de variacion acotada. Se pueden ver detalles

de cronologia en las obras de (Jahnke, 2003) y (Stein y Shakarchi, 2005).

Una funcién de variacion acotada es una funcion real que tiene una variacion total
finita en un intervalo determinado. La variacion total de una funcién en un intervalo es la
suma de las diferencias absolutas entre los valores de la funcién en puntos sucesivos. En

otras palabras, mide cudnto varia la funcion en un intervalo dado.



El concepto de funcién de variacién acotada se origind a finales del siglo XIX y
principios del siglo XX, con el trabajo de matematicos como Emile Borel, Harald Cramér
y Norbert Wiener. Estos matematicos investigaron las propiedades de las funciones de va-
riacién acotada en el contexto del andlisis funcional y la teoria de la medida. De igual ma-
nera también se vid enriquecido con con el trabajo de matematicos como Augustin-Louis
Cauchy y Bernhard Riemann en el campo del andlisis matematico. Estos ultimos estudia-
ron las propiedades de las funciones que tenian una variacion limitada en un intervalo dado.

(Mejia, 2017).

Este concepto fue desarrollado para proporcionar una generalizacion del concepto
de funcidn continua. Mientras que una funcidn continua puede tener variaciones infinitas
en un intervalo, una funcidén de variacién acotada tiene una variacion total finita. Esto es
util en muchos contextos, como el andlisis de series de Fourier, la teoria de la medida y la

teoria de probabilidad.

En el siglo XX, el estudio de las funciones de variacion acotada se expandi6 ain
mas con el desarrollo de la teoria de funciones de una variable compleja y la teoria del
potencial y se realizaron numerosas investigaciones en el campo de las funciones de va-
riacién acotada. Matemdticos como Stefan Banach, Stanislaw Saks y Laurent Schwartz
hicieron importantes contribuciones al estudio de estas funciones y su relaciéon con otros

conceptos matematicos, como las medidas y la teoria de la integracion.

En la actualidad, las funciones de variacion acotada siguen siendo un tema de inves-
tigacion activo en matematicas y tienen aplicaciones en diversos campos, como el andlisis
funcional, la teoria de la probabilidad y la teoria de la informacién. Estas funciones propor-
cionan una herramienta util para analizar el comportamiento de las funciones en términos

de su variacion y continuidad.



1.2.2 Antecedentes historicos de los Conjuntos Fractales

En el trabajo de Rodriguez (1995), se puede encontrar un recorrido historico com-
pleto sobre los fractales. Este inicia hablando de la teoria de los fractales y de su desarrollo

cronoldgico haciendo las siguientes anotaciones:

Los origenes de la teoria de fractales se remontan al siglo XIX con las ideas de
Henri Poincaré y la misma se ha nutrido de la matemaética (N. Wiener, B. Mandelbrot, L. F.
Richardson) de la fisica (J.B. Perrin) y de otras disciplinas tan diversas que quedan conte-

nidas en los trabajos de B. B. Mandelbrot.

Jean Baptiste Perrin fue uno de los cientificos que observaron y publicaron con res-
pecto a objetos familiares de forma irregular o interrumpida y se puede ver expresada en su

obra Les Atomes:

“...s1 bien las funciones derivables son las mas simples, las mds faciles de manejar,
constituyen a su vez, la excepcion, o bien, si se prefiere un lenguaje geométrico, las curvas
que no admiten tangente son la regla, y las curvas regulares, tales como el circulo, son casos
interesantes, pero particulares. Y como ocurre la mayoria de las veces, aquellas personas
que se les habla de curvas sin tangente o funciones sin derivada piensan que la naturaleza

no presenta tales complicaciones y que no nos sugiere esas ideas”.

En la realidad experimental si se mira a través de un microscopio, se observa el
movimiento browniano que agita cualquier pequefia particula en suspension en un fluido
y se quiere una tangente a su trayectoria, se tendria que encontrar un limite, por lo menos
aproximado, a la direccioén de la recta que une las posiciones de dicha particula en dos
instantes sucesivos muy proximos. Ahora bien, hasta donde permita llegar la experiencia,
esta direccion varia localmente cuando se disminuye el tiempo transcurrido entre ambos

instantes”. (Perrin, 1913).



Mas adelante Norbert Wiener alrededor de 1920 retoma las ideas de Perrin y los usa
para la construccién de su modelo probabilistico del movimiento browniano. Los trabajos
de Wiener fueron la principal motivacién para la creacion de los objetos fractales y ya para
1967 estos se transformaron en una nueva disciplina llamada geometria fractal. Luego Le-
wis Fry Richardson estudiaria la variacion de la longitud aproximada de las fronteras entre

dos paises, aunque en su momento no obtuviera la atencién que merecia.

Finalmente, se tiene a Benoit B. Mandelbrot quien es considerado como el padre de
la geometria fractal. En su libro “The Fractal Geometry of Nature 1982” se citan decenas
de referencias que influyeron al desarrollo del concepto de fractal. Dichas publicaciones
datan de 1951 a 1986. Mandelbrot es un experto en la aplicacion de la probabilidad y
la estadistica a problemas concretos y reales en dreas tan diversas como termodindmica,
sistemas de comunicacidn, teoria de la informacién, economia, psicologia, climatologia,

cosmografia, mecédnica de fluidos e ingenieria de materiales. (Rodriguez, 1995).

1.2.3 Antecedentes académicos de Funciones de Variacion Acotada y Conjuntos Frac-

tales

Las funciones de variacion acotada y los conjuntos fractales tienen una base académi-
ca sdlida y han sido objeto de estudio por parte de matematicos y cientificos durante déca-

das.

Bridges (2000) publica “A constructive look at functions of bounded variation”
(Una mirada constructiva a las funciones de variacion acotada) donde se examinan las
funciones con variacion acotada con las matematicas constructivas de Bishop y se muestra
que la propiedad de tener una variacion es hereditaria hacia abajo en intervalos compactos
y, por lo tanto, que una funcién de valor real f con una variacién en un intervalo compacto
puede expresarse como una diferencia de dos funciones crecientes. Ademds, si f es se-
cuencialmente continua, entonces la funcion de variacién correspondiente, y por lo tanto la
propia f, es uniformemente continua. De igual manera Dévila (2002) hace su divulgacion

sobre la pregunta abierta propuesta por Bourgain, Brezis y Mironescu de si toda funcion



de variacién acotada en el plano se puede escribir como la diferencia de dos funciones de

variacion acotada con valores en la recta real concluyendo que si es posible.

Los conjuntos fractales también han sido estudiados, tal como lo muestran las in-
vestigaciones de Restrepo, Mesa y Arango (2001) sobre Conjuntos Fractales en el tiempo
y en el espacio donde se exponen dos modelos de conjuntos fractales: el ruido fraccional
Gaussiano (rfG) y el movimiento fraccional Browniano (mfB) y el método de sintesis es-

pectral (MS) y el método de Davies Hart (DH) para generar dichos conjuntos.

También se tiene el trabajo presentado por Dragomir (2014) donde proporciona un
complemento de la desigualdad de Ostrowski para funciones de variacion acotada y apli-

caciones.

En el trabajo de tesis de Toro (2014), se presenta una investigacion exclusiva de los
fractales matematicos desde su concepcion historica hasta las aplicaciones de la dimension
fractal, entre las que resalta la comprension de imdgenes, el arte fractal, la dimension frac-

tal en la cromatina y el andlisis de la estructura dsea.

Aistleitner et al., (2016) presentaron su articulo titulado “On functions of bounded
variation” (Sobre funciones de variacién acotada) donde se da una respuesta afirmativa
a la pregunta abierta de si cada funcién de variacion acotada de Hardy-Krause es Borel
medible y tiene una variacion D-acotada. Ademds, muestran que el espacio de funciones

de variacion D-acotada se puede convertir en un dlgebra de Banach conmutativa.

1.3 Planteamiento del problema

La teoria de fractales ha ganado gran relevancia en las tltimas décadas, ya que pro-
porciona herramientas poderosas para describir y analizar estructuras complejas presentes
en diversos campos cientificos. Los conjuntos fractales son estructuras matematicas que
exhiben propiedades geométricas y topoldgicas interesantes, como la autosimilitud y la

dimension fractal, las cuales permiten modelar de manera efectiva una gran variedad de



fendmenos naturales y matemaéticos que presentan patrones recurrentes en diferentes esca-

las, ademds de ofrecer una cuantificacion de su grado de complejidad.

Por su parte, las funciones de variacion acotada son fundamentales en multiples
areas de las matematicas, tales como el andlisis de una variable real, las ecuaciones dife-
renciales y la probabilidad. Estas son particularmente utiles porque facilitan el tratamiento
de las discontinuidades de una funcién, y el andlisis de fendmenos que implican cambios
bruscos, permitiendo asi simular el comportamiento de fendmenos complejos presentes en

la naturaleza.

Las funciones de variacion acotada generalmente se definen en intervalos reales,
es decir, subconjuntos de nimeros reales. Sin embargo, existen estructuras complejas que
no pueden ser tratadas considerando como dominio este conjunto nimerico. En tal senti-
do, este estudio pretende enlazar las fundamentaciones y caracteristicas de las funciones
de variacion acotada definidas sobre conjuntos fractales, por medio de la pregunta: ;como

analizar las funciones de variacion acotada en conjunto fractales?

Esta interrogante se responderd por medio de las siguientes cuestionantes:

1. (Como se puede extender el concepto de funciones de variacion acotada a conjuntos

fractales?

2. (Cémo se pueden analizar ciertas propiedades de las funciones de variacion acotada

en conjuntos fractales?

3. (Como se caracterizan las funciones de variacion acotada sobre conjuntos fractales?

1.4 Justificacion

Las funciones de variacién acotada son herramientas matematicas utilizadas para
medir el cambio en una funcién a medida que se recorre un intervalo. Los conjuntos fracta-
les, por otro lado, son objetos geométricos altamente complejos y fascinantes que se carac-

terizan por exhibir autosimilitud a diferentes escalas. La combinacién de ambos conceptos



abre un campo de estudio interesante y desafiante que puede proporcionar una comprension

mads profunda de la estructura y el comportamiento de las funciones en contextos fractales.

Se pueden destacar varios aspectos de importancia en el estudio de estas funciones
y los fractales, uno de ellos es la contribucién al conocimiento matematico, ya que in-
vestigar las funciones de variacién acotada sobre conjuntos fractales puede brindar nuevas
perspectivas y avances en la teoria matemaética de fractales y andlisis funcional. Un segundo
aspecto tiene que ver con las aplicaciones précticas, por ejemplo, en el andlisis de datos, las
funciones fractales pueden ser utilizadas para modelar y analizar patrones complejos, co-
mo series temporales o imagenes. Entender como se comportan las funciones en conjuntos
fractales puede proporcionar herramientas poderosas para el procesamiento y la interpreta-
cién de datos en diversas disciplinas. De igual manera, los trabajos enfocados en fractales
y funciones de variacion acotada contribuyen al conocimiento matemadtico de estas areas

que estian poco exploradas.

1.5 Objetivos

1.5.1 Objetivo general

Analizar las funciones de variacion acotada sobre conjuntos fractales.

1.5.2 Objetivos especificos

1. Extender el concepto de funciones de variacion acotada a conjuntos fractales.

2. Analizar diversas propiedades de las funciones de variacién acotada en conjuntos

fractales.

3. Caracterizar las funciones de variacioén acotada sobre conjuntos fractales.

1.6 Alcance y limites

El desarrollo de esta investigacion se centrd en el contexto de las Matematicas Pu-

ras, ya que estuvo enfocada en caracterizaciones y andlisis de propiedades topoldgicas, es-



pecificamente de las funciones de variacién acotada, cuando el dominio de las mismas son
conjuntos fractales. Esto supone, que la presente propuesta investigativa no contemplé la
generacion de fractales mediante algin método iterativo, que aunque plantee implicaciones

précticas interesantes, los resultados estan centrados en condiciones puramente tedricas.



CAPITULO 11
MARCO REFERENCIAL

2.1 Introduccion

La investigacion de las funciones de variacion acotada y los conjuntos fractales ha
implicado un papel fundamental en el andlisis y la descripcion de fenémenos complejos
en diversas dreas del conocimiento. A continuacidn, se presenta un marco referencial para
comprender estos conceptos y la relacién que guardan entre ellos. Las funciones de va-
riacion acotada permiten medir y cuantificar la variabilidad de una funcién en diferentes
intervalos, mientras que los conjuntos fractales son estructuras geométricas que exhiben
propiedades de autosimilitud y una dimensién fractal no entera. Este capitulo tiene como

objetivo proporcionar una base para comprender y aplicar estos conceptos.

2.2 Marco teodrico

2.2.1 Conceptos basicos sobre funciones

Definicion 2.2.1 (Funcioén) La definicion de funcién puede variar ligeramente segtn dife-
rentes autores o contextos matematicos. A continuacion, se presentan algunas definiciones

de funcién segun distintos autores reconocidos en el campo de las matemaéticas:

1. Definicién de funcién segin (Georg Cantor, 1883): Una funcién es una correspon-
dencia entre dos conjuntos A y B, que asigna a cada elemento a en A un tUnico

elemento b en B.

2. Definicién de funcién segtin (Richard Courant y Fritz John, 1999): Una funcién f es

una regla que asigna a cada nimero real x en un conjunto D (el dominio) un nimero

real y = f(x).

3. Definicién de funcién segun (Serge Lang, 1983): Una funcién es una relacion entre
dos conjuntos, en la cual, para cada elemento del dominio, se le asigna un tnico

elemento del codominio.
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4. Definiciéon de funcién segtin (Kenneth H. Rosen, 2004): Una funcién f de un con-
junto A a un conjunto B es una regla de correspondencia que asigna a cada elemento

x en A un tnico elemento y = f(z) en B.

Definicion 2.2.2 (Funcién continua) Una funcién f(x) definida en un intervalo abierto
(a, b) se dice que es continua en un punto ¢ perteneciente al intervalo (a, b) si se cumple lo

siguiente:
1. El limite de f(z) cuando x tiende a c existe, es finito y es igual al valor de f(c).

2. El limite de f(x) cuando x tiende a ¢ por la izquierda es igual al limite de f(x)

cuando z tiende a c por la derecha.

En otras palabras, una funcién f(x) es continua en un punto c si los valores de la
funcion se acercan cada vez mas a f(c) a medida que los valores de x se acercan a ¢ desde
ambos lados del punto. Ademads, se dice que una funcién f(z) es continua en un intervalo

si es continua en cada punto del intervalo.

Definicion 2.2.3 (Funcién monétona) Sea f una funcion real definida en un subconjunto

S de R. Entonces f es creciente (o no decreciente) en .S si para todo par de z e y de .5,

x <y implica f(z) < f(y).

Siz < yimplica f (z) < f (y), entonces f se llama estrictamente creciente sobre
S. ( Las funciones decrecientes se definen andlogamente). Una funcién se llama monétona
en S si es creciente o decreciente en S. Si f es una funcidn creciente, entonces — f s una

funcidén decreciente. (Apdstol, 1996).

Definicion 2.2.4 (Funcion acotada superiormente) Una funcion f esta acotada superior-
mente si existe un nimero real k tal que para toda x es f(z) < k. El nimero k se llama

cota superior.

Definicion 2.2.5 (Funcion acotada inferiormente) Una funcion f esta acotada superior-
mente si existe un ndmero real £’ tal que para toda x es f(x) > k’. El nimero £’ se llama

cota inferior.
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Definicion 2.2.6 (Funcién acotada) Una funcion estd acotada si lo estd superior e infe-
riormente. k' < f(z) < k.
2.2.2 Funciones de Variacion Acotada

Definicién 2.2.7 (Funciones de Variacion Acotada) Si [a, b] es un intervalo compacto, un
conjunto de puntos

P = {l’o,l’l,"' 7xn}7

que satisfaga las desigualdades
a=x0< Ty < Tp_1 <xp,=0>0,

se llama particion de [a, b]. El intervalo [zj_1, x| se llama k-ésimo subintervalo de Py se

escribe Axy = x,—x5_1, conlo que Z Axyp = b—a. Lacoleccion de todas las particiones

k=1
se designard B|a, b|. (Mejia, 2017).
Definicion 2.2.8 Sea f definida en [a,b]. Si P = {xg,x1, -+ ,x,} es una particién de
[a,b], se escribird Afy, = f(zg) — f(xk-1), para k = 1,2,...,n. Si existe un nimero
positivo M tal que

STIAfI <M

k=1

para toda particion [a, b|, entonces se dird que f es de variacion acotada.

Teorema 2.1 Si f es monétona en [a, b], entonces f es de variacion acotada en [a, b].

(Apostol, 1996).

Demostracion 2.2.1 (Quintero, 2013) Se considerarad cuando f es creciente, P una parti-
ci6én de [a,b], xy_1, xx € P, entonces xy_1 < xj. Luego: f(zx_1) < f(xy). Notar que
a < b, asi f(a) < f(b), por lo tanto f(b) — f(a) > 0, ademas 0 < |f(b) — f(a)| <
2[f(b) = f(a)|. Sea 2[f(b) — f(a)| = M.

Luego:
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S AF(w)] = 32 1fe0) ~ Flren = (o) = Flaw) + (7o) = ) +
+(Fner) = Fon2) + () = 1)) = =) + Fo) = ) = a0
= 1)~ f(@) S 210) ~ f(a)| = M.

Por lo tanto: Y _ |Af(z)| < M.
k=1

Definicion 2.2.9 (Variacion Acotada) Se denota por R*Y 3 Ja coleccidn de todas las fun-

ciones u : [a,b] — R.

Definicion 2.2.10 (Variacién de Jordan) Sean v : [a,b] — R una funcién y una particién

Tia=1t <---<t, = bdelintervalo [a,b], se definen

o) = 01(0,m) 1= 3 Ju(t55) = w (1)

V(u) =V (u;]a,b]) := sup (u, )

donde el supremo se considera sobre todas las particiones 7 del intervalo [a, b]. V (u; [a, b])
se denomina variacion en el sentido de Jordan (o simplemente variacién) de la funcién u
en el intervalo [a, b]. Si V (u; [a, b]) < oo, se dice que la funcién u tiene variacién acotada

o finita en el intervalo [a, b].

La clase de las funciones de variacion acotada se denotara por BV ([a,b] ,R) o de

una manera mds abreviada BV ([a, b]).

2.2.3 Propiedades de Funciones de Variacion Acotada

A continuacion, se presentan varias propiedades de las funciones de variacién aco-
tada y las demostraciones de cada una de ellas. Estas propiedades permiten darle una es-

tructura de espacio normado a la clase BV [a, b] de funciones de variacion acotada.
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Proposicién 2.2.1 Para u € BV [a, b] se cumplen las siguientes propiedades:
a) V (u;]a,b]) > 0.

b) V (u;[a,b]) = 0'siy solo siu = cte.

¢) V (u;[a,0]) =V (—u; [a, b]).

d) |u(a) —u(b)] <V (u;[a,b]).

€) llullo < lu(a)l +V (u;[a, b]).

£) Viutwila, b)) <V (ua,b]) +V (v;[a, b]).

g) Cada funcién monétona u pertenece a BV [a,b] con V' (u; [a,b]) = |u (a) — u (b)|. (Ba-

rrantes, 2010).

Demostracion 2.2.2 Propiedad (a) En primer lugar, por definiciéon del médulo se tiene

que |u (t;) — w (t;—1)| > 0 para cualquier j = 0,1,--- ,nconn € N, por lo tanto

V (w0, b)) = sup S fu (t) — w (t1)] = 0,

j=1
donde el supremo es considerado sobre todas la particiones H ta =1 <t <

-+« < t, = bdel intervalo [a, b].

Demostracion 2.2.3 Propiedad (b) Suponga que:
V (u;[a,b]) = sup Y _ |u(t;) — u(t;—1)| = 0, entonces por la definicién de variacién aco-
[T j=1

tada se tiene que

V (s [a.b]) = sup 3. Ju () — u (ty-0)] > 0,

j=1
donde el supremo es considerado sobre todas las posibles particiones H ra=ty <

-+« < t, = b, del intervalo [a, b].
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En consecuencia, considerando z € [a, b] y la particién
H:a:t0<t1:x<t2:b,
T

resulta que

ju(z) —u(a) =0y |u(b) —u(z)]=0;

por lo tanto

u(a) = u(x) = u(b) paratodo z € [a,b,

y de esta manera se obtiene que u es constante en [a,b]. Reciprocamente si © = ¢ es

constante, obtenemos que V' (u; [a, b]) = 0.

Demostracion 2.2.4 Propiedad (c¢) Consideremos u € BV [a, b]. Entonces,

V(=u;[a,b]) = sup 35y [(—u () — (—u (t;-1))|
[I

= sup ; w(t;) —u(tj—1
w Z:] (u (t;) = u(tj-1))]
= sup u(t;) —u(lj—1
HZ::\ (t) = u (tj-1)]
=V (u; [a, b]).

Demostracion 2.2.5 Propiedad (d) Consideremos la particién [],; definida por [[,, :

a =ty < t; = bdel intervalo [a, b] y la definicion de variacién se tiene que

u(b) = ula)] <V (u; [a, b]).

Demostracion 2.2.6 Propiedad (e) Supongamos que u € BV [a,b],t € (a,] y considere-

mos la particién

H =tg<ti =t <ty=0.
t

Entonces, de la definicidn de la nocién de variacion acotada se deduce que

u(t) = w(a)] + [u(b) = u@)] <V (u; [a, b]).
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A,
u(t) = u(a)| <V (u;[a, b]).
y en consecuencia
u(t)] < [u(a)] +V (u; [a, B]).

Luego la funcién u es acotada y ademas

lull o = Sup u(t)] < lu(a)] +V (u; [a, b]).

Demostracion 2.2.7 Propiedad (f) La variacion es subaditiva, es decir,
V (u+v;a,b]) <V (u;[a,b]) +V (v;]a,b]),

YV u,v € BV|a,b| para u,v : [a,b] — R.

En efecto, para u,v € BV |[a, b] se considera

n

V(u+to;fa,b]) =3 [(u+v) () = (ut0) ()]

j=

[y

Il

lu(t;) +v(ty) —u(tja) —v(tj1)|

<
Il
—

|

[(u(t;) —u(tj—1)) + (v(t;) —v(tj-1))|

<
I
—

IA
[M]=

510 (1) = b))+ 3|0 8) = v (1,-0)
V (u;[a,b]) +V (v;[a, b)) .

Demostracion 2.2.8 Propiedad (g) Cada funciéon mondtona (u;[a,b]) — R pertenece a

BVia,b]y
V (u; [a,0]) = [u(b) — u(a)].

En efecto, la funcion (u; [a, b]) — R es monétona creciente. Entonces,
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- Z(u (t;) — u(t;))
= u(b) — u(a)

Asi,
V(u) =u(b) —u(a) = |u(b) — u(a)].

Ahora, si la funcion u; [a,b] — R es mondtona decreciente. Usando el mismo ar-

gumento anterior se obtiene que la variacion es:

V() = ufa) —u(b) = |u(a) — u(b)| = |u(b) — u(a)].

Lo cual concluye la demostracion.

2.2.4 Variaciones en Funciones de Variacion Acotada

Wiener (1924), generaliza el concepto de variacién acotada dado por Jordan, hoy
es conocido como p -variacioén acotada en el intervalo [a; b]. Trece afios mds tarde, Young
(1937) generaliza la nocién de Wiener al caso de ¢ -variacion acotada en el intervalo [a; b],

donde ¢ es una ¢ -funcion.

Definicion 2.2.11 (¢ -funcioén) Se dice que la funcién ¢ : [0; 1) — [0; 1) es una ¢ funcién

si satisface las siguientes condiciones:
a) ¢ es continua en [0; +00),
b) (t) = 0solo parat = 0,

¢) (t) = oo cuando t — oo,
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d) ¢ esno decreciennte (1 < to = @(t1) < (t2)).

Definicion 2.2.12 (Variacién total) La variacion total de f en [a, x] donde a < x < b, se

define por

Tr(a,x) = sup 300, |F(t;) — F(t;-1)],
donde el sup esta sobre todas las particiones de [a, x]. (Stein y Shakarchi, 2005).
Definicion 2.2.13 (p - variacion) La variacion p - variacion de una funcién f en el interva-

lo [a, b] denotada por V?( f)? segiin Mejia (2017), se define como la suma de las diferencias

absolutas elevadas a la potencia p:
Vab(f)p =X | f(z:) = fziz)]

Definicion 2.2.14 (D - variacion) La variacion D - variacion de una funcion f en el in-
tervalo [a, b] denotada por Vp[a, b](f), se define como la suma de las distancias entre los

valores de la funcién en el intervalo, considerando una particién del intervalo:

Vpla,b)(f) = X d(f(z:), f(xi-1)).

donde la suma se toma sobre todos los puntos de una particién del intervalo [a,b], y d

representa la distancia entre los puntos. (Mejia, 2017).
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2.2.5 Fractales

Definicion 2.2.15 (Conjuntos) El concepto de conjuntos es fundamental en matematicas
y puede ser pensado como una coleccién de objetos llamados miembros o elementos del
conjunto. En general, a menos que se especifique lo contrario, se denota un conjunto con
letras maytsculas como A, B, X, S, etc., y los elementos con letras mintdsculas como a, b,
X, etc. Si un elemento pertenece a un conjunto se escribe a, b € S. Si a no pertenece a S' se

escribe a ¢ S. Sindnimos de conjunto son clase, coleccion y agregado. (Spiegel, 1990).

Definicion 2.2.16 (Fractal) Un fractal es un subconjunto de R™ cuya dimensién de Haus-

dorff es estrictamente mayor que la dimension topoldgica. (Mandelbrot, 1982).

Un fractal ideal es una figura geométrica que los matematicos crean por medio de
un algoritmo iterativo o regla repetitiva que tiene una forma, bien sea sumamente irregular,
bien sumamente interrumpida o fragmentada, y sigue siendo asi a cualquier escala que se
produzca el examen. Los fractales matemédticos cumplen con la propiedad de autosimilitud.

(Rodriguez, 1995).

Un fractal, creado originalmente por Benoit B. Mandelbrot, consiste en fragmentos
geométricos con orientacion y tamafio variables, pero que exhiben una apariencia similar.
Los detalles de un fractal a una determinada escala se asemejan (aunque no necesariamente
son idénticos) a las estructuras visibles en escalas mayores o menores. Se ha comprobado
que son estadisticamente equiparables, lo cual implica que si se mide alguna propiedad,

como la irregularidad, los valores promedio y la desviacion estandar son idénticos.

Definicion 2.2.17 (Autosimilitud) La propiedad de autosimilitud es una caracteristica fun-
damental de los fractales. Se refiere a la capacidad de un fractal para exhibir patrones simi-
lares a diferentes escalas. Esto significa que cuando se observa un fragmento de un fractal,
se pueden encontrar patrones similares a medida que se amplia o reduce la escala de obser-

vacion.
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En otras palabras, un fractal muestra una estructura interna repetitiva que se replica
a si misma a diferentes niveles de detalle. Cada parte del fractal es una version reducida
o ampliada del todo, conservando la misma forma o estructura basica. Esto da lugar a la
autosimilitud, donde los detalles se repiten a diferentes escalas. Un ejemplo clésico de

fractal autosimilar es el conjunto de Mandelbrot.

2.2.6 Conjuntos Fractales

Definicion 2.2.18 (Fractales Geométricos) Los fractales geométricos son objetos ma-
tematicos que exhiben autosimilitud en su estructura. Se caracterizan por tener fragmentos
o partes que se asemejan a la forma total del objeto, pero en diferentes escalas. Estos frag-

mentos se repiten de manera recursiva, creando patrones complejos y detallados.

Los fractales geométricos se construyen utilizando algoritmos matemdticos y son
representados graficamente en forma de imégenes o figuras tridimensionales. Cada parte
del fractal es una version reducida o ampliada del objeto completo, manteniendo las mis-

mas caracteristicas y patrones a diferentes niveles de detalle.

Un ejemplo icénico de fractal geométrico es el conjunto de Mandelbrot, donde la
forma general del conjunto se repite a diferentes escalas y regiones dentro de si mismo.
Otros ejemplos incluyen el tridngulo de Sierpinski, el helecho de Barnsley y la curva de

Koch.

Estos fractales geométricos tienen propiedades fascinantes, como perimetros y areas
infinitos, asi como detalles cada vez més intrincados a medida que se amplian. Debido a
su naturaleza autosimilar y su belleza visual, los fractales geométricos han capturado el
interés tanto de los matematicos como de los artistas, y se han utilizado en campos como la
generacion de graficos por computadora, la teorfa del caos y la modelizacion de fendmenos

naturales.
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2.2.7 Dimension topologica

Definicion 2.2.19 Segin la definicién dada por Afonso (2018), la dimensién de Hausdorff

de un conjunto ' C R" se define como:
dimg(F)=inf{s > 0: H*(F) =0} =sup{s > 0: H*(F) = oo}
Si se considera que sup () = 0, se tiene:

oo si0<s<dimg(F)
H(F) =
0 sis>dimg(F)

Cuando s = dimg (F), la medida de Hausdorff H*(F") puede tomar los valores de 0, oo, 0

0 < H(F) < 0.
Proposicion 2.2.2 La dimension de Hausdorff satisface las siguientes propiedades:
1. Si E C F entonces dimy (F) < dimy(F') (Monotonia).

2. Si{F;},~, es una sucesion de subconjuntos de R". Entonces

dimpy (U E) = sup {dimy (F;)} (Estabilidad numerable).

i=1 1§i<00

3. Si F' C R" es numerable, entonces dimy (F') = 0 (Dimensién de conjuntos numera-

bles).

4. Si F C R" es abierto, entonces dimy (F') = n (Dimension de conjuntos abierto).

Definicion 2.2.20 Un subconjunto no vacio S de R" tiene dimension topoldgica k si cada
punto de éste tiene entornos arbitrariamente pequefios cuyas fronteras intersectan .S en un

conjunto de dimensién k£ — 1, siendo £ el menor entero no negativo con esta propiedad

(Afonso, 2018).
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2.2.8 Conjunto de Cantor

George Cantor (1845-1918) fue un matematico aleman de la Universidad de Halle,
fue el fundador de lo que se conoce hoy en dia como Teoria de Conjuntos. El conjunto de
Cantor fue publicado en 1883. Dicho conjunto juega un papel importante en varias ramas
de las matematicas, especificamente en el drea de Sistemas Dindmicos Cadticos y sirve de

modelo esencial para la interpretacion de otros objetos fractales.

Se define al Conjunto de Cantor mediante la construccién inductiva en el intervalo
cerrado [0, 1]. Es decir, el intervalo cerrado [0, 1] menos su tercio medio es la union de
dos intervalos cerrado ajenos los cuales son las componentes conexas de esta diferencia.
Se denota por T'(B) al tercio medio de un intervalo cerrado. El conjunto de Cantor es
definido como Ia interseccién de la sucesion decreciente de conjuntos cerrados definida
recursiva como sigue: Fy = [0,1] y para cada nimero natural entonces n < 1, £, =

E,_1 U{T(B) : B es componente de F,,_; }. (Sanchez, 2005).

2.2.9 Conjunto de Mandelbrot

El conjunto de Mandelbrot estd considerado como el objeto geométrico mas com-
plicado creado hasta el momento por el hombre. La frontera que delimita este objeto en
el plano complejo es fractal. Este conjunto fue descubierto por primera vez a finales de la
década del 70, por Benoit B. Mandelbrot cuando trabajaba en el Centro de Investigacion
Thomas J. Watson. Con este, se pueden generar imagenes fractales, las cuales son aquellas

que se repiten de forma indefinida, pero a una menor escala (Mandelbrot, 1983).

Por sus particularidades, este conjunto tiene aplicaciones en el campo de la inge-
nieria y la ciencia de la computacion, principalmente en la creaciéon de algoritmos crip-
togréficos y el andlisis de criptosistemas basados en caos. Esto permite mejorar la segu-
ridad en los algoritmos simétricos y de clave puiblica mediante un nuevo enfoque para la
generacion de claves de cifrado en un criptosistema, basado en propiedades de los nimeros

en el plano complejo (Alia y Samsudin, 2007). Por lo caético del proceso de generacion de
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estos numeros, se hace dificil predecir la estructura de la clave generada, lo que hace que
el criptosistema obtenido sea més eficiente al generar la clave y mas seguro (Toledano, O.

etal., 2019).

2.2.10 Triangulo de Sierpinski

Otro fractal clasico es 40 afios mds joven que el conjunto de Cantor. Dicho fractal

fue introducido por el gran matematico polaco Waclam Sierpinski en 1916.

Para la construccion del triangulo de Sierpinski se procedera de la siguiente manera.
Dado un triangulo equilatero, se aplica la siguiente regla: coléquense tres reducciones a la
mitad de la original en los extremos de dicho tridngulo. Si se vuelve a hacer uso de la mis-
ma regla se obtiene una ordenacion triangular de tres ordenaciones triangulares reducidas,
y asi sucesivamente. Al cabo de seis repeticiones o iteraciones se empieza a observar con
claridad la figura que caracteriza a este ejemplo. Se denominara figura limite, ya que se
trata de un valor frontera matemaético (el limite) resultante de la sucesion infinita de repeti-

ciones de la regla sobre una determinada figura original. (Rodriguez, 1995).

Toro (2014) crea el conjunto de otra manera: parte de un tridngulo equilétero de lado
1 (se puede utilizar para cualquier lado) al que se llamard Sj. Se representa en el conjunto S
un nuevo tridngulo, cuyos vértices son los puntos medios de los lados del conjunto Sy, por
lo tanto se obtienen cuatro tridngulos equildteros (de tamafio % del tridngulo del conjunto
Sp) y se elimina el tridngulo central, obteniendo el conjunto S;. Para crear el siguiente
conjunto, en cada uno de los tridngulos del conjunto 51, se representa un nuevo tridngulo,
cuyos vértices son los puntos medios de los lados del conjunto .Sy, por lo tanto se obtiene en
cada tridngulo del conjunto S cuatro tridngulos nuevos, se eliminan los tridngulos centrales
y se obtiene el conjunto Ss, formado por nueve tridngulos. Aplicando el procedimiento

anterior k veces, se obtiene el conjunto S, tal como se muestra en el anexo 1, figura 3.
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2.2.11 Conjunto de Julia

Los conjuntos de Julia, asi llamados por el matematico Gaston Julia, son una fa-
milia de conjuntos fractales que se obtienen al estudiar el comportamiento de los ndmeros
complejos al ser iterados por una funcién holomorfa. El conjunto de Julia de una funcién
holomorfa f esta construido por aquellos puntos que bajo la iteracion de f tienen compor-

tamiento “caético”. El conjunto se denota J( f). (Toro, 2014).

2.2.12 Curva de von Koch

Helge von Koch fue un matematico sueco quien, en 1904, introdujo lo que ahora se
conoce como curva de von Koch; también conocida como curva copo de nieve o isla de von
Koch. Existe un método para la construccion geométrica simple de la curva de von Koch.
Se empieza con una linea recta, este es el objeto inicial y es llamado el iniciador. Luego
se corta en tres partes iguales; se reemplaza la parte central por un tridngulo equilatero y
se toma esa parte como base. Esto completa la construccion basica. Una reduccion de esta
figura, hecha de cuatro partes, serd reusada para el siguiente estado. A esto se le llama el
generador. Asi, ahora se repite tomando cada uno de los segmentos iniciales del generador
y se vuelve a duplicar el proceso. En la figura 5 del anexo 1 se presenta la construccién de

este fractal matematico. (Rodriguez, 1995).
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CAPITULO 111
DISENO METODOLOGICO

3.1 Introduccion

En este capitulo se presenta una descripcion de los componentes metodoldgicos que
guiaron el proceso de elaboracion de este proyecto de investigacion, cuyo objetivo general
planted analizar las funciones de variacion acotada en conjuntos fractales. Para esto, se hace
referencia del método, disefio, tipo, enfoque y procedimientos requeridos para el desarrollo

de la misma.

3.2 Marco Metodolégico

3.2.1 Diseiio de la investigacion

Dada la naturaleza de los conjuntos fractales y las funciones de variacion acotada,
esta investigacion estuvo fundamentada en un disefio no experimental, porque se procurd
describir y analizar propiedades de las funciones de variacion acotada, sin manipular el
estado natural de las variables objeto de estudio. Paralelamente, se utiliz6 un disefio trans-
versal ya que las propiedades de estas funciones se analizaron en un momento especifico,
para evitar la variabilidad que podria generar el cambio a lo largo del tiempo (Hernandez-

Sampieri y Mendoza, 2020).

3.2.2 Tipo de investigacion

Esta tesis fue de tipo explicativa-descriptiva, ya que estd centrada en proporcionar
una caracterizacién de cémo estan definidas estas funciones de variacion acotada y analizar
y describir su comportamiento al aplicarse sobre los conjuntos autosimilares cuya dimen-

sion de Hausdorff es mayor que su dimensién topoldgica (Ramos-Galarza, 2020).

3.2.3 Enfoque de la investigacion

Esta investigacion asumi6 el enfoque cualitativo porque busco explorar y analizar

las funciones de variacion acotada en conjuntos cuyas propiedades topoldgicas son alta-
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mente complejas. Entender las caracteristicas inherentes y las propiedades de los conjuntos
fractales y sus funciones asociadas, que son fendmenos altamente complejos y con nume-

rosas dimensiones (Urbina, 2020).

3.3 Método de la investigacion

Este estudio se fundament6 en la aplicacion del método analitico-deductivo, pues
precisamente esta investigacion analizo las funciones de variacidn acotada en conjuntos
fractales. La utilizacion de este método se justifica en que tal como lo expresa Espinosa
(2020), parte de proposiciones generales, y luego se procede a hacer inferencias y caracte-

rizaciones en base a aspectos tedricos planteados.

3.4 Procedimientos

En este apartado se incluye una descripcion de las diferentes etapas del proceso

realizado en este trabajo de investigacion:
1. Seleccion de un tema relevante en el drea que sea viable y realizable.

2. Planteamiento del problema que se abordé en la investigacién generando preguntas

que fueron respondidas a través de la misma.

3. Establecimiento de los objetivos de la investigacion que sirvieron para guiar el traba-

jo.

4. Revision de literatura sobre el tema, incluyendo libros, articulos cientificos, tesis

anteriores y divulgaciones.

5. Presentacion del tema de investigacion ante la delegacion seleccionada para estos

fines en la Facultad de Postgrado de la UTECO.

6. Redaccion de anteproyecto de tesis siguiendo las pautas y formatos establecidos por

la institucion.

7. Revision del anteproyecto de tesis por parte del asesor.
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11.

12.
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. Entrega del anteproyecto revisado y firmado por el asesor ante la Facultad de Post-

grado.

. Recepcioén de los ejemplares del anteproyecto revisados por el jurado de metodologia,

contenido y redaccion.

Ejecucion de recomendaciones planteadas de parte de los jurados a la revision del

anteproyecto.

Aplicacion y utilizacién de las definiciones, proposiciones y demostraciones plantea-
das en el marco referencial para responder las interrogantes presentadas en el plan-

teamiento del problema de esta investigacion.

Evaluar los resultados obtenidos y emitir las conclusiones sobre estos.
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CAPITULO IV
PRESENTACION DE RESULTADOS

4.1 Introduccion

En este capitulo se estardn presentando los resultados de esta investigacion; ini-
ciando con una extension del concepto de funciones de variacion acotada definidas sobre
conjuntos fractales, seguido de distintas demostraciones de propiedades de las funciones de
variacion acotada y finalizando con la caracterizacion de las funciones de variacién acotada

sobre conjuntos fractales por medio de la funcién escalonada integral.

4.2 Extension del concepto de funciones de variacion acotada definidas sobre conjun-

tos fractales

Las funciones de variacién acotada fueron definidas en el marco referencial, que

para f : [a,b] — R debe existir un nimero positivo M tal que

S 17 )~ f ()| < M

para toda particion P = {a = zo < z; < ... < x, = b} de [a, ]].
Ahora bien, en el marco de los conjuntos fractales, se plantea la siguiente defini-
cion, la cual serd tomada como referencia para las propiedades y caracterizaciones que se

establecerdn en las demads secciones de esta presentacion de resultados.

Definicion 4.2.1 Sea o € (0,1) y 1 < p < co. Para un conjunto fractal F' y una funcién

f : [a,b] — R,y una subdivisién P,

Vﬁ’p(f, P) _ nz_:l |f (%‘H) - f(%’)|p

=0 15 (i) = Sg (z)"H
La variacién fractal p de la funcién f sobre [a, b], escrita VP(f, [a,b]), se define

como

VP (f,la,b]) = sup VP (f, P)
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donde el supremo se toma sobre todas las subdivisiones P de [a, b].

Una funcién f se dice que tiene una variacién acotada fractal p en el conjunto frac-
tal F' de orden «, si Vi'(f,[a,b]) < oo. El conjunto de todas las funciones de variacién
acotada p en F' de orden « se denotard por BV "[a, b]. La funcién de variacion fractal p se

define como v*(x) = V@ (f, [a, z]) para todo x € F.
También, si f € BV "[a, b] entonces

BVEPla,b] = sup (Z |f(zi) = flais) [P - 2 — i'fz'—1|a> :

P \i=1

4.3 Propiedades de las funciones de variacion acotada en conjuntos fractales

Las funciones de variacion acotada presentan diferentes propiedades que han sido
establecidas en términos del conjunto de los nimeros reales. En la presente seccion, se
plantearan estas propiedades pero definidas sobre conjuntos fractales de la forma R* y a

cualquier subconjunto de él. Aqui se considera
R*=Q*UJ* (ndmeros reales de tipo «).
donde0 <a <1y

7o ={0%, £1%, +£2% ... +n®, ...}

(ndmeros enteros de tipo «),

Q“:{mo‘: (5) :p7q€Z,Q7ﬁ0}

(nimeros racionales de tipo «),

Ja:{ma% (g) :p,qGZ,q%O}

(nimeros irracionales de tipo «).
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Proposicion 4.3.1 Sea0 < a <1yl < p < oo.Si F € BV "[a,b], entonces
BVgPla,b] > 0.

Demostracion Se tiene que F' € BV ""[a, b] entonces se cumple que:

n 1/p
BV;"[a,b] = sup (Z i) = flail - | = ”"’)

i=1

donde el supremo se toma sobre todas las particiones P de [a,b], y 0 < a < 1
y 1 < p < oo. Para demostrar que BV:"[a,b] > 0, se notard que dado que f estd en
BVgPla,b],lasumaen (37, | f(x;) — f(xi—1)|P - |#; — 2;-1]%) no puede ser negativa para
ninguna particiéon P, ya que las potencias p-ésimas de los valores absolutos aseguran que
todos los términos son no negativos. Ademads, 0 < o < 1 asegura que también los términos
que involucran |z; — z;_1|* son no negativos. Por lo tanto, cada término en la suma es
no negativo. Dado que la suma de términos no negativos también es no negativa, y el
supremo de nimeros no negativos siempre es mayor o igual que cero, se puede concluir

que BVy""[a,b] > 0.
Proposicion 4.3.2 Sea0 < a < 1y 1 < p < o0.Si f € BVz"[a, b], entonces
ViPla,b] = 0siy solo si F = constante.

Demostracion Dado que f € BV;"[a,b] y Vi"[a,b] = 0, existe una secuencia de parti-

ciones { P, } del intervalo [a, b] tal que

para toda particion P, = {a = zo < 1 < ... < x, = b} y algin n lo suficientemente

grande. Como f € BV "[a,b], se tiene que

n

ST 1P (a) — Flasa)|* < (z ron f(xi_1>|p) <

=1

TR
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Si se toma el limite cuando n tiende a infinito, se obtiene:

A a_ A
0< nlLIEOZ |F(z;) — F(z;-1)|* < llm —

= 3
= n—0oo np

=0.
Esto implica que

Jm 3 1F(@) = Fle)l” =0,

y, por lo tanto, F' tiene variacion nula. Dado que F tiene variacién nulay 0 < a < 1, se

concluye que F’ es constante.
Proposicion 4.3.3 Sea0 < a <1yl <p<o0.Sif € BVa"[a,b], entonces
V;7P(F7 [CL, b]) = V—ag<_F7 [a> b])

Demostracion Sea f € BV}"”[a, b]. Se desea demostrar que V" (f, [a,b]) = V(= f, [a, D]).
Para simplificar la notacién, se denota Vy = V""(f,[a,b]) y V_j = VP (—f, [a, b]).

En primer lugar, notar que la funcién — f también estd en BV;""[a,b], ya que f
cumple con la condicién de variacion acotada. Entonces, se puede escribir la variacion

acotada de — f como:

Vo= sup{zn] — flzi) = (= f(zic))|*ra=20 <21 < ... <2 = b}
i=1
zsup{zn:|f($i)—f(xi_1)|°‘:a:xo <x <... <xn:b} =V

i=1

Proposicion 4.3.4 Sea0 <a <1yl <p<oc.Si f e BV;""[a,b], entonces

(@) = fO)] < Vi (f, [a, b))

Demostracién Sea f € BV;""[a,b]. Considerando una particion finita P = {a = ¢ <

x1 < ...<x, = b} del intervalo [a, b, se tiene que:
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[f(a) = fFO)] = [f(a) = fz1) + f(z1) = f(@2) + ... + f(@n-1) = f(D)]
< |[f(a) = fl@)| + |f(21) = fl@)| + -+ [f(@n-1) = f(D)]

n

= Z ‘f(l‘z) - f(xi—l)"

i=1
Ahora, para cualquier particion P, implica que:

a
n P

Z |f(zi) = fzio)|* < (Z: | ;) — f(%l)’p)

i=1

Tomando el supremo sobre todas las particiones P, se obtiene:
|f(a)—f(b)| < sup {Z |f(z) = flei)|ra=2g <1 <...<2p = b} = Vfo"p(f, [a,b]).
i=1

Por tanto | f(a) — f(b)| < VF*"(f, [a,b]).
Proposicion 4.3.5 Sea0 < a <1yl < p < o0.Si f € BVy"[a,b], entonces
[flloe < 1f(a)] + V;""la, b].

Demostracion Sea f € BV;"”[a, b]. Para cualquier punto x en el intervalo [a, b], se tiene:

[f(@)] = [f(x) = f(a) + f(a)|
< [f(z) = fla)| + |f(a)].

Tomando el supremo sobre todos los puntos x en el intervalo [a, b, se obtiene:

£l < sup (|f(2) = f(a)] + | (a)])

z€la,b]
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Ahora, nétese que para cualquier particién P del intervalo [a, b], se tiene

> 1)~ fle)l < (z ) — f(asi_1>|p> " <o X Ifm) - fE)l
Por tanto,

sup |f(x) = f(a)| < V;™[a, b].

z€[a,b]

Finalmente, al combinar las desigualdades anteriores, se tiene que

[flloe < sup |f(z) = fla)| + [f(a)] < Vi"[a,b] + |f(a)]

z€[a,b|
4.4 Caracterizacion de las funciones de variacion acotada sobre conjuntos fractales

Teorema4.l Sea0 <a <1yl <p<a.Sife BVa?[a,b], entonces f es acotada en

la, b].

Demostracion Sea = € [a, b], entonces

< (VEP(f;[a,b]))7 (253(b)"~

Se concluye que

F(@)] < |f (@) + < (VEP(f:[a,0])7 (253(b))' ¥ para todo x € [a, b]. Por tanto, f es
acotada en [a, b].

Teorema4.2 Sea) < o < 1yl < p < . Si f € BVZ" [a,b] y ¢ € (a,b), entonces
(VEP(f5la,0]) = (Ve (f5la, o) + (VEP(f; le, b))

Demostracion Si P = {a = ¢, ..., 231 < ¢ < kg, ..., z,, = b} es cualquier particion de

la,b] y 21 < ¢ < k,, entonces



33

!f(kx)\—lf(k:x_l)l”< |f(k) = f()fF [fe)] = | f(kaer)]” '
1S3 () — Sg(ka) [P T [SE (@) — SR(e)PT SR (e) — S (k)P

de modo que

)~ @) A2 fa)] = F@P @) = P

2 Splan) — SplanP S 25 [Spom) — Spa)P T [Sean) — SEOF
FOI = )P 2 [Fn)] — @)

52(c) — 53 (ks >|“+Z|SF<xz+1> O

< (Ve (f[and])) + (VEP(f; [e,B])

lo que implica que
Vet (f;la,0]) = Ve (f; la, o) + Ve (f; e, b)) 4.1

Para demostrar la otra desigualdad, se tiene que € > 0 y se selecciona una particion
P ={a=xq,21,....,k, = c} de [a, c] para el cual

| f@a)] = [f @)l op(f. 10 o) E
2 [Siam) — Spp = VF Filed) =3

y una particién P’ = {¢ = x, T41, ..., £, = b} de [c, b] para la que

@) = @)
2 58 (ri) — S

Entonces, para la particion P U P’ de [a, b] se tiene

> VEP(fila.d]) - 5.

)] — |<xz>|p 2 ()| = ()
; |S?«“(xz+1) (xz)|p ! z:% SF("”Z-H) SJ(FX«“(%H -l
2 | flaeg)| - |<xz>| @)l = P
T Sp (i) — Sp(e) P [Si(an) — SE(e)

fOl = 1fke)l & | fwig)] — If(l’z)l
1S3 (c) — S (ko) P i Z:k |SE(wig1) — Sg(a) |7
> Ve (fila,c]) + VEP(fie,b]) — e
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Esto asegura que

Vit (fila, b)) = Ve (f;la, o) + Ve (f; e, b)) —e. 4.2)

para todo € > 0y por lo tanto que

Vi (fila, b)) = VP (f;la, ) + Ve (f; e, B]). (4.3)

De las desigualdades (4.1) y (4.2) se concluye que

Ve?(fila,b]) = VR (f;a, c]) + Ve (f; e b]).

La demostracion estd completa. Se muestra que f € AC% [a, b].

Sea f € BVy"[a,b]. Sea P = {xg, x1, ..., ,} cualquier subdivisién de [a, b]. Sea
e > 0. En el intervalo [z, 2;41], K = 0,1,...,n — 1 se puede encontrar una subdivisién
P, ={zo, 21, ...,z cont;; <ty paral =0,...,m;_; tal que

mil |f(tigga)] — | f(ti0) £ o
=0 (S%’(ti,l—l-l) - S%(ti’l»p— n -

esto sigue

n—1 n—1
Z Vi (@ip1) — vt (2)] = Z Ve (f; w6, 2i44])
i=0 i=0

|F )| =] f )] e
-+ =] < 2e.
S%(ti,z+1)—5%(ti,z))p b n

B —1 i—1
v%‘p g Z;L:O <Z’ZLZO (

Esto muestra que v-" es V2 absolutamente continua en un conjunto fractal F.
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CAPITULO V
CONCLUSIONES

5.1 Introduccion

En el marco referencial de esta investigacion se aborda la extension del concepto
de funciones de variacion acotada a conjuntos fractales, analizando sus propiedades y ca-
racterizdndolas a través de la funcion escalonada integral. A continuacidn, se presentan las

principales conclusiones obtenidas:

5.2 Conclusiones

En lo que respecta al objetivo general, analizar las funciones de variacion acotada
sobre conjuntos fractales, este pudo lograrse de manera satisfactoria sabiendo que este
involucra una exploraciéon de propiedades y comportamientos en relacion con funciones
definidas en conjuntos fractales y que estos pueden diferir de los observados en conjuntos

euclidianos.

1. En cuanto a extender el concepto de funciones de variacion acotada a conjuntos frac-
tales, esta investigacion ha demostrado que el concepto de funciones de variacién
acotada puede ser extendido y adaptado a conjuntos fractales con la variacion fractal

p de la funcién f sobre [a, b], escrita V*?(f, [a,b]), y que se define como
V([ la,0) = sup Ve, P)

donde el supremo se toma sobre todas las subdivisiones P de [a, b].
Se ha establecido que es posible definir estas funciones en contextos no euclidia-
nos, lo cual amplia considerablemente su aplicabilidad en diversos campos de las

matematicas y otras disciplinas.

2. Sobre las propiedades de las funciones de variacidén acotada en conjuntos fractales,
durante el estudio, se han analizado detalladamente varias propiedades de las fun-

ciones de variacion acotada en conjuntos fractales. Se ha observado que conservan
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caracteristicas fundamentales similares a las definidas en conjuntos convencionales,

pero también se han identificado propiedades tnicas relacionadas con la estructura

fractal, lo que enriquece la comprension de estos objetos matematicos.

Estas propiedades se demostraron partiendo de las proposiciones:

a)

Dado un ndmero real 0 < o < 1y otro nimero real 1 < p < o0, si se considera
una funcién F' que pertenece al conjunto de funciones de variacién acotada con
los pardmetros « y p en el intervalo [a, b]. Entonces, la funcién F' tiene una varia-
ci6én acotada no negativa en el intervalo [a, b]. La variabilidad de la funcién F' en

el intervalo [a, b] no puede ser negativa.

Si se tienen dos numeros reales, tal que 0 es menor que o y o es menor que 1, y
también se tiene otro nimero real 1 que es menor que p y p es menor que infinito
y se toma una funcién f que pertenece al conjunto de funciones de variacién
acotada con los pardmetros « y p en el intervalo [a, b], entonces la variacién de
f en ese intervalo, con respecto a los pardmetros « y p, es igual a 0 si y solo si
la funcién f es una constante en ese intervalo. Es decir, si la variacion de f con
estos parametros es nula, entonces la funcion f se comporta como una constante

en ese intervalo.

Con un nimero real 0 < o < 1y otro ndmero real 1 < p < oo, si se tiene una
funcién f que pertenece al conjunto de funciones de variacién acotada con los
pardmetros « y p en el intervalo [a, b], entonces la variacién de la funcién F' con
respecto a los pardmetros 'y p, en el intervalo [a, b], es igual a la variacion de la

funcién —F' con los mismos pardmetros en el mismo intervalo.

Para el intervalo 0 < o < 1y 1 < p < o0, si se tiene una funcién f que
pertenece al conjunto de funciones de variacion acotada con los pardmetros a 'y p
en el intervalo [a, b; la diferencia absoluta entre los valores de la funcién f en los
puntos a y b es menor o igual a la variacién de la funcién f en el intervalo [a, b],

calculada con los pardmetros o y p.

Para0) < a < 1y 1l < p < oo, si la funcién f que pertenece al conjunto de

funciones de variacién acotada con los parametros « y p en el intervalo [a, b],
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entonces se puede afirmar que la norma infinito de la funcién f es menor o igual
a la suma de la magnitud del valor de f en el punto a y la variacion de la funcién

f en el intervalo [a, b], calculada con los pardmetros « y p.

3. Con relacion a la caracterizacion de las propiedades de las funciones de variacion
acotada sobre conjuntos fractales, se ha presentado una caracterizacion de las fun-
ciones de variacion acotada sobre conjuntos fractales, haciendo uso de la funcién
escalonada integral. Este enfoque ha permitido una descripcion més precisa y conci-

sa de las propiedades esenciales de dichas funciones en contextos fractales.

Se demuestra que para el intervalo 0 < o < 1y 1 < p < 00, si se tiene una funcioén
f que pertenece al conjunto de funciones de variacién acotada con los pardmetros «
y p en el intervalo [a, b], entonces la variacién de f en el intervalo [a, b] es igual a la
suma de la variacién de f en el intervalo [a, ¢] y la variacion de f en el intervalo [c, b],
donde ¢ es un punto intermedio dentro del intervalo [a, b]. Es decir, la variacién total
de f en todo el intervalo es la suma de las variaciones en dos subintervalos disjuntos

que cubren el intervalo completo.

5.3 Futuras lineas de investigacion

Las funciones de variacion acotada definidas sobre conjuntos fractales tienen el po-
tencial de encontrar aplicaciones en diversas areas interdisciplinarias. Por ejemplo, en la
fisica, la biologia y la ingenieria, donde la naturaleza fractal de ciertos fendmenos puede

ser modelada y analizada mas adecuadamente mediante estas funciones.

Aunque se ha avanzado significativamente en la comprension de las funciones de
variacion acotada en conjuntos fractales, quedan desafios y preguntas abiertas que merecen

futuras investigaciones. Entre ellos se encuentran:

— La relacion de las funciones de variacion acotada sobre conjutos fractales con otros

conceptos matematicos.
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Propiedades de convergencia de series de funciones de variacidn acotada en conjuntos

fractales.
Analisis de funciones de variacion acotada en espacios métricos fractales.
Caracterizacion de funciones de variacion acotada en conjuntos especificos.

El estudio de funciones de variacion acotada con variaciones especificas (p - variacion,

D - variacion, variacion total y otras) sobre conjuntos fractales.
La generalizacion de estos conjuntos a espacios métricos més generales.

La aplicacién a problemas especificos en distintas disciplinas.
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Anexo 1 Conjuntos Fractales comunes.
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Figura 1. Conjunto de Cantor (vicmat.com).
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Figura 2. Conjunto de Mandelbrot (Alia y Samsudin, 2007).
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Figura 3. Tridngulo de Sierpinski (Toro, 2014).
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Figura 4. Conjunto de Julia (Toro, 2014).
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Figura 5. Curva de von Koch (prepa8.unam.mx).
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