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RESUMEN

La resolucion de ecuaciones no lineales es un aspecto esencial en diversas dreas de estudio,
como en el caso de la ecuacion de Kepler en astronomia. Por esta razon, esta investigacion
tiene como objetivo aplicar el método de Chun y su convergencia semilocal a dicha ecua-
cion. Especificamente, se busca caracterizar los valores de la excentricidad para los cuales
esta ecuacion tiene solucion, y también determinar los intervalos donde existen soluciones
unicas, utilizando la convergencia semilocal del método de Chun en la ecuacion de Kepler.
A través de un enfoque analitico y explicativo, se busca brindar respuestas sobre por qué
ocurren estos fendmenos, utilizando el método deductivo. Se demostrara que el punto de
partida y el método utilizado convergen, y se presentardn los intervalos donde se garantiza

la existencia y unicidad de la solucion.
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CAPITULO 1
INTRODUCCION

1.1 INTRODUCCION

En este capitulo se expone el progreso histérico de la ecuacion de Kepler, junto con
los antecedentes académicos relacionados. Se verifica la validez de los estudios previos en
relacion a la convergencia semilocal. También se presenta el planteamiento y formulacion
del problema, asi como los objetivos generales y especificos que esta investigacion busca

lograr. Ademads, se proporciona una justificacion para llevar a cabo este estudio.

1.2 Antecedentes

1.2.1 Antecedentes historicos
1.2.1.1 Desarrollo historico de método de Chun

Prabook (2021), Changbum Chun, profesor de matematicas coreano, investigador.
Los logros incluyen primero disefiar muchos métodos iterativos novedosos para resolver
ecuaciones no lineales, proponer métodos numéricos para resolver problemas no lineales
en fisica matematica. Naci6 el 28 de octubre de 1964 en la ciudad de Wonju, Kangwon-
do, Republica de Corea. Hijo de Seomann Chun y Oksoon Jung. Es profesor Universidad
de Tecnologia y Educacién de Corea, Cheonan, Reptblica de Corea, desde 2002, Depar-
tamento de Matematicas Universidad Sungkyunkwan, Suwon, Republica de Corea, desde
2008.

Chun (2005), Considera el método de Newton como uno de los métodos iterativos
mas poderosos y conocidos, que converge de forma cuadrética. El mismo establece que ha
habido avances en métodos iterativos con un mayor orden de convergencia que requieren el
célculo de derivadas de orden inferior tanto como sea posible. En esta direccion, desarrolla
otro enfoque basado en el método de descomposiciéon de Adomian para desarrollar métodos
iterativos para resolver la ecuacién f(z) = 0. Sabiendo que el método de descomposicion

de Adomian considera la solucién como una serie infinita que suele converger hacia una



solucion precisa, y ha sido aplicado con éxito a una amplia clase de ecuaciones funcionales
en los ultimos 20 afios. El método de Adomian también ha sido modificado para construir
esquemas numéricos, como lo que utiliza Chun para la construccion del mismo. Desarrollo

historico de la Ecuacion de Kepler

Colwell (1993), Desde los tiempos remotos el hombre ha presentado inconvenientes
para determinar la posicién de los planetas en los firmamentos, ya sea por la controversia

religiosa como también por la parte prictica.

Actualmente, por el avance del Célculo Infinitesimal y la Mecdnica Celeste, para
determinar la posicion, ya sea de un planeta o satélite, o algun cuerpo que se encuentre so-
metido a la atraccién gravitacional de otros y se hace necesario darle solucién a la ecuaciéon
de Kepler:

M=F—esenk

Si conociendo los valores de M y e, entonces solo resta encontrar el valor de E.
Los criterios que pertenecen a esta ecuacion tienen una buena interpretacion fisica. Donde:
M es la anomalia media o lo que se conoce como el dngulo girado por un planeta cuyo
movimiento es circular uniforme desde un punto conocido, por tanto, M € [0, 27]; e es la
excentricidad de la elipse, la cual describe el planeta bajo el intervalo 0 < e < 1; Ees la
anomalia excéntrica, es decir, el dngulo que le corresponde a la posicién del planeta en los

pardmetros de una elipse.

Dada la situacion de que esta ecuacion no tiene un caricter lineal, pues por tal razén
se convirti6 en una de las primeras que se intent6 resolver de forma numérica. Brahe, quizas
el observador mas grande de la historia a simple vista se traslada a Praga y toma a Kepler
como su asistente. Aunque ellos tenian punto de vista de manera cientifica diferentes. Una

de ella era que Kepler creia en el modelo de Copérnico, con el sol en el centro mientras que



Brahe creia en que la Tierra era el centro del universo.

Al fallecer Brahe y quedando en el poder las tablas de observaciones de Marte, Ke-
pler se lanza al reto de domar la 6rbita de este planeta, el méas discolo de todos, ya que era el
que mds se desviaba de su posicion predicha. Luego se da cuenta de que hay que rechazar
la teoria de los movimientos circulares uniformes, después de probar con una 6rbita circu-
lar donde el Sol se encontraba en el punto ecuante. Kepler renuncia a la hipotesis de que
la drbita tenia que ser circular cuando observd que la mayoria de las posiciones de Marte
encajaban perfectamente en la nueva Orbita asi definida, dos observaciones se separaban

unos 8 grados de la posicion tedrica.

Luego tras probar con varias curvas, concluye que los planetas se movian en elipses.
De esta manera, establece tres leyes empiricas, que se conocen como las tres leyes de Kepler

las cuales se enuncian de la siguiente forma:

1. Un planeta gira alrededor del Sol describiendo una 6rbita eliptica con el Sol ubicado

en uno de los focos.

2. La recta imaginaria que une al Sol con el planeta barre dreas iguales en tiempos

iguales.

3. El cuadrado del periodo orbital del planeta es proporcional al cubo del semieje mayor

de la orbita.

Una implicacion inmediata de estas tres leyes, en particular la segunda, es que el
planeta no se mueve con movimiento uniforme, desplazandose mds réapido cuando se en-
cuentra cerca del Sol que cuando se encuentra mas alejado. Lo cual dificulta el cdlculo de
la posicion del planeta en su 6rbita y para este caso Kepler dedujo lo que se denomina Ley
Horaria del movimiento planetario, que trata de dar la posicion del planeta en funcion del
tiempo. Y es aqui donde tiene origen la ecuacion de Kepler, ya que es preciso resolverla

para poder determinar la posicion de un planeta para un instante de tiempo dado.



1.2.2 Antecedentes académicos

Al analizar las investigaciones previas sobre la convergencia semilocal de métodos

iterativos aplicados a ecuaciones, se ha descubierto que:

Argyros & Hillout (2011), en su investigacion titulada “On the semilocal conver-
gence of the Halley”, presentaron nuevos resultados de convergencia semilocal para el
método Halley, con el propésito de aproximar una solucion local tnica de una ecuacién
no lineal en un espacio de Banach. Estos resultados muestran condiciones de convergencia
suficientes que pueden ser menos restrictivas, mientras que los limites de error en las dis-
tancias involucradas son mas precisos. Se emplea un primer enfoque basado en el analisis
de tipo Kantorovich, y un segundo enfoque que utiliza una nueva idea de funciones recu-
rrentes, permitiendo asi una comparacién entre ambos enfoques. Ademads, se proporciona

un ejemplo numérico para validar los resultados tedricos obtenidos.

Diloné (2013), en su tesis doctoral “Método iterativos aplicados a la ecuacién de
Kepler”, establecié un punto de partida del valor £y = M en los teoremas de convergen-
cia semilocal de Kantorovich, Gutiérrez, a-teoria de Smale y la a-teoria de Wang-Zhao,
en los cuales se garantiza la convergencia del método de Newton-Raphson, asi obtuvo re-
sultados sobre su existencia y unicidad lo cuales aseguran que la ecuacion de Kepler tiene

solucidn.

Diloné & Veras (2017), en su articulo cientifico titulado “Semilocal Convergence
Newton Method Applied to Kepler Equation: New Results” consideraron un punto de par-
tida del valor Ejy = 7 en los teoremas de convergencia semilocal de Kantorovich, Gutiérrez,
a-teoria de Smale y la a-teoria de Wang-Zhao, los cuales compararon las condiciones de

convergencia obtenidas.

Gomez (2019b), en su tesis titulada “ Convergencia Semilocal del Método de Whit-

taker aplicado a la ecuaciéon de Kepler” utiliz6 los casos de £y = My Ey = m de la



convergencia semilocal bajo las condiciones de Raluca en el método de Whittaker aplicada
a la ecuacion de Kepler, para los cuales se obtiene que e < (0.5858 y e < 0.1761 respecti-

vamente. Siendo el de mayor rango de solucién el caso de Fy = M.

Go6mez (2019a), En su tesis de maestria realizo una investigacion titulada *“ Con-
vergencia Semilocal del Método de Halley aplicado a la ecuacién de Kepler”, , en la cual
determiné que el método de Halley tiene convergencia en los casode Fy = My Fy = 7
para los cuales obtuvo diferente puntos de inicio. Caracterizando los valores de la excentri-
cidad, para el teorema de Zhen el cual dio el valor més alto en el caso del punto de inicio
Ey = M mientras que para el punto de inicio £y, = 7 lo obtuvo bajo el teorema de Zhen-

Robbie.

Almonte (2022), En su investigacion “Convergencia Semilocal del Método de Stef-
fensen aplicado a la ecuacién de Kepler” , examino los casos de Fy = My Fy = =
para analizar la convergencia semilocal bajo las condiciones de Velasco en el método de
Steffensen aplicado a la ecuacion de Kepler. Los resultados mostraron que, para el caso de
Ey = M, se obtuvo una solucién con e < 0.42749, mientras que para el caso de Fy = ,
se obtuvo una solucién con e < 0.011422. Por lo tanto, se encontré que el caso de £y = M

tiene un rango de solucién mayor en comparacion con el caso de Ly = .

1.3 Planteamiento del problema

En el campo del andlisis numérico, una de las cuestiones mds importantes es la

localizacion de las raices de una ecuacion de la forma

f(z) =0, (1.1)

donde f : [a,b] C R — R es una funcion diferenciable con raices simples, es decir, si

f(a) = 0, entonces f'(a) # 0.

Esta necesidad surge no solo en matemadticas, sino también en diversas ramas de la



ciencia como la fisica, ingenieria, astronomia, entre otras, que a menudo requieren resolver

ecuaciones y sistemas de ecuaciones no lineales.

Una de estas ecuaciones relevantes es la ecuacion de Kepler, que es fundamental en
astronomia. Esta ecuacion se puede expresar en términos de funciones, por ejemplo, como
f(E) = E —esen(FE)— M, donde la excentricidad e juega un papel vital en la descripcion

de orbitas planetarias, satelitales, cometas y el lanzamiento de proyectiles.

Otro aspecto destacado es la convergencia semilocal de un método iterativo, la cual
permite determinar, a partir de un punto inicial, si el método utilizado converge o no. Esta
propiedad es de gran importancia, ya que a partir de dicho punto se pueden construir inter-
valos de unicidad y de solucién cuando se aplica a una funcién especifica, como en el caso

de la ecuacién de Kepler.

A través de la aplicacion de la convergencia semilocal del método de Chun a la

ecuacion de Kepler, surgen las siguientes preguntas e interrogantes:

= ;Cudles valores de la excentricidad eliptica aseguran la convergencia del método de

Chun?

= A partir de la obtencion del punto de excentricidad e, ;cudles serian los intervalos de

existencia y unicidad de solucién que presentaria este método iterativo?

1.4 Justificacion

Las ecuaciones y sistemas de ecuaciones no lineales se encuentran en diversos cam-
pos de la ciencia. Estos problemas no tienen una solucién analitica conocida, por lo que se
requiere utilizar técnicas numéricas para obtener una solucién aproximada.

Las técnicas numéricas utilizadas para resolver ecuaciones y sistemas no lineales
se basan en métodos iterativos. En este contexto, la investigacion presentada tiene como
objetivo determinar la convergencia semilocal del método de Chun aplicado a la ecuacion

de Kepler, que es una ecuacién importante en astronomia. La ecuacién de Kepler utiliza



la anomalia para describir la posicidon de los cuerpos celestes en su orbita. Por lo tanto,
la eleccién de este tema se justifica por su aplicacion en la determinacion de las oOrbitas
planetarias, donde es crucial conocer el valor de la excentricidad e.

Ademads, es importante destacar la relevancia de la convergencia semilocal de un
método iterativo cuando se aplica a una funcion. Este tipo de convergencia permite conocer
el punto de excentricidad de la ecuacion de Kepler en el que se asegura que se obtendrd un

resultado positivo.

1.5 Objetivos

1.5.1 Objetivo general

Aplicar la convergencia semilocal del método de Chun a la ecuacion de Kepler.

1.5.2 Objetivos especificos

» Caracterizar, mediante la aplicacién de la convergencia semilocal del método de
Chun, los valores de la excentricidad para los cudles la ecuacion de Kepler tiene

solucion.

= Determinar los intervalos de existencia y unicidad de solucion, mediante la aplicacion

de la convergencia semilocal del método de Chun a la ecuacién de Kepler.

1.6 Alcances y limites

Esta investigacion se centra en el campo de la Matemaética Pura, especificamente en
el area del Anélisis Funcional, con un enfoque en el estudio de la convergencia. En particu-
lar, se explorard la convergencia semilocal del método de Chun aplicado a la ecuacion de
Kepler. Se enfocara en esta modalidad de convergencia, excluyendo tanto la convergencia
global como la local, para analizar de manera especifica la eficacia y el comportamiento

del método de Chun en relacién con la ecuacion de Kepler.



CAPITULO 11
MARCO REFERENCIAL

2.1 Introduccion

En este capitulo se presenta el marco tedrico, donde expone un conjunto de de-
finiciones, teoremas y métodos, el cual va servird de soporte para el desarrollo de esta

investigacion.

2.2 Marco tedrico

2.2.1 Métodos iterativos

Segin Chicharro (2017), los métodos iterativos son aquellos que permiten ciertas
condiciones para lograr una raiz n de una ecuacion de la forma f (z) = 0, donde f es una
funcién definida en los reales bajo un intervalo abierto I, es decir, f : I C R = R.

Los métodos iterativos son aquellos que calculan aproximaciones de forma pro-
gresiva, para lo que seria la solucion de un problema. Matematicamente expresado, este
consiste en establecer un proceso de mejora sobre una solucién aproximada. Es decir, repe-
tir un proceso sobre cada una de las soluciones obtenidas hasta que se pueda dar respuesta
a los requisitos establecido. Por lo general, en los métodos iterativos se parte con una so-
lucién que sea aproximada, para luego utilizar este resultado y construir otra aproximacion
por medio de recurrencia, asi sucesivamente hasta obtener la aproximacion a la solucién

buscada.

2.2.2 Intervalo de existencia

Cascales (2012), plantea que sea g una funcién continua en un intervalo [a, b] yg(z) €
la,b].Vz € [a,b] — g tendrd un punto fijo.

De acuerdo con la figura Anexo B 1, = tendrd los valores entre a y b, por lo que
g(x) también debe contener los valores en el mismo intervalo, para asi cumplir que tiene

un punto fijo.



2.2.3 Intervalo de unicidad

En el 2012, Cascales expresa que si se tiene |¢'(x)| < 1, Vo = y = ¢g(z) no puede
cortar la recta y = = mds de una vez, por lo que el punto fijo deberd ser inico, como se

puede observar en la figura Anexo B 2.

Teorema 2.1 Existencia y unicidad de soluciones Segiin Cascales (2012) manfiesta que
tanto la funcién f(x,y) y su derivada parcial D, f(x, y) son continuas en algin rectangulo
R en un plano zy que contienen el punto (a, b) en su interior, entonces, para algtin intervalo
abierto / conteniendo el punto a el problema de valor inicial % = f(z,y), y(a) = btiene

una y s6lo una solucién que esta definida en el intervalo /.

2.2.4 Convergencia

Diloné (2013) indica que debemos ser lo més reflexivo posible para saber que la
convergencia de una sucesioén {z, } hacia un punto z, no siempre llegaria a suceder. Es por
eso que se deben de establecer ciertas condiciones sobre la funcion para que esto ocurra ,
ya sea partiendo desde un punto x o la propia raiz x,,. En tal sentido, se pueden establecer

3 tipos de convergencia para obtener estos resultado los cuales son:

= Local: En la cual se establecen condiciones sobre la raiz ).
= Semilocal: Se establecen condiciones sobre el punto de partida .

= Global: Se establecen condiciones sobre un intervalo.

2.2.5 Excentricidad eliptica (e)

Requena (2021), La excentricidad de una elipse (e) es un valor que determina la
forma de la elipse, en el sentido de si es mas redondeada o si se aproxima a un segmento.

Sea c la semi-distancia focal y a el semieje mayor.
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La excentricidad puede tomar valores entre 0 y 1 (0 < e < 1). Tiende a 0 cuando
la elipse tiende a una circunferencia. En este caso el semieje menor tiene a igualarse al
mayor y los focos (F'1 y F'2) tienden a confundirse con el centro de la elipse. Cuando la

excentricidad crece y tiende a 1, la elipse se aproxima a un segmento.

2.2.6 Anomalias

Roy (2005). La posicién de instantdnea del satélite dentro de la 6rbita se descri-
be por medio de una cantidad angular conocida como anomalia. Existen varios tipos de
anomalias segun considere el dangulo medido desde el foco de la Orbita (geocentro) o bien

desde el centro de la orbita:

—

P

/

&_&f/

Figura 2.1: Descripcion de las anomalias verdadera 6, excéntrica 'y media M
de la orbita de un planeta.

2.2.6.1 Anomalia verdadera (6),

Es el dngulo, medido en el plano orbital y desde el geocentro, entre la linea de
aspides (perigeo-geocentro-apogeo) y la posicion del satélite (Ver 2.1).
2.2.6.2 Anomalia excéntrica (£)

Es el angulo, medido en el plano orbital y desde el centro de la 6rbita, entre la linea
de aspides y la posicion del satélite proyectada a una circunferencia de radio del semieje

mayor de la elipse (Ver 2.1).
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2.2.6.3 Anomalia media (1)

Es el dngulo descrito con vértice en el foco, en sentido antihorario y a partir de la
direccion del periastro, por un astro ficticio que gira con velocidad angular igual al movi-

miento medio (Ver 2.1).

2.2.7 Obtencion de la ecuacion de Kepler

Colwell (1993). De la forma que existen para obtener la ecuacion de Kepler, aqui
se centrard en la geométrica, haciendo uso de la transformaciones en coordenadas polares,
las cuales parte desde el foco de la elipse, mientras que otra parte desde el centro de la
elipse. Si partimos de que los planetas se mueven describiendo una Orbita eliptica con
una excentricidad e y partimos de que el Sol estd en el foco de una elipse con centro en
S = (0,0), usando la figura Anexo B 3, Sea a el semieje mayor de la eplise, b el semieje
o lado menor, llamando C' al centro de dicha elipse, al punto més cercano de la drbita de
un planeta con respecto al Sol (S) o perihelio lo llamaremos A, siendo 7" el periodo que
tarda este en dar una vuelta completa. Si tomamos las coordenada Cartesianas (z,y) y las
polares en su forma r, # y llamamos lugar o posicidon que ocupa el planeta en un tiempo ¢ a

la funcién P = P(t) es decir,

P = (x,y) = (rcosf,rsend)

Como se observa en la figura Anexo B 3,  recibe el nombre de anomalia verdadera
el cual corresponde al dngulo girado por el planeta desde su perihelio. En la ecuacion
de Kepler se busca como objetivo relacionar el angulo # con el tiempo ¢, el cual hace
referencia a lo que ha transcurrido desde que el planeta paso por el perihelio. En tal sentido,
se debe introducir la denominada anomalia media M como un angulo auxiliar, para asi
poder establecer el deplazmiento del planeta desde el perihelio, todo esto pensando en que
se lleva una velocidad uniforme. Si se le llama 7 al tiempo en el cual el planeta pasa por

por el punto A, nos arrojaria que:

M="A(t—1) 2.1)
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Si dibujamos una circunferencia de radio a y centro C'y luego trazando un dngulo reto al
eje mayor que pase por P y a este recto lo nombramos con () en su interseccioén con la
circunferencia, entonces puede observarse la anomalia excéntrica nombrada para este caso
como FE que seria lo mismo que ZQCA Ver figura Anexo B 3. Plasmando un punto Y
sobre la circunferencia de centro C'y radio a de tal forma que el £Y C'A corresponda con
la anomalia media M, ya que ésta no posee relaciéon muy clara con la elipse, tal como la
pueden tener la excéntrica y la verdadera que se pueden notar geométricamente mas rapido.
Ahora bien si aplicamos la ley de las dreas o mejor conocida como la segunda ley de Kepler
al sector de la elipse que corresponde a PSA y lo denotamos como A; para el drea, nos

resultaria como
A1 . t—1T7
Tab T

1
= Ay = SabM (2.2)

Si usamos el drea de un sector circular y la aplicamos sobre la figura Anexo B 3 bajo la
coordenada de Y C'A nos resultaria como %aQM lo que nos lleva a afirmar que el sector
eliptico PSA estarfa contenido § veces en el sector YCA. Aplicando Geometria en la
Figura Anexo B 3 se puede determinar que el cos ' = %, luego por definicién de

excentricidad se tiene que e = % de donde C'A = a, por tanto:
r = a(—e+cos E). (2.3)
Si tomamos un centro para la elipse en C' = (—C'S, 0), podriamos escribir la ecuacién en

su forma de coordenada cartesiana de la siguiente manera :

(x+CS9)* ¢ (acos E)? o>
a? * [ b= a? i »?

Sabiendo que €* = 1— Z—Z y retomando la figura Anexo B 3para determinar que y = bsen E,

se puede decir que:

y=aVv1l—e’senFE 2.4)

Podemos escribir la distancia que existe entre el foco S y el punto P de la elipse, es decir:

r =2+ (2.5)
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para luego sustituir (2.3) y (2.4) en la ecuacion (2.5) para asi ilustrar la distancia entre el

foco S'y P de la siguiente manera:

r=a(l —ecosE) (2.6)

Recordemos que la ecuacion de una elipse en coordenada polar se expresa de la siguiente

manera:
a(l —e?)
= 7 2.7
" 1+ ecost @7
Luego si igualamos (2.6) y (2.7) podemos determinar que:
1 1—eé? cosE —e
o=—|——--1|=—— 2.8
o8 e(1+ecosE ) 1—ecosE 28)
luego de la expresion (2.8) podemos escribir las siguientes identidades:
1 1—coskE
| —cosg — U= cosE) (2.9)
1—ecosE
1—e)(1 E
1+cos = ( e)(1+ cos ) (2.10)
1—ecosE

luego si usamos la identidad trigonémetrica de la tangente de &ngulo medio, y usamos (2.9)

y (2.10) podemos deducir la igualdad:

0 1-— 0 1 F
tan | = | = \/ €7 _ te tan( ) . (2.11)
2 1+ cosb 1—e 2

La identidad mostrada en (2.11) nos da la correspondencia que existe en la anomalia ver-
dadera y la excéntrica, ahora lo que nos resta determinar es la conexién de la anomalia
media M, con una de las dos, ya relacionada. Para poder establecer esta conexién vamos
a considerar el segmento SA de la Figura Anexo B 3 localizando el punto R, el cual se
puede obtener trazando una perperdicular desde () L S Ay que pase por P. Ahora bien, si
describimos el area de la regiones PSA = A;, PSR = A, y PRA = As. Luego A; estarad
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dada por 2.2. Para determinar A, vamos a utilizar (2.3) y (2.4) para asi escribir a
1
Ay = % = iabsenE(—e—FcosE) (2.12)

Si expresamos QRA = Ay. ,QCA = A; y QCR = Ag. Sin perdida de generalidad sigue
que el drea bajo la curva ( circunferencia) es % +y* = a? y para la elipse b*z?+a*y? = a*b?

,

asli

A3:9A4= b(A5—A6):an(E—SeIlECOSE). (2.13)
a

a

Luego A; = Ay + Ajs, siutilizamos la equivalencia (2.2), (2.12) y (2.13) sigue que
M =F —esenF,
La cual seria la grandiosa ecuacion de Kepler.

2.2.8 Polinomios de Adomian

Segtin Cisneros(2017)se debe Considéral la ecuacién no lineal de la forma f(z) =
0, a € R un cero simple de f. Se supone que la ecuacién no lineal puede ser transformada

de la siguiente manera

h=c+ N(h)

donde c es una constante y N es una funcién no lineal. La técnica de descomposicion de

Adomian consiste en calcular la solucién de & mediante una serie convergente de la forma:

h=> h,
n=0
y la funcién no lineal N se descompone como:

N =3 A,
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donde los A,, son funciones llamadas polinomios de Adomian, que dependen de hg, h1; ho, - - -

y estdn dados por:

1 d"

A, =———|N Nh; , n=0,1,1,2,3---
e (¥ (5],

Los primeros tres polinomio de Adomian son

1%::N<§Xm> = N(ho)

v AP
e [E) () -
bz,

1d
N2
{ S (Ssn) v (S (St Whi)}

1=0 =0 =0

Ay =

N[ —

=0
1
h%ﬂ%4@@NmM:§ﬁNm@+@Nm@

tO\H DO |

de esta manera, otros polinomios de Adomian pueden ser generados de manera similar.
Como

h=c+ N(h)

se tiene :
oo oo
Zhn:c—l—ZAn
n=0 n=0

Por ser la serie h convergente, se tiene la siguiente importante relacion
hoy=c'y hp1 =4, para n>0

2.3 Descripcion del método de Chun

Chun (2005). El método de Chun, en realidad podria considerarse como una va-

riante del método de Newton, el mismo estd basado en el método de descomposicion de
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Adomian. Este método presenta una convergencia de orden cuatro.

El esquema iterativo del método estd dado por

_ S
yTl, - ITL f/(l'n)’
ey = g — 2200 W) s (2.14)

f'lyn) [ ()]

2.3.1 Construccion del método

El siguiente planteamiento esta tomado de Cisneros(2017). Sea I C R un intervalo, f :
I — R3 una funcién de clase C? en I y ael una solucién de la ecuacién no lineal f(x) =

0. Aplicando el Teorema de Taylor a f(x — h) alrededor de z, se tiene,

fla=h)=f(x)+ f'(@)(@ - h—2)+ O(h%)

llamando g(h) = O(h?), tenemos

g(h) = hf'(x) = f(x) + f(z = h)

g'(h) = f'(x) = f(x) + f(z — h)

para un h tal que f(z — h) ~ 0, obtenemos

y tomando

tenemos que
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h=c+ N(h)

Aplicando el método de descomposicion de Adomian a h, para n = 2, se tiene que,

h%ho—l-hl—l-hg

de aqui, se obtiene que,hg = ¢, hy = Ajyho = As, donde

mwmrﬂmw—f@_%bzf@

OO f'(z)
)

" fl’—f/(?
h2:h1N’(h0):hig( 0): ( L2

f'(x) f'(x)

como f(z — h) = 0, se tiene

R C I A ) R AC) R )
S ORI CIRTCE

para z suficientemente cerca de «, el método iterativo de Chun estd dado por

W
T T )
f(Yn) f'(Yn)
(

Pl + [f’(xn)]z’n >0 (2.15)

Tn+1 = Yn -2
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2.3.2 Convergencia semilocal del método de Chun

El siguiente teorema se presenta a modo de ilustracion en los reales, ya que el
mismo fue escrito para convergencia semilocal en espacios de Banach. En los cuales el

autor Garcia(2017) utiliza condiciones de Kantorovich para emplearlas al método de Chun

Teorema 2.2 Sea f : I — R una funcion continua y diferenciable en el intervalo abierto

I. Se asume sin perdida de generalidad que f(xq) # 0, f'(2¢) #0, w1~ € I yque 2o € 1.

7 f'(=o)
Ademds
1

a. < 3,

ey <5

f (o)

f'(zo)| —

f'(x) = f'(y)

et 2 < Mo —vy|, Ve,yel
d. ay = \Bndonde 0 < ay < 0.3
.. t* - 1 + %h(ao)

11— f(ag)g(ao)

donde t* es la raiz positiva mds pequeiia de la composicion de funciones auxiliares

h(t) = t+¢ (2.16)
1

ft) = ETrR—Ty 2.17)

g(t) = ; 4 ; (7’; 4 1) h(t) + ; (h(1))? (2.18)

donde t € [z, t*n), entonces el método de Chun (2.14) estd bien definido y {x,},_,

convergea x* € [ (xo, n%t*n) donde f(z*) =0
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CAPITULO 111
DISENO METODOLOGICO

3.1 Introduccion

A continuacién, se presenta la metodologia utilizada durante el desarrollo de esta
investigacion, tomando en cuenta el disefio, tipo y método de investigacion. De donde se

ha tomado como referencia las definiciones de Sampieri (2003).

3.2 Marco metodolégico

3.2.1 Diseiio de la investigacion

Esta investigacién segun la intervencion es no experimental, ya que no hubo in-
tervencion ni manipulacion en su desarrollo. Segun la busqueda de la causa es un disefio
analitico, porque se debe analizar minuciosamente el todo descomponiéndolos en sus par-
tes para asi observar la naturaleza de éste. Con relacién al tiempo de estudio, es de caracter

transversal, ya que se va a desarrolla en periodo de tiempo definido.

3.2.2 Tipo de investigacion

Respecto a las caracteristicas de esta investigacion, es del tipo exploratoria-explicativa,
ya que se considera que es exploratoria porque aborda y se examina un tema que es poco
estudiado anteriormente y a la vez es explicativa porque su objetivo principal estd enfo-
cado en explicar por qué ocurre un fendmeno, es decir, pretende mostrar la convergencia

semilocal del método de Chun aplicado a la ecuacion de Kepler.

3.2.3 Método de la investigacion

El método utilizado para el desarrollo de esta investigacion es el analitico-deductivo,
pues éste pretende analizar de forma general los teoremas de convergencia semilocal para
asi ir a una forma més especifica y deducir dicha convergencia a la ecuacion de Kepler

mediante un método iterativo como lo es el de Chun.
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3.2.4 Enfoque de la investigacion

El enfoque es de cardcter cualitativo, porque esta se orienta en profundizar casos
especificos de la convergencia semilocal y a no generalizar, a su vez, describe y cualifica

fendmenos a partir de rasgos determinantes.
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CAPITULO IV
PRESENTACION DE RESULTADOS

4.1 Introduccion

En este capitulo se muestran los resultados obtenidos de la convergencia semilocal

bajo las condiciones de Garcia (2017) aplicado a la ecuacion de Kepler.

4.2 Resultados principales condiciones de Garcia

Teorema 4.1 Sie < 0.31123 entonces la ecuacién de Kepler tiene solucién , esta localiza-
da en el intervalo

[E—t", E+t"]

y es tnica en

,donde t* y t** son las condiciones impuesta por la composicion de funciones (2.16),(2.17)
y (2.18).
Ademas, el método de Chun definido en (2.15) iniciando en £y = M converge a dicha

solucion.

Demostracion

Al aplicar el teorema de convergencia semilocal del método de Chun, que se encuentra en
el capitulo 11, se pueden establecer las condiciones necesarias para determinar las raices co-
rrespondientes que aseguran la existencia de soluciones para la ecuacion de Kepler a partir
de la excentricidad e.

Segun lo establecido en el teorema de convergencia semilocal, se puede afirmar en la ecua-

cion de Kepler bajo la condiciones de Fy = M sigue que:



D

F(E) = E—esenE—M

f(By) = —esenEy

F(E)) < |—esenEy| <e

f(Ey) = 1—ecosky=|f(Ey)|>1—e
f@) = z—esenz—M

Flz) = 1-ccosa

fly) = y—eseny— M

flly) = 1—ecosy

22

4.1)
4.2)
4.3)
4.4)
4.5)
(4.6)
4.7)
(4.8)

Al tomar en cuenta las condiciones del teorema 2.2 de Garcia(2017) sigue que:

1 1 1

i el e LR e

f(Eo) € N

F(By) Sn:ybﬁJgnin_l—e

f(x)— f'(y) o (1 —ecosz) — (1 —ecosy)
)\f;(«?ﬁo)e |§)\’$ 4 | l1—e

~ Cl-—e

< Az —y|

Para la condicién d. del teorema de Garcia (2017) el cual establece que:
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ag = ABndonde 0 < ay < 0.3

agp S 0.3
e 1 e
<
- (1—6> <1—e) (1—6) =03
< 03
(I—ep =
e < 0.3(1—e)?
e2—03(1-¢? < 0
0.3¢® +0.1e2+09¢ - 03 < 0
0.3(c — 0.312337) (¢* 4 0.645671e + 3.20167) < 0
e < 0.312337

La condicién e < 0.312337 nos garantiza que:
1. La ecuacién de Kepler tiene solucién E*.

2. La composicion de fuciones definida por (2.16),(2.17) y (2.18) tienen soluciones

reales t* y t**
3. E*estdlocalizada en el intervalo [Ey — t*, Ey + t*] y es inicaen (E — t™* E + t**).

4. El método de Chun definido por (2.15), iniciando en Fy = M converge a E*.

Teorema 4.2 Si e < 0.142356 entonces la ecuacion de Kepler tiene solucién , esta locali-
zada en el intervalo

[E—t", E+t"

y es tnica en

,donde t* y t** son las condiciones impuesta por la composicién de funciones (2.16),(2.17)
y (2.18).
Ademas, el método de Chun definido en (2.15) iniciando en Fy = 7 converge a dicha

solucion.
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Demostracion
Al cumplir con las condiciones del teorema de convergencia semilocal presentado por

Garcia y aplicandolo a la ecuacion de Kepler bajo la condicién de Ejy = 7 se tiene que:

f(E) = E—esen E—M

f(Ey) = Ey—esen Ey—M=n—M<n (4.9)
['(Ey) = 1—ecosEy=1+e (4.10)
fly) = 1—ecosy (4.11)
fi(x) = 1—ecosz (4.12)

Tomando en cuenta la condiciones de Garcia y la expresiones (4.9),(4.10),(4.11),(4.12)se

calculan los parametros correspondiente:

) f’(lEo>‘ <o i- s
E s
0 ff'((EZ)) SN
11)) W <Az —y|— 1i6|cosm—cosy| <A —y| A= 1ie
Dada la condicion d. del teorema de Garcia(2017) el cual establece que:
ag = ABndonde 0 < ay < 0.3
ap < 0.3
- () () <os
i, I4+e/ \1+e/ \1+e
Trep = 0F
me < 0.3(1+e)?
me—03(1+e) < 0
—0.3¢> — 0.9¢* + me — 0.9e — 0.3 < 0
0.3 (e* +3.6* —747198¢ +1) < 0
Soe < 0.142356
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La condicion e < 0.142356 nos garantiza que:
1. La ecuacion de Kepler tiene solucion £*.

2. La composicién de fuciones definida por (2.16),(2.17) y (2.18) tienen soluciones

reales t* y t**
3. E* estdlocalizada en el intervalo [Ey — t*, Ey + t*] y es tnicaen (E — t™*, E 4 t**).

4. El método de Chun definido por (2.15), iniciando en Ey, = 7 converge a E*.

4.3 Existencia de Solucion Para la ecuacion de Kepler

Cuadro 4.1: Valores que garantizan la existencia de solucién para la ecuacién de
Kepler mediante la aplicacion de la técnica de covergencia semilocal del método
de Chun, segun los puntos de iniciode Fg = M y Eg =

Condiciones e t* Intervalos
“Ey=M e <0.31123 | 4.7321 | [M — 2.1383, M + 2.1383]
Ey=m e <0.142356 | 2.8442 | [ — 7.82183, m + 7.82183]

4Calculo de la sustentante



4.4 Unicidad de soluciones para la ecuacion de Kepler

Cuadro 4.2: Intervalo de unicidad de solucién para la ecuaciéon de Kepler me-
diante la aplicacion de técnica de convergencia semilocal de Garcia al método
de Chun , segin los puntos de iniciode g = M y Fy =7

Condiciones e Intervalos
“ By =M e <0.31123 | (Ep — 2.94552 , Fy+ 2.94552)
Ey=nm e <0.142356 | (Eo — 143.405 , Ey + 143.405)

4Calculo de la sustentante

4.5 Existencia de Soluciones para la Ecuacion de Kepler con Casos Reales

Cuadro 4.3: Radios de existencia para la composicién de funciones aplicadas a
casos reales con Fy = M

Caso t*

“ Tritén (e = 0.00002) 1
Venus (e = 0.0068) 1.00007
Luna (e = 0.0549) 1.00551

Satélite Charon (e = 0.0035) | 1.00002

Neptuno (e = 0.0086) 1.00011
Satélite Amaltea(e = 0.003) | 1.00001
Satélite Enseladus(e = 0.004) | 1.00002

4Calculo de la sustentante

Cuadro 4.4: Radios de existencia para la composicién de funciones aplicadas a
casos reales con By = 7

Caso t*
“Tritén (e = 0.00002) 1.00009
Venus (e = 0.0068) 1.03309
Luna (e = 0.0549) 1.34384
Neptuno (e = 0.0086) 1.04221

Satélite Charon (e = 0.0035) | 1.01677
Satélite Amaltea(e = 0.003) | 1.01434
Satélite Enseladus(e = 0.004) | 1.01921

“Calculo de la sustentante

26
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CAPITULO V
CONCLUSIONES

5.1 Introduccion

En este capitulo se exponen las técnicas investigada que se utiliza para abordar los
objetivos planteados, haciendo hincapié en la aplicacion de la convergencia semilocal a
la ecuacion de Kepler. Ademads, se menciona la direccion futura de investigacion en este

campo.

5.2 Conclusiones

A partir de los objetivos especificos establecidos en esta investigacion se pueden

obtener las siguientes conclusiones:

= El teorema presentado por Garcia aplicado al método de Chun tiene convergencia en
los caso de £y = M y Ey = 7 en los cuales se determinan los valores de la excen-
tricidad de e < 0.31123 y e < 0.142356 respectivamente. De tal forma que el de
mayor rango de solucién el caso de Ejy = M. Los cuales Garantizan la solucién de

la ecuacion de Kepler.

= En los intervalos de existencias se determinaron los pardmetro, que garantizan dicha

soluciones para Ey = M y Fy = 7 Ver cuadro 4.1.

5.3 Lineas futuras de investigacion

= La convergencia semilocal de otros teoremas para ser aplicado a la ecuacion de Ke-

pler.

= Aplicar diversas condiciones de convergencia semilocal a la ecuaciéon de Kepler con

valores iniciales: Fy = e, Fjy = M + e, entre otros.



28

Referencias bibliograficas

Almonte Jerez, Scarlen (2022), Convergencia Semilocal del Método de Steffensen aplica-

do a la ecuacion de Kepler, UTECO, Cotui.

Argyros, I. C., & Hillout. (2011), On the semilocal convergence of the Halley. S. J. Appl.
Math. Comput, 37, 221.

Cascales, B. (2012), El teorema del Punto Fijo. Universidad de Murcia, La Manga.

Chun, C. (2005), Iterative Methods Improving Newton’s Method by the Decomposition
Method, Computers and Mathematics with Applications 50 1559-1568

Chun, C. (2006) , Construction of Newton-like iterative methods for solving nonlinear

equations, Numerische Mathematik 104 297-315

Chicharro Lépez, E. 1. (2017), Andlisis dindmico y aplicaciones de métodos iterativos de
resolucion de ecuaciones no lineales. Valencia, Espaifia: Universidad Politécnica de

Valencia.

Cisneros Diaz, Ivan A. (2017), Algoritmos basados en los Polinomios de Adomian e Itera-
cién Variacional para la resolucion de ecuaciones no lineales, Managua, Universi-
dad Nacional Auténoma de Nicaragua.

Colwell, P. (1993). Solving Kepler’s equation over three centuries, Willmann-Bell. EEUU.

Diloné Alvarado, M. A. (2013). Métodos iterativos aplicado a la ecuacion de Kepler. Uni-

versidad de la Rioja.

Diloné, M. A., Gutiérrez, J., & Veras, E. (2017). Semilocal Convergence Newton Method

Applied to Kepler Equation: New Results. British Journal of Mathematics & Com-



29

puter Science 21(3), 1-13.

Garcia Maim6, Javier (2017). Analisis Dindmico y Numérico de Familias de Métodos Ite-
rativos para la Resolucion de Ecuaciones No Lineales y su Extension a Espacios de

Banach, Universitat Politécnica de Valéncia

Gomez Guzman, J.M (2019a). Convergencia Semilocal del Método de Halley aplicado a la

ecuacion de Kepler, UASD, Santo Domingo.

Gomez Guzman, J.M (2019b). Convergencia Semilocal del Método de Whittaker aplicado
a la ecuacion de Kepler, UTECO, Cotui.

Prabook.com/web/changbum.chun/440087

Rodriguez Lopez, J. M. (2017). Métodos numéricos para la aproximacion de raices multi-

ples de ecuaciones no lineales. Espafia: Universidad de Salamanca.

Roy, A. (2005). Movimiento orbital (4ta. ed.). Bristol, Reino Unido.

Sampieri, R. H. (2003). Metodologia de la investigacion.

Velasco del Olmo, A. I. (2013). Mejoras de los dominios de puntos de salida de métodos

iterativos que no utilizan derivadas. Logrofio, Espafia: Universidad de la Rioja.



ANEXO



31

Calculo de los intervalo de existencia y unicidad
De acuerdo a las condiciones impuesta en el teorema 2.2 para determinar la raiz de

la composicién de funciones:

h(t) = t+¢°
i) = 1
C1—t(1+Lin()

t 1(t )
t) = —+=|—+1]h(t — (h(t
o0 = 5y (F+) 0+ o

de donde se establece que
1+%h(a0)

ap = APn donde 0 < ap<0.3

La existencia se de la forma ¢ € [z(,t*n] y la unicidad por z* € [ (3:0, n%t*n)

Tomando los datos del teorema 4.1, sigue que :

(e = 0.312337)

1
p = 1—e
B e
n= 1—e
e

A =
1—e

Por tanto
h(ao)

_|_
tr = 2 = 4.73209
1 — f(ao)g(ao)

t*Eta = 2.1383




np

2
t*n = 2.94552
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Imagenes y graficos

glx) 4

Figura Anexo B 1: Existencia del punto fijo

B(x}%

Figura Anexo B 2: Unicidad del punto fijo



Figura Anexo B 3: Descripcion Geométrica de la excentricidad E, media M y
anomalia verdadera 6.
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