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RESUMEN

Este proyecto presenta una caracterizacion de los promedios de los coeficientes
seculares de las matrices de grupo, cuyos objetivos investigativos fueron establecer
las condiciones que garantizan la aplicacién de los promedios de coeficientes seculares
a las matrices de grupo unitarios, aplicar las propiedades de los coeficientes seculares

a grupos simplécticos y caracterizar estos promedios a grupos ortogonales.

Este estudio utilizo un diseno no experimental y transversal. Se aplic el método
analitico-deductivo para dedudir las férmulas que permitieron establecer las condi-
ciones para calcular los promedios de estos coeficientes seculares en las matrices de

grupo. La investigacion fue de tipo explicativa-descriptiva, con un enfoque cualitativo.

Conforme a los objetivos establecidos, las conclusiones obtenidas sefialan que el
promedio de los coeficientes seculares de una matriz de grupo unitaria puede ser ex-
presada en términos de una constante Cly, dependiente de los parametros N y &,
y el determinante de una funcién. La formulacién de la constante presenta diferen-
tes formas que implican productos y determinantes. La férmula que caracteriza el
promedio de los coeficientes seculares de los grupos simplécticos implica la utiliza-

cién de propiedades y férmulas de funciones de Schur, de caracter irreducible y de
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la funcién generadora. En tanto que para el analisis de los grupos ortogonales, tanto
para G = O(2N) y G = SO(2N) se utiliza la funciéon generadora para extraer una
formula explicita que permite representar el promedio de los coeficientes seculares.
Esta formula es valida para cualquier valor de N y k£ en ambos casos. Para el caso
de G = SO(2N), se utiliza adicionalmente la relacién entre la integral y una matriz

para expresar el caracter asociado al grupo especial ortogonal.
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CAPITULO I
INTRODUCCION

1.1. Introduccién

En este primer capitulo se describen los antecedentes historicos y académicos que
sustentan esta investigacion, ademéas del planteamiento del problema, justificacion,
los objetivos, y la delimitacion que define los alcances y limites de la misma.
1.2. Antecedentes
1.2.1. Antecedentes historicos

En la versiéon mas simple de las oscilaciones de un péndulo, se estd frente a un
problema que se podria etiquetar como sencillo para la dinamica, pero en la primera
memoria que Lagrange dedico a este tema en 1766, el problema se trata de manera
mas general: marco de la oscilacion de un sistema de n cuerpos y categorizacion en
relacion al calculo integral. Las oscilaciones se matematizan efectivamente mediante
un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constantes que se van a
integrar. Lagrange es el primero en dar la solucién general de tal sistema, mostran-
do que se deduce directamente de la factorizacién de un tipo particular de ecuacion
algebraica. Unos anos mas tarde, Lagrange traslada esta misma matematizacion al
estudio de las pequenas oscilaciones de los planetas, denominadas “desigualdades se-
culares”. El problema pasa asi a la mecénica celeste y la ecuacion algebraica que da
la solucién es designada entonces con el nombre de ecuacion secular. Las ecuaciones
particulares a menudo pasan desapercibidas en la historiografia, sin embargo, los nue-
vos enfoques que Lagrange desarrolld para estudiar las ecuaciones seculares'forman

la base del algebra lineal. (Caparrini, 2014).

En la década de 1770, Lagrange transfiri6 su matematizacién de las pequenas
oscilaciones de una cuerda al estudio de las pequenas oscilaciones de los planetas.
Aunque muy leves, las oscilaciones denominadas “seculares” no dificultan el célcu-
lo de las efemérides a largo plazo, sino que a largo plazo también pueden producir

modificaciones significativas en las érbitas y amenazar asi la estabilidad del sistema



solar. A partir de 1774 Lagrange trasladé a las desigualdades seculares el enfoque que

habia elaborado en 1766 para el caso de las cuerdas vibrantes. (Brechenmacher, 2014).

En los afios 1770 a 1780, Lagrange y Laplace dedicaron numerosas memorias al
estudio de las desigualdades seculares. Estos trabajos relacionados alimentaron los
dos grandes tratados de sintesis: La Mecanica Analitica de Lagrange y el Tratado de

Mecéanica Celestial de Laplace (Laplace, 1799).

La estabilidad mecanica de las oscilaciones de un sistema de cuerpos se caracterizé
por la naturaleza de las raices de una determinada ecuacion algebraica. Esta tltima
era comunmente conocida en el siglo XIX como la “ecuacién de las desigualdades
seculares en la teoria planetaria” debido a su papel en el estudio de la estabilidad
del sistema solar. Es, en términos modernos, la ecuacién caracteristica de un sistema
lineal simétrico; su estudio arroja luz sobre una parte importante de la historia del
algebra lineal. En el siglo XIX, la ecuacion secular desempendé un papel fundamental
tanto en la mecénica celeste como en la geometria, tanto en el analisis complejo como

en la aritmética (Brechenmacher, 2014).

1.2.2. Antecedentes académicos

Haake et al. (1996) en su publicacion “Determinantes seculares de matrices unita-
rias aleatorias”, realizaron un estudio sobre los polinomios caracteristicos de matrices
unitarias aleatorias extraidas de varios conjuntos circulares. El objetivo general de
su investigacion fue analizar las estadisticas de los coeficientes de estos polinomios.
La metodologia utilizada consistié en examinar las variaciones explicitas de estos co-
eficientes seculares para una dimensién arbitraria y analizarlos de manera analitica
hasta alcanzar valores arbitrarios del exponente de repulsion de nivel 5. Ademas, los
investigadores establecieron una relaciéon entre estos tltimos coeficientes seculares y
las trazas de las potencias utilizando las conocidas férmulas de Newton. Si bien las
trazas tienden a tener distribuciones gaussianas y a ser estadisticamente independien-

tes entre si, a medida que la dimensién de la matriz crece, los coeficientes seculares



exhiben fuertes correlaciones mutuas debido a la mezcla de trazas y coeficientes de

Newton.

Sommers, Haake y Weber (1998), en su estudio titulado “Densidades conjuntas de
coeficientes seculares para matrices unitarias”, cuyo objetivo general fue caracterizar
las densidades conjuntas de coeficientes seculares para matrices. Estos determinaron
la densidad conjunta de los coeficientes seculares y de las trazas de potencias para
matrices unitarias aleatorias a partir de conjuntos circulares de Dyson. Un subproduc-
to son las ¢ondiciones de unitaridad'viables, necesarias y suficientes para que todas
las raices de un polinomio sean unimodulares y diferentes. Estos hallazgos son ttiles
para combinaciones de teoria de matriz aleatoria con aproximaciones semiclasicas en
el calculo de propiedades espectrales de sistemas cuanticos cuyo limite clasico es glo-

balmente cadtico.

De acuerdo con Diaconis y Gamburd (2004), en su publicacién sobre "Matrices
aleatorias, cuadrados magicos y polinomios coincidentes", el objetivo general del es-
tudio fue analizar la varianza de los coeficientes de estos polinomios y explorar la
posibilidad de calcular momentos mas altos. Haake y sus colaboradores calcularon la
varianza de los coeficientes y plantearon la pregunta de como calcular momentos su-
periores. Se encontro una estrecha relacion entre este problema y el conteo de matrices
estocasticas enteras, especificamente, los cuadrados magicos. Ademas, se investiga el
significado combinatorio de los momentos de los coeficientes seculares de las matrices
del Conjunto de Ensambles Unitarios Gaussianos (GUE), y se analiza la conexion
con los polinomios coincidentes. La metodologia empleada en el estudio implicé téc-
nicas tedricas y analiticas para calcular las varianzas y momentos de los coeficientes
seculares de las matrices unitarias aleatorias. Se exploraron enfoques combinatorios
y conexiones con otras areas de las matematicas y la fisica tedrica, como la teoria de

numeros y el caos cuantico.



Forrester y Gamburd (2006), en su articulo titulado "Férmulas de conteo aso-
ciadas con algunos promedios de matrices aleatorias', realizaron un estudio en el
cual concluyeron que los momentos de los coeficientes seculares y seculares inversos,
promediados sobre matrices aleatorias de grupos clasicos, estan relacionados con la
enumeracion de matrices no negativas con sumas de filas y columnas prescritas. El
objetivo general de su investigacion fue analizar las propiedades combinatorias y de
conteo asociadas con los momentos promediados de los coeficientes seculares de matri-
ces aleatorias. En términos de metodologia, los autores utilizaron técnicas de conteo
y teoria combinatoria para establecer conexiones entre los momentos promediados
de los coeficientes seculares y problemas de enumeracién, como la enumeracion de

matrices no negativas con restricciones de suma en filas y columnas.

Mezzadri, Reynolds y Winn (2017), en su investigacién titulada “Momentos de
las densidades de valores propios y de los coeficientes seculares de conjuntos 5”7, con-
templaron como objetivo calcular los momentos de la densidad de valores propios
y promedios de coeficientes seculares. Como resultado de este estudio, los autories
calcularon los momentos positivos y negativos de la densidad de los valores propios
y los promedios de los coeficientes seculares para los conjuntos S de Gauss, Laguerre
y Jacobi para matrices de dimensiones finitas. El enfoque se baso en la teoria de los
polinomios de Jack, que son una herramienta natural en el estudio de conjuntos f3.
Ademas, establecieron que los valores de los coeficientes seculares también se pueden

expresar en términos de promedios de polinomios de Jack.

Najnudel, Paquette y Simm (2020), en un articulo llamado Coeficientes seculares
y el caos multiplicativo holomorfo, estudiaron los coeficientes seculares de una matriz
unitaria aleatoria Uy de orden N x N extraida del conjunto circular 3, que esta
definido como los coeficientes de z™ en el polinomio caracteristico det(1 — zUy).
Obtuvieron para § > 4, una nueva clase de distribuciones limitantes que surgen

cuando tanto n como N tienden a infinito simultdneamente.



1.3. Planteamiento del problema

El estudio de los coeficientes seculares es considerado de gran utilidad para com-
binar la teoria de matriz aleatoria con las aproximaciones semi clasicas en el calculo
de propiedades espectrales de sistemas cuanticos cuyo limite clasico es globalmente
caodtico, pero, ademas, ha jugado un papel trascendental tanto en la mecanica celeste

como en la geometria, asi como en el andlisis complejo y la aritmética.

Una matriz de grupo se define como una matriz cuadrada en la que los elementos
pertenecen a un conjunto finito de grupos o categorias. Cada grupo esta representado
por una etiqueta o valor especifico. En una matriz de grupo, las filas y las columnas
representan entidades o elementos individuales, mientras que los valores de la matriz
indican la relacion o interaccion entre ellos dentro de los grupos. Dichas matrices
de grupo se utilizan ampliamente en diversas areas para representar relaciones entre
entidades o variables. Los coeficientes seculares en estas matrices capturan las rela-
ciones y las interacciones entre los elementos del grupo. Un coeficiente se considera
secular si su valor se mantiene relativamente constante a lo largo del tiempo, lo que
indica una relacién estable y significativa entre los elementos correspondientes en la

matriz de grupo.

Aunque los coeficientes seculares son de gran importancia, su valor individual pue-
de ser sensible a las fluctuaciones aleatorias o ruido en los datos (Navidi, 2014). Para
superar esta limitacion, se propone estudiar el promedio de los coeficientes seculares
en lugar de los valores individuales. Este enfoque proporcionara una vision mas ro-

busta y generalizable del comportamiento de la matriz de grupo a lo largo del tiempo.

Ademas, investigar los promedios de los coeficientes seculares de una matriz de
grupo permite obtener informacion valiosa sobre la variabilidad y la estabilidad de los
atributos dentro de cada grupo. Esta informacion es crucial para comprender mejor
la distribucion y la influencia de los atributos en el conjunto de datos y puede ayudar

a detectar posibles discrepancias o desviaciones significativas. En virtud de esto, esta



investigacion pretende dar respuesta a la pregunta ;Cudles condiciones caracterizan

los promedios de coeficientes seculares de una matriz de grupo?

La respuesta a esta pregunta general, se concretiza a través de las siguientes

interrogantes:

1. ;Qué condiciones garantizan la aplicacién de los promedios de coeficientes se-

culares a las matrices de grupo unitarios?

2. ;Coémo aplicar las propiedades de los coeficientes seculares a grupos simplécti-

cos?

3. ;Como caracterizar los promedios de coeficientes seculares de grupos ortogona-

les?

1.4. Justificacion

La investigacion en la teoria de grupos y su relacion con diversas areas de las
ciencias ha experimentado un crecimiento significativo en las ultimas décadas. Sin
embargo, aun quedan areas no exploradas y fenomenos no comprendidos comple-
tamente. Un area que requiere atencion particular es el analisis de los coeficientes

seculares dentro de las matrices de grupo.

La relevancia de este proyecto se justifica en las multiples aplicaciones que tie-
nen las matrices de grupos en el comportamiento dindmico de una gran variedad
de sistemas, de forma que se puedan establecer resultados que permitan analizar y
establecer las condiciones que garantiza la estabilidad de los mismos. Ademas, la im-
portancia de este estudio se sostiene en los aportes de las ecuaciones y coeficientes
seculares en la mecanica celeste, que de por si, sentaron las bases de un gran de-
sarrollo del algebra lineal y su conexiéon con aspectos geométricos. Tal importancia
también se sustenta al considerar el promedio de los coeficientes seculares en lugar de
los valores individuales, se lograria una mayor estabilidad y generalizacion de los re-

sultados obtenidos. Los coeficientes seculares individuales pueden verse afectados por



fluctuaciones aleatorias o ruido en los datos, lo que dificulta su interpretacion precisa.

Los coeficientes seculares de una matriz de grupo revelan caracteristicas y propie-
dades fundamentales del grupo al que pertenece la matriz. Estos coeficientes pueden
servir como una herramienta para entender la estructura subyacente de los grupos,
que son fundamentales en numerosas areas de las matematicas y la fisica, como la
teoria de la representacion, la fisica de particulas, la teoria de la informacién cuantica,

entre otras.

Este estudio pretende servir de base a futuras lineas de investigaciones, debido
a que es un tema poco estudiado en el contexto de la Repiblica Dominicana y en
la comunidad matematica de la regién, y asi puedan ser aplicados para solucién de
problemas concretos de la modelaciéon matematica, y la realizaciéon de algoritmos in-

formaticos.

1.5. Objetivos
1.5.1. General

Caracterizar los promedios de coeficientes seculares de una matriz de grupo.
1.5.2. Especificos

1. Establecer las condiciones que garantizan la aplicacion de los promedios de

coeficientes seculares a las matrices de grupo unitarios.
2. Aplicar las propiedades de los coeficientes seculares a grupos simplécticos.

3. Caracterizar los promedios de coeficientes seculares a grupos ortogonales.

1.6. Alcances y limites

Esta investigacion esta orientada a la Matematica Pura, en especifico en el area
de algebra, donde se utilizaran matrices de grupos unitarios y ortogonales, polinomios
de matrices aleatorias, grupo simpléctico y grupos ortogonales para caracterizar los

promedios de coeficientes seculares de una matriz de grupo.



CAPITULO II
MARCO REFERENCIAL

2.1. Introduccién

En este capitulo, se exponen de manera detallada los referentes teéricos que cons-
tituyen el fundamento conceptual de esta investigacion, por medio de definiciones,
proposiciones, teoremas y algunas demostraciones.
2.2. Matrices
Definicién 2.1 Segtiin Merino (2021), dado un cuerpo F', una matriz de orden m xn

con coeficientes en F' es un arreglo de la forma

a1 a12 Ce A1p

a921 a99 Ce Qo
A=

Am1 Am2 ... Qmp

Constituida por mn elementos de F' distribuidos en m filas y n columnas, de forma
que denotamos por a;; al elemento situado en la fila ¢, columna j. De forma reducida
se expresa:

A = (a;),

Z7j

Definicién 2.2 De acuerdo con Grossman y Flores (2012), sea A una matriz de nxn.

El cofactor ¢j de A, denotado por A;;, estd dado por
Ay = (=1 | My

Esto es, el cofactor ij de A se obtiene tomando el determinante del menor ij y
multiplicdndolo por (—1)"™/. Observe que
L 1 sit+j es par
(_1)z+3 — J b
—1sii+4 7 es impar
Definicién 2.3 Sea A una matriz de n X n, entonces el determinante de A, denotado

por det A o |A], estd dado



det A = Z alkAlk

k=1
det A = |A| = annAn + apAis + aizAis + -+ - a1 Ary,

La definicién anterior, bien puede ser consultada en Grossman y Flores (2012).

Definicién 2.4 Valor caracteristico y vector caracteristico. Sea A una matriz de
n X n con componentes reales. El nimero A\ (real o complejo) se denomina valor
caracteristico de A si existe un vector diferente de cero v en C" ( conjunto complejo

de n dimensiones) tal que

Av =l

El vector v # 0 se denomina vector caracteristico de A correspondiente al valor
caracteristico A. El niimero A\ puede ser real o complejo, y el vector v puede tener

componentes reales o complejos (Kolman y Hill, 2006).

Definicién 2.5 Ecuacién caracteristica y polinomio caracteristico. Sea A = [a;;] una

matriz de n X n y A el valor caracteristico . El determinante

A — a1 —Qa12 Ce —A1p
—a A—a S, —Qap
FO) = det (AL, — A) = 2 . ?
—Qy1 —Qp2 ... A— Qpp

Es el polinomio caracteristico de A. La ecuacion

FO) =det (AL, — A) =0

Es la ecuacién caracteristica de A (Kolman y Hill, 2006).

Teorema 2.1 Sea A una matriz de n X n. Entonces A es un valor caracteristico de

A siy solo si

p(A) =det(A—A)=0
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Definicién 2.6 Una matriz de Vandermonde es una matriz que presenta una progre-

sion geométrica en cada fila. Los indices de la matriz de tamano n x n estan descritos
i—1 L. . . . .

por V; ; = k}” para todos los indices i y j variando de 1 a n, lo cual se puede describir

explicitamente de la forma siguiente:

1k k2 k!
1 ke k2 .. K
V=|1k kK ...k}
1k, k2 ki1

En el primer elemento de cada fila hay solamente unos (al ser la potencia de
cero) y en el segundo elemento hay una serie de nimeros arbitrarios. En el tercero
se encuentran esos mismos nimeros elevados al cuadrado. En el cuarto estan esos
mismos nimeros elevados al cubo y en las siguientes columnas elevados a la potencia
inmediatamente superior de manera que en el elemento n de cada fila esos ntimeros
estén elevados a la potencia n-1.

El determinante de una matriz de Vandermonde esta dado por:

A(z) = det1<i j<k :1:;_1 = H (x; — xj)
i#]
Proposiciéon 2.2.1 Conforme lo establece Betea y Wheeler (2016), se plantean las
siguientes identidades en términos de las particiones:

Identidad de Hall-Littlewood.
k

1 1
o osalmy,m) =11 11 (2.1)
A par Pl 7 i<j 1 —zx;
Desarmenien-Stembridge-Proctor
> osa(@r, .., ap) = 1 ﬁ 1 1 1 detici ik [xffl x?N+2k+1fj}
A <2N A(‘r) i=1 1 - x; i<j 1 - Iixj
A par

(2.2)

Definicién 2.7 La multiplicacién de dos matrices A = (a;;) y B = (b;;) produce a

matriz AB = (311, aubi;).
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Teorema 2.2 En Larson (2016), se presentan las siguientes propiedades de la suma

de matrices y de la multiplicaciéon por un escalar. Si A, B y C son matrices de m X

n;c,d, 1, escalares, entonces las siguientes propiedades son verdaderas.

» (cd)A =c¢(dA) Propiedad asociativa de la multiplicacién de escalares

1A = A Identidad multiplicativa

A+ B =B+ A Propiedad conmutativa de la suma

A+ (B+C)=(A+ B)+ C Propiedad asociativa de la suma

c¢(A+ B) = cA+ ¢B Propiedad distributiva izquierda

(¢ +d)A = cA + dA Propiedad distributiva derecha

Teorema 2.3 En Larson (2016), se presentan las siguientes propiedades de la multi-

plicacién de matrices. Si A, B y C son matrices (con tamanos tales que los productos

matriciales dados estédn definidos) y ¢ es un escalar, entonces las siguientes propieda-

des son verdaderas.

» A(BC) = (AB)C Propiedad asociativa de la multiplicacién

¢(AB) = (cA)B = A(cB)

A(B + C) = AB + AC Propiedad distributiva izquierda

(A+ B)C = AC + BC Propiedad distributiva derecha

Definicion 2.8 La traspuesta de una matriz se forma al escribir sus columnas como

renglones. Si A es la matriz de m x n dada por

a11

a21

Qm1

12
22

a32

Am2

@13
@23

a33

A1n
Aon

A3n
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entonces la traspuesta, denotada por A7, es la matriz de tamafio n x m

11

a12

T _
AT = a3

Q1n

21
a2

ag3

A2n

a3
a32

33

a3n

Teorema 2.4 Propiedades de la traspuesta.

Am1
Am2

Am3

amn

Si Ay B son matrices (de tamafio tal que las operaciones con matrices dadas

estdn definidas) y ¢ es un escalar, entonces las siguientes propiedades son verdaderas.

» (AB)T = BT AT Traspuesta de un producto

T
(AT) = A Traspuesta de la traspuesta

(A+ B)T = AT + BT Traspuesta de una suma

(cA)T =¢ (AT) Traspuesta de la multiplicaciéon por un escalar

Definicién 2.9 Una matriz A de n X n es invertible (o no singular) si existe una

matriz B de n x n tal que

AB=BA=1,

donde I,, es la matriz identidad de orden n. La matriz B se denomina inversa

(multiplicativa) de A. La matriz A que no tiene una inversa se denomina no invertible

(o singular).

Teorema 2.5 Si A es una matriz invertible, entonces su inversa es unica. La inversa

de A se denota por A1,

Teorema 2.6 Si A es una matriz invertible, k es un entero positivo y ¢ es un escalar

diferente de cero, entonces A1, A¥ cA y AT son invertibles y se cumple lo siguiente.

1. (A ) '=4
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Teorema 2.7 Si A y B son dos matrices invertibles de tamano n, entonces AB es

invertible y se cumple que

(AB)™! = B1A~!

2.3. Matriz de grupo
Definicién 2.10 Un grupo es un conjunto GG junto con una multiplicacién que sa-

tisfaga las siguientes tres propiedades (Boij y Laksov, 1995):
1. (Asociatividad) Para cualquiera a, b, ¢ de elementos de G, se tiene que

a(bc) = (ab)c

2. (Identidad) Hay un elemento e en G tal que

para todos los elementos a de G.

3. (Inversa) Para cada elemento a de G hay un elemento b de G tal que

e = ab = ba.

Definicién 2.11 Un homomorfismo de un grupo G a un grupo H es un mapeo
. G—H
tal que ®(ab) = ®(a)®(b), para todo a,b en G.

El homomorfismo & se llama isomorfismo si es sobreyectivo, es decir todos los

elementos de H es la imagen de algin elemento en G, e inyectiva, eso si a y b son
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diferentes elementos en G entonces ®(a) y ®(b) son elementos distintos en H.

El ntcleo del homomorfismo @ es el conjunto

ker® ={aec G| P(a)=ey},

y la imagen es el conjunto

im®={aec H|a=®(0b), paraalginbe G}.

Proposiciéon 2.3.1 El mapeo de grupos

det: G1,(C) — C*

que envia una matriz a su determinante es un homomorfismo de grupos por la

férmula det AB = det Adet B. El niicleo de este mapeo es S1,,(C) y la imagen es C*.
Proposicién 2.3.2 El mapeo
o : GL,(C) — Sl 11

dada por

(det A)=1 0
0 A

es un homomorfismo de grupos. Claramente, el homomorfismo ® es inyectivo.

O(A) =

Proposicién 2.3.3 El mapeo C* — SO5(C), que envia t a

5
Sit—tY) L)

es un homomorfismo de grupo.
Proposiciéon 2.3.4 Un homomorfismo ® : G — H de grupos es inyectiva si y solo
si el nicleo es {eg}. En otras palabras, ® es inyectiva si y solo si ®(a) = ey implica

que = eg.
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Proposicién 2.3.5 Un subgrupo H de un grupo G es un subconjunto H de G tal
que para todo a y b en H se tiene que ab y a~! estdn en H. Un subgrupo H de G es

normal si bab~! estd en H para todo ben Gy a en H.

Definicién 2.12 Una matriz grupo, o grupo lineal, es un grupo G cuyos elementos
son de matrices invertibles de tamano n xn sobre un campo F'. El grupo lineal general
GL(n, F) es el grupo que consiste en toda matriz invertible n x n sobre el campo F'.
Entonces un grupo G es una matriz grupo precisamente cuando es un subgrupo de
GL(n, F) para algiin nimero natural n y campo F. Si V' es un espacio vectorial de
dimensién n sobre F, se denota por GL(V) el grupo de transformaciones lineales

invertibles de V; de este modo GL(V) = GL(n, F).

Una matriz grupo G < GL(V') se dice que es reducible si existe un subespacio G-
invariante U de V distinto de 0 y de V, y es irreducible en caso contrario. Una matriz
grupo G < GL(V) se dice que es separable si V' es la suma directa de dos subespacios
G-invariantes no nulos, e inseparable en caso contrario. Si V' puede expresarse como
la suma directa de subespacios irreducibles, entonces GG es completamente reducible.
(Por lo tanto, un grupo irreducible es completamente reducible.) Si el grupo de ma-
trices G < GL(n, F') es irreducible considerado como un subgrupo de GL(n, K') para
cualquier extension algebraica K de F', decimos que G es absolutamente irreducible

(Cameron, 2007).

Definicién 2.13 El Grupo Unitario de orden N, U(N), es el grupo asociado con las

matrices unitarias de N x N bajo la multiplicacién de matrices.

Definicién 2.14 El grupo ortogonal de grado n sobre un cuerpo F, designado como
O(n,F), es el grupo de matrices ortogonales n por n con las entradas en F, y la
operacion de grupo dada por la multiplicacién de matrices. Este es un subgrupo del

grupo general lineal.

Cada matriz ortogonal tiene determinante 1 o —1. Las matrices n por n ortogo-

nales con determinante 1 forman un subgrupo normal de O(n, F ) conocido como el
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grupo ortogonal especial, también conocido como grupo de rotaciones. Si la caracte-
ristica de IF, es 2, entonces O(n,F) y SO(n,F) coinciden; en caso contrario el indice
de SO(n,F) en O(n,F) es 2.

SO(n,TF) y O(n,F) son grupos algebraicos, porque la condicién que una matriz
sea ortogonal, es decir que su propia transpuesta sea su inversa, se puede expresar
como un conjunto de ecuaciones polindmicas en las entradas de la matriz. (Ahumada,

2022)

Proposicién 2.3.6 Cuando A, # 0, el caracter irreducible de O(2N) estd dado por

SO(2n SO(2n
X/\+( )+X)\( )

O(2n) ( il) _ deti<ij<n (a;?”r”*i + xj_()\z‘-i-n—i))

X deti<; jen (m;‘_z + :Ej_(n_i))

El determinante en el numerador se puede evaluar de la siguiente manera:

nei | —(n—i [Ticj (x; — ;) (zsw; — 1
detlgi,jén (xj + Lj ( )) - = (<:L-1 .. Jx) ()n—1j )

Ahora, utilizando la férmula del caracter de Weyl para el grupo ortogonal y la eva-

luacion del numerador, se tiene:

N _O(2k) [ +1 +1
N4k—1 —(N+k-1 N4+k—2 —(N+k-2 —(N
PR TNkl Nk (NN ()
det | it ek Nekes | -(N4k-2) N -V
(@) TN
X .
H1<i<j<k(ri—$j)(mﬂj—1)

(2.3)

Definicién 2.15 Diagramas propios. Sea A = (A > Ay > -+ > );) una particién de
n. Entonces A\ + Xy + -+ + Ay = n. A cada particién se le asocia lo que se conoce
como diagrama de Ferrer. El diagrama es una colecciéon de bloques de longitud A; de

ancho (Medjedovic, 2021).
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Definicién 2.16 Un grupo simpléctico es un grupo definido como el conjunto de
transformaciones lineales de un espacio vectorial de 2n dimensiones sobre el campo F
que conserva una forma bilineal sesgada simétrica no degenerada. Tal espacio vectorial
se llama espacio vectorial simpléctico, y el grupo simpléctico de un espacio vectorial
simpléctico abstracto V se denota como Sp(V). Al fijar una base para V, el grupo
simpléctico se convierte en el grupo de matrices simplécticas de 2n x 2n, con entradas

en F, bajo la operacion de multiplicacion de matrices
Sp(2n, F) = {M € Myy20(F) : MTQM = Q}
donde M7 es la traspuesta de M. A menudo, €2 se define como

0 I,
-1, O

0 =
donde I,, es la matriz identidad.

Denotando el caracter irreducible del grupo simpléctico Sp(2n) etiquetado por la
particién A como x3*", la férmula del cardcter de Weyl en el caso del grupo simpléctico

puede escribirse como:

o Aitn—i+1 o —()\i—i-n—i-l-l))
SPay, +1 +1)\ detlgl’Jgn (xj xj 2.3
X Ty 5Ty — n—it+1 —(n—i+1) ( ' )
detlgi,jgn (l’j — l’j )

El determinante en el denominador puede evaluarse segin Weyl (Bump y Gam-

burd, 2006):

ic; (2 — a;) (wix; — DI (27 — 1)

n—i+l _  —(n—itl)
(3;1 - ch)n

detlgingn (.’L'J .ﬁE] ) =

(2.4)

La féormula de dimension de Weyl para la representacion irreducible del grupo
simpléctico Sp(2k) etiquetada por la particién A es
oy ey (i — p1y) (pa + 1 + 2) T (pa + 1)

dim (™) = (2k — 1)I(2k — 3)--- 1 (2:5)

donde p; = \; + k — 4.
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Definicién 2.17 Se define el polinomio de Schur de A como

xi\1+k*1 x3\1+k*1 o x21+k*1
:L'i\2+k_2 :L'§\2+k_2 o 1,2\2-&-/6—1
det
A
i ;\k xzk
sy (1 T) =
A . =
Y ) A(,ZL')
Definicién 2.18 Para una particion A, la funciéon de Schur en las variables x4, . . ., x,

indexadas por A es un polinomio multivariable definido por
Sx (@1, Ty ZIGI(T ey @,

donde la suma se realiza sobre cuyas entradas pertenecen al conjunto {1,...,r} (es

decir, a;(T) = 0 para i > 7).

2.4. Coeficientes Seculares
Definicién 2.19 Sea A una matriz de orden n X n. Se definen los coeficientes secu-

lares Sc;(A), como los coeficientes del polinomio caracteristico de A tal que:

det(I +xzA) = ZSCJ

De modo que Scp(A) = 1,8¢(A) = tr(A),ScN(A) = det(A). Los coeficientes
seculares son solo funciones simétricas elementales en los valores propios de A. Re-
cordar que tr(A) es la traza, la cual estd dada por la suma de los elementos de la

diagonal principal de A.

Sea G uno de los grupos de la matriz U(N), Sp(2N), SO(N) or O(N).

1€(n,N) : / S Se,(U)... Se; (U)dU. (2.6)
Ty

A menos que G = U(N) donde se introduce un término conjugado, elevando al

cuadrado el integrando:
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1€(n, N) / ST 18, (U) ... Se;, (U))? dU. (2.7)
Jite Jk n
0<j1, gk <N

La conexién con la teoria del campo de funciones necesita alguna notacion adicio-
nal. Sea f un polinomio moénico en F, y use di(f) para indicar el nimero de formas
de escribir f como f = f;...fi con f; ménica. Suponemos que el indice A es un

polinomio ménico en [F,. Ademds, para un polinomio ménico, se define

AR = {72 11f — Al < ¢}

con || f|| = ¢*#) and

N(A L) = ) du(f

fEI(A;h)

ser la suma del divisor en los campos de funcién. Definiendo la diferencia y la

varianza en intervalos cortos de manera similar,

+k—1
Ap(A;h) == N(A;h) — gt " ,
E—1
1
Var(V) == — > [Ax(4; h?.
q dog(A)—n

Definicién 2.20 Sea G € {U(N),O(N),SP(2N),SO(N)} una matriz de grupo, se
define el promedio de los coeficientes seculares, como:
Py ( Z u"IS (n, N).
n=0

Proposiciéon 2.4.1 Eliminacion de Singularidades para Momentos. Se considera un
polinomio P(z) dado por

P(z) = det1<; j<k {x?,l}
donde a; son enteros no negativos. Entonces,

k—1
P(z) =P (zg,...,x51) = Z sgn(o) H x?g(“
i=0

UESn



20

Este es un polinomio alternante y, por lo tanto, divisible por A(x). Se busca

P(x)

Alr) cuando g = 11 = 9 = ... = 21 = u. Al tomar el limite cuando

encontrar

r1 — To, Ty — T3, etc., y aplicar la regla de L’Hopital, se obtiene

k—1 2
o P@) 1 ) 8 9

o) A(z) 120 (k— 1)1 9251 a3 Oy Ple).

(Uyeeywr)
Se expande P(z) segun su definicién, tomando derivadas y emparejando los términos

i ! con los términos a,(;) para obtener coeficientes binomiales.

P((L’) k-1 Qg (1) g3y —1
lfm = > sgn(o) z; 7
5 (Uy.oyu) A(JJ) ags:n 1,1;[0 1

Y se han calculado las singularidades removibles de % como

Plx Lt Y Qg () —i
AE ; - Z sgn(o) H >() xia(”
L) (uyu) €S i=0 i )
UyernyU
a; A
J a;—i+1
= deticijn || Tl
Z J—
(u...,u)
a; A
] R
— detlgi,jgk: . u% i+1
1—1

Lema 2.1 Sea P(z) = deti<; <k [pj (x;—1)] un polinomio alternante donde cada p,

es a su vez un polinomio. Entonces,

P(x) B 1 87,'71
NG = deti<; j<i mij (w)

(o)
Proposiciéon 2.4.2 De acuerdo con Bump y Gamburd (2006), se establece una rela-
cion entre un producto de términos y una suma de caracteres asociados a los grupos
simplécticos dada por la igualdad:

N
A 11 (xi+x;1+tn+t;1) —

i=1n=1

Z Xip(Qk) (x1i1> e 7*%%1) X?\p@N) (tiﬂ7 o 7t]i\f1> )
AC Nk

k



Proposicién 2.4.3 Se establece que (Bump y Gamburd, 2006):

k
det (I + z;9)dg = (z1...2)" P (21, ...
/SP(QN)H et (I +z;9)dg = (z1... %) X (k) (21,

J=1

k —
Z H x;\’(l—fj) H (1 . xfzxjj> !

ee{£1}j=1 (]

+1
7xk

)

21
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CAPITULO III
DISENO METODOLOGICO

3.1. Introduccién

En este capitulo se presentan los aspectos metodologicos de esta investigacion; los
cuales hacen referencia al método, diseno, tipo, enfoque y procedimientos requeridos
para el desarrollo de la misma.
3.2. Marco metodolégico
3.2.1. Diseno

El disefio que contempla esta investigacion es el no experimental, ya que tal
como lo plantea Hernandez et al. (2014), las variables no se manipulan de forma
intencionada. Segun el tiempo de estudio, el diseno serd el transversal, el cual es
definido por el mismo autor como aquel en el que se recolectan datos en un solo
momento, en un tiempo 1nico.
3.2.2. Meétodo

Este estudio se fundament6 en la aplicaciéon del método deductivo, pues de acuer-
do con Olabuénaga, 2012), debido a su capacidad para establecer conclusiones légicas
y coherentes a partir de premisas iniciales. Se basa en reglas y principios generales
para inferir conclusiones especificas.
3.2.3. Tipo

De acuerdo a las caracteristicas, esta investigacion es de tipo explicativa-descriptiva,
ya que estuvo marcada por el interés de describir, mostrar y caracterizar los coefi-
cientes seculares de una matriz de grupo (Ramos-Galarza, 2020). Ademads, es de tipo
exploratorio ya que abordé una temética poco conocida, con el fin de proveer una
referencia general de la misma (Morales, 2015).
3.2.4. Enfoque

Debido a que en esta investigacion no se buscé medir las variables, el enfoque utili-
zado es el cualitativo, basando su desarrollo en una caracterizacion de los coeficientes

seculares (Ortega, 2018).
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3.3. Procedimientos
En este apartado se incluye una descripcién de las diferentes etapas del proceso

de realizacion de este trabajo de investigacion:
1. Se realizé la solicitud de aprobacion de esta tematica investigativa.

2. Se realizdé una amplia consulta bibliografica, sobre los fundamentos de los co-

eficientes seculares y las matrices de grupos.
3. Se present6 al asesor para su revision, correccién y posterior validacion.

4. Se sometio la propuesta de ante proyecto a la Facultad de Postgrado y Educa-

ciéon Continuada, a los fines de valorar la relevancia de la misma.

5. Se procedié con las correcciones realizadas por los respectivos jurados en ter-

minos de contenido, redaccién y metodologia.

6. Se elaboraron los capitulos IV y V, y los demas elementos constitutivos del

proyecto, segin los reglamentos de la UTECO.

7. Se entreg6 tres ejemplares a la Facultad de Postgrado y Educacion Continuada

del borrador final, con fines de la presentacién y/o defensa del mismo.
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CAPITULO 1V
PRESENTACION DE LOS RESULTADOS

4.1. Introduccién

Este capitulo estda dedicado a presentar los resultados que dan respuestas a los
objetivos investigativos planteados sobre la caracterizacion de los promedios de coefi-
cientes seculares de una matriz de grupo. Para tales fines, inicialmente se caracteriza-
ran estos promedios sobre matrices de grupo unitarias, luego en grupos simplécticos,

y por ultimo, en grupos ortogonales.

4.2. Promedios de coeficientes seculares en matrices de grupos unitarias

Tal como se consider6 en el marco referencial de esta investigacion, las matrices
de grupos unitarias de orden N estaran denotadas por U(N), y consideradas como
grupos asociados con las matrices unitarias de N x N bajo la multiplicacién de ma-
trices. También, la notacion P,SN(U) donde G es una matriz de grupo, identificara el

promedio de los coeficientes seculares, definido en sentido general como
n
Pk N ( Z u"I¢ i (

Teorema 4.1 Sean G =U(N) y U € U(N), entonces Pf’y(u) estard definido por:

Ch 1 — yNFiti-1
PG
e () = - " Ntitj-1

con
ﬁ (N+k—j5—1)
S G=DBN 4 -1

Demostracién. Se inicia considerando las expresiones para los determinantes (I —

xU)* y (I — yU*)* en funcién de las funciones Schur:

det(I — 2U)* = (Z Scj(U)(—x)j) (4.1)

<.
Il
—

det (1 — yU™)F = (z Se: (U) <—y>i) (1.2)
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Al aplicar la integral con respecto a U, se obtiene:

/G det(I — 2U)* det (I — yU*) dU
N N k (4.3)
-/ (Z 8cj<U><—x>f‘) (se @) ) av
G \j=1 i—1
Se emplea el lema de ortogonalidad de los coeficientes Schur, que establece que la
integral del producto de dos coeficientes Schur conjugados complejos sobre el grupo

unitario es igual a ¢;;.

/G S, (U) Se;(U) dU = 6 (4.4)

Dado que los coeficientes Schur son ortonormales, las integrales cruzadas se anu-
lan y solo sobreviven términos en los cuales ¢ = j. Esto elimina los términos de la

forma x™y™ con m # n en la integral.

A continuacion, se introduce el cambio de variables U — Uw en la integral, donde

w es una matriz diagonal con elementos wy, wo, ..., w,. Esto conduce a:

/ det(I — 2U)* det (I — yU*)* dU
G (4.5)
- /G det(I — zUw)* det (I — y(Uw)*)k dU

Se utiliza la propiedad del determinante del producto de matrices para expandir

las expresiones dentro de la integral:

/ det(I — zUw)* det (I — y(Uw)*)* dU
a
k k (4.6)
- / [] det(I — zUw) [ det (I — y(U*w*)) dU.
Gi=1 j=1
Luego, se realiza el cambio de variables lineal U — Uw; en el i-ésimo determinante
del producto para i = k+1,k+2,...,n, utilizando la autocorrelacion. Esto conduce

a:
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n k
det (I —w;'U det (I — w,;U")dU
J

1 |

I=k+1 UN) jZk41 j=1
1L ow, w? - wl™t T TR gVt
1
B H1§£<q§n (wq - wf)
1 ow, w2 - wh=t Ntk qpNHhtl gy Nan=l
(4.7)
Especializando m =k, n =2k, wy =ws = ... =Wy =Ty Wiy1 = ... = Wy = 1,
y eliminando las singularidades como en el lema anterior, se llega a:
1 A(z) Bz
O, ) = o) ey | A 5 (45)
’ (1—a)
A1) B(1)
donde
-1\ .
AU(JZ) = /" (49)
i—1
N+2k+75—-1 .
Bi(z) = / PN (4.10)
1—1

Dado que A(z)™! = A(—xz), esta igualdad puede verificarse utilizando la identidad

binomial subyacente. La identidad se expresa de la siguiente manera:

f:(—l)”l (-1 J-1 = J-1 > (1) 7o

=1 i—1 [—1 1—1 Ji=1 l—1

Esta igualdad se analiza en varios casos:

1. Si 5 > i, entonces la suma a la derecha se convierte en una suma alternante de

la j-ésima fila del tridngulo de Pascal, lo que lleva a su anulacion.

2. Si j <1, el factor a multiplicado antes de la suma es igual a 0.
1—1
3. Si¢ = 7, solo un término contribuye a la suma, [ = 7, lo que resulta en el valor

1.
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Al multiplicar la matriz A(z) por la matriz de bloques:

Se obtiene la siguiente matriz:

A(—x) 0 A(z) B(z) _ I A(—z)B(x)
0 A(-1) A(l) B(1) I A(-1)B(1)

Después, se realiza otra multiplicacién con la matriz:

)

Para eliminar la matriz identidad I en la esquina inferior izquierda:

I 0 I A(=x)B(z) | [ 1 A(—z)B(x)
1 1)\ 1 Aa—yB) | \ 0 ACDBQ) - A(—2)B(2)

Estas operaciones de multiplicacion no afectan el determinante, ya que ambas
multiplicaciones son por matrices triangulares con 1 en la diagonal. Por lo tanto,
el determinante de la matriz resultante es igual al determinante del bloque inferior

izquierdo de tamano k X k:

[A(=1)B(1) = A(=2) B(x)[kxk

Al calcular las entradas de esta matriz, se llega a la conclusién de que la entrada

1,] es:

I=1 1—1 [—1

f}nki(ll)(JV+k+j1)(1$N%ﬂi)

Se utiliza la propiedad:

-1\ [ N+k+j—1 Nak+j—1\( N+k+j—i
i—1 -1 i—1 I—i
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Por lo tanto, la ecuacién anterior se transforma en:

N+k+j5—-1 . K N+k+j—1
J (1_xN+k+sz) (_1)zz<_1)l J—1

1—1 =1 [ —1

La suma resultante es:

= N+k+j—i
—1)¢ (_1)[ J

—0 l

~

Esta es una suma alternante de la fila N + k + j — ¢ del tridngulo de Pascal, que

se iguala a:

Ntk+j—i—1
k—i

(-1)"

Al regresar al determinante de tamano k X k, la entrada ¢, j de la matriz es:

N+k+j—1 N4k+j—i—1
i—1 k—i

(1

(1 B JENJrkﬂ'ﬂ')

Este producto de coeficientes binomiales se iguala a:

Ntk+j—1)\( N+k+j—i—1 (N+k—+j—1)

i1 b G -DIk =) (N+j—DY(N+Ek+j—1)

(=1)*-

Se extrae un factor de Tk:' de la fila ¢ del determinante y un factor de

MM de la columna j. Esto lleva a que el determinante en la expresién anterior
sea igual a:
ﬁ kJ(N+k+]—1) d [W]kxk
o U= DUE =N+ —1)! N+i+j—1
. k N+k+j—) ll—fwﬁjw
—DI2(N +j—1)! N+i+j—1],,

donde, en la ultima 1gualdad, se han invertido las k filas de la matriz. De esta

manera, se ha llegado a la expresion:
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CN,lc . 1 — pN+i+i-1
(1—z)*  N+i+j—1

En esta ecuacion, Cy, representa una constante que depende tnicamente de N

L/ (n,N) = [a"]

v k, y puede expresarse de diversas formas:

CNk:ﬁ (N+k+j—1)' :H1§i7j§k(N+Z'—|—j—1>
S m U DEW A - Micicj<(d —0)°
1

1
deti<ij<k [N—&—i—l—j—l}

Posteriormente, dado que Py (u) = Y02 u" I (n, N), se reemplaza 2" por u" en

la ecuacion:

ON,k . 1 — o N+iti-1
(1—w*  N+i+j—1

Este es el resultado buscado y marca la conclusién de la demostracion.

PISN(U) =

4.3. Promedios de coeficientes seculares en matrices de grupos simpléc-
ticos

En esta seccién, se considera que la matriz de grupo G para el promedio de los

coeficientes seculares, denotado por P,S v (), seran las matrices de grupos simplécticos.

En tal sentido, el siguiente teorema establece una ecuacién que permite el calculo de

estos promedios, cuando la matriz grupo de referencia es G = SP(2N)
Teorema 4.2 Si G = SP(2N), entonces Py (u) esta dado por:

) — 1 o 2N +2k+1—7 o
PkG,N(“) = — 77 detici <k g wt — J S
(1 -un3) i—1 i—1
Demostracion. Se inicia con la férmula que establece la relacion entre la funcion

generadora P,SN(U) y la integral sobre el grupo G:

2kN
S u" I (n, N) = / det(1 + 2U)*dU
e

n=0

Donde IS (n, N) representa el conteo de matrices k x k con elementos en G que son

invariantes bajo las transformaciones de G, tienen rango n, y un rango reducido de V.
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Siguiendo con la proposicién previa y haciendo uso de la ecuacién de los grupos

simplécticos, se tiene de que:

k
. _ N _ Sp(2k) +1 +1
/Sp(zN)Hdet(lerzU)dU— (z1...74) Xy (xl T )

=1

iy Sp(2k . . : .
En esta expresion, x <§[(k>) denota un caracter irreducible de la teoria de represen-

tacion de GL,(C). Esto conduce a la relacion:

N Sp(2k) (41 +1) _
(1) X el (et ) = ) sa (@, a)
AL<2N
A incluso

Donde la suma se extiende a todas las particiones pares A que cumplen A\; < 2N,
y sy representa los polinomios de Schur asociados a la particiéon A. Luego, la funcién

generadora P,f v (1) se puede expresar como:

2kN
PkG,N(“) = Z Un[l?(”, N)
n=0
En el caso en que n < 2N, es posible utilizar una férmula para 1 ,f P (2")(71, N) que
se deriva de la identidad de Hall-Littlewood:

N
; , sinespar
]];S'p(Qn) (TL, N) _ ( (k; )—1 )

0, en caso contrario
En situaciones donde n > 2N, se requiere emplear una versién acotada de la
identidad de Hall-Littlewood, especificamente la férmula de Desarmenien-Stembridge-

Proctor:

A | 1 i1 2N j
_ F2%k41—

> (o m) = 3 — [l deticijn E d

A;<2N (x) 11— i<j + T Lily

A incluso

En esta formula, A(z) = [[,-; (z; — x;) denota el determinante de Vandermonde.
Cabe destacar que esta formula contiene términos singulares cuando x; son iguales.

No obstante, estas singularidades son eliminables debido a que estamos tratando con
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una suma finita de polinomios.

Para abordar estas férmulas en el contexto del teorema, primero se procedera
a calcular P]SN<U> cuando n < 2N, aprovechando la relacién con los polinomios de
Schur. Posteriormente, se tratara el caso mas general donde n > 2N, utilizando la

forma acotada de la identidad de Hall-Littlewood.

Se procede a demostrar el teorema por casos, primero abordando n < 2N y luego
n > 2N.

Caso 1: n < 2N En esta situacion, se utiliza la férmula obtenida de la identidad
de Hall-Littlewood para ;7™ (n, N):

2+(Mh)-1 .
2 2
( e ), si n es par

("31)-1

0, en caso contrario

L") (n, N) =

Por lo tanto, la expresion P,g (1) se simplifica en este caso a:
2kN N-1 n+ (’f+1) 1
G n SP(QTL
Pion(u Z“[ Z ( () -1 )
= 2
Caso 2: n > 2N En este escenario mas general, se recurre a la formula de

Desarmenien-Stembridge-Proctor previamente mencionada. Para ello, se evalia la

expresion
i—1  2N+2k+1—j
deti<j<i |27 — 2 7]
A(z) (ttyert)
en el punto (u,...,u) y se utiliza la férmula derivada en un lema para eliminar el

término A( ik El resultado es la expresion del teorema:s:

) — 1 o 2N +2k+1—3
detlgi’jgk J Wt — J
1—1 1—1

y2NF2k+2—j—i

4.4. Caracterizacion de los promedios de coeficientes seculares a grupos
ortogonales.
En esta seccion, se estableceran condiciones que permiten caracterizar y determi-

nar féormulas para los promedios de coeficientes seculares tanto cuando G = O(2N)
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correspondientes a los grupos ortogonales, y aquellos cuyo determinante es 1, que son

los denominados grupos ortogonales especiales, denotados por SO(2N).

Teorema 4.3 Si G = O(2N), entonces Py (u) esta dado por:

—_

1
PEN(“) 12c

25(1—u2)()

det j—1 Wi 2N +2k—1—7 y2N+2k—j—i
1—1 7 —1
4 det K] - 1) Wi 4 <2N +2k—1 _j>u2N+2k—j—i] '
7 —1 7 —1

Demostracién. Sea G = O(2N). Se parte del hecho que

I¢(n,N) ::/ G Sci, (U)...S¢;, (U)dU
it jp=n
0<j1,- -k <N

para un grupo de matrices GG. Considerando la funcién generadora

2kN

S 2" IC(n, N) = / det(1 + zU)kdU
n=0 G

Expandiendo en serie de potencias el determinante y su correspondencia de los
términos de la serie con las funciones de Schur asociadas a particiones especiales, de
acuerdo a la teoria de los grupos ortogonales y la teoria de representacion de grupos,

se tiene que:

/ det(I +2U)dU = Y sy(x,...,x)
G A <2N
M incluso

donde ) es la particién conjugada de A. Si se quiere aislar I¢(n, N) se puede

separar el término z” de la expresion anterior como

> s, 1)

s(A)=n
A <2N
A incluso

el nimero total de tablas de Young semiestandar de particiones con conjugada

par. Aplicando el lema (2.1) para eliminar las singularidades:

j—1 2N+2k—1—j i—1 2N+2k—1—j
> ( ) 1 det (x{ — N ])—Fdet(xf + j)
SA\L1,y...,T) = <
M <2N 2
X’ incluso

[Ti<icj<k (zizj — 1) (27 — ;)
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Dado
2%kN

Pen(u) =" u"If(n,N)
n=0
el polinomio cuyos coeficientes enumeran los promedios buscados. Estableciendo
todos los x; = u y utilizando el Lema (2.1), la suma resultante de determinantes da

la férmula:

PISN(U) =

det J—1 Wi 2N +2k—-1—7 22k
17— 1 71— 1

%ﬂhtKZ:i>ﬂ4+<ﬂV+fﬁ;1—j)¥NHmfﬂ.

Lo cual concluye la demostracién.

Teorema 4.4 Si G = SO(2N), entonces Py (u) esté dado por:

1 —1) IN +2k—j—1 .
Py (u) = ———— det [(‘7 >u3—1 + ( " ‘ FJ >u2N+2k—j—l‘|
’ (1—u2)(v) i—1 i—1

Demostracién. Sea el grupo G = SO(2N). La ecuacion (2.3) establece una relacién

entre la integral y una matriz:

k
/ [T det (I +;9) = (1 .. )Y X?}i’“k> (xlﬂﬂ’ e 735%1)
G i

Se busca obtener una expresion explicita para el caracter y. Se observa que el

caracter Xg(,fk) es la suma de todos los productos de las entradas de una matriz

. ’ . )\Z —a
N* x N*¥_ donde cada entrada de la matriz es un término de la forma X et
7()\i+n7i

; ) dividido por el determinante de una matriz n X n con entradas de la forma

X

x?_i+a:;(n_i). Utilizando la férmula del determinante, se puede escribir explicitamente

, 0(2k -
el caracter x N(k ) de la siguiente manera:
N _O(2k) ( +1 +1
(@1 ... 2k)" Xpn (xl T ) =
_ —(N+k—1 _ —(N+k—2 —(N
xf’*k 1+x1( +k—1) xf’+k 2_961( +k=2) 90]1V—$1( )
det |
N+k—1 —(N+k-1)  N+k—2 —(N+k-2) N —(N)
k+N—1
(1 )
X

hcicjer (X0 — 25) (wiz; — 1)
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Se define:

2N

Pen(u) =" u"If(n,N)
n=0

La ecuacion (2.3) se puede expresar en términos de Py n(u) de la siguiente manera:

k 2kN
/ [ det (I +2;9) = > w"If(n,N)
G =1 n=0

Se desea expresar Py y(u) en términos de una matriz. Se observa que cada término
I¢(n, N) en la suma es un producto de determinantes, donde cada determinante tiene

la forma:
— 1 A 2N +2k—75—1
det J Wt J
1 —1 1—1

y2N+2h—j—i

Por lo tanto, se puede expresar Py y(u) en términos de una matriz 2kN x 2kN

de la siguiente manera:

PISN(“) =

1 — 1\ . 2N +2k—45—1 o
e[ (17 (B2 ]
(].—U2)N 1 — 1 —

Asi se ha demostrado la férmula deseada.
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CAPITULO V
ANALISIS Y DISCUSION DE RESULTADOS

5.1. Introduccién
En este capitulo se describe un anélisis de los promedios de los coeficientes se-
culares de las matrices de grupo unitarios, simplécticos y ortogonales a los fines de
resaltar los resultados mas relevantes de acuerdo a los objetivos planteados. Ademaés,
se establecen las conclusiones y algunas lineas futuras que se pueden generar a partir
de las mismas.
5.2. Andlisis de los promedios de coeficientes seculares de una matriz de
grupo
En terminos generales, el promedio de los coeficientes seculares de una matriz,

esta denotado por
P,SN(U) = Z u"IS (n, N),
n=0

donde I (n, N) es una funcién asociada a los coeficientes seculares. Con relacién
al objetivo 1, inicialmente se plante6 que cuando la matriz de grupo considerada, es

la matriz unitaria, entonces dicho promedio se puede expresar como:

CN,k: ot 1 — o Ntiti-1
1—w*  N+i4+j—1

donde Clx es una constante que depende unicamente de N y k. Esta constante

PISN(”) =

puede ser expresada de varias formas, tales como:

h<ijer(N+i+j—1) B 1
Y 0 ON,k =
ngi<jgk(] — 1)

Cny = 1
dety<ij<t [N+i+jfl}

La demostracion del teorema que caracteriza a las matrices unitarias involucra la
utilizacion de la funcion Schur para expandir determinantes y aplicar propiedades de
ortogonalidad. Ademas, se realizan cambios de variables y manipulaciones matriciales

para llegar a la expresion final.
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En cuanto al objetivo 2, se demuestra una féormula que permite caracterizar
P,SN(u), cuando se consideran los grupos simplécticos. La deduccion se basd en uti-
lizar propiedades y férmulas de funciones de Schur, caracter irreducible y la funcién
generadora. Para esto, se comienza estableciendo la integral que define los coefi-
cientes seculares en el caso de matrices de grupos simplécticos, representadas por
G = SP(2N), luego se utiliza la funcién generadora para extraer el coeficiente "]
de la funcién de Schur, que es el nimero de Young semiestandar de tipo A. Posterior-
mente, se aplican formulas de funciones de Schur y Hall-Littlewood para calcular los

coeficientes seculares en el caso en que n < 2N.

Para el caso en que n > 2N, se utiliza una forma acotada de la identidad de
Hall-Littlewood, que permite calcular los coeficientes seculares incluso en presencia
de singularidades. Y de ahi, se llega a una formula general para P,f (1), que involucra
determinantes y coeficientes binomiales. La férmula es valida para cualquier valor de

Ny k.

Con respecto al objetivo 3, se presentan dos casos especificos: cuando G = O(2N)
correspondiente a los grupos ortogonales, y cuando G = SO(2N) que son los grupos

ortogonales especiales cuyo determinante es 1.

Para el caso de G = O(2N), se parte de la integral IS (n, N) que define los coefi-
2kN

cientes seculares para este grupo. Se utiliza la funcién generadora »_ 2"I “(n,N) =
n=0

/ det(1 42U )kdU para obtener una férmula explicita para X?ﬁ% asociado al grupo
a

ortogonal. Luego, se separa el término x™ y se aplica el lema (2.1) para eliminar las
singularidades. De esta manera, se llega a una formula general para Pkcf v (1) que invo-
lucra determinantes y coeficientes binomiales. Esta formula es valida para cualquier

valor de N y k.

Para el caso de G = SO(2N), se sigue un procedimiento similar, utilizando la
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O(2k)

Nt asociado al

relacion entre la integral y una matriz para expresar el caracter x
grupo especial ortogonal. Luego, se utiliza la funcién generadora para obtener una
expresion explicita para Pkcf v (u) en términos de una matriz.

5.3. Conclusiones

Basado en el andlisis proporcionado se pueden generar las siguientes conclusiones:

1. La caracterizacién del promedio de los coeficientes seculares de una matriz de
grupo unitaria puede ser expresada en términos de una constante Cu, de-
pendiente de los parametros N y k, y el determinante de una funciéon. La for-
mulacién de la constante presenta diferentes formas que implican productos y
determinantes. La demostracion del teorema requiere la utilizacién de técnicas
como la expansién de determinantes mediante la funciéon Schur y la aplicacién

de propiedades de ortogonalidad.

2. La deduccién de la féormula que caracteriza el promedio de los coeficientes secu-
lares de los grupos simplécticos implica la utilizacién de propiedades y formulas

de funciones de Schur, de caréacter irreducible y de la funcién generadora.

3. Para el andlisis de los grupos ortogonales, tanto para G = O(2N) y G =
SO(2N) se utiliza la funciéon generadora para extraer una férmula explicita que
permite representar el promedio de los coeficientes seculares. Esta férmula es
valida para cualquier valor de N y k en ambos casos. Para el caso de G =
SO(2N), se utiliza adicionalmente la relacion entre la integral y una matriz

para expresar el caracter asociado al grupo especial ortogonal.

Con relacion al objetivo general, se caracterizaron los promedios de los coeficientes
seculares para matrices de grupos, a través de una constante Cly j, cuya formulacién
puede adoptar diversas formas implicando productos y determinantes, se han aplicado
propiedades y formulas de funciones de Schur, de caracter irreducible y de la funcion
generadora, ademas de la integral y una matriz para expresar el cardcter asociado al

grupo especial ortogonal.
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5.4. Lineas futuras de investigacion
Dadas las caracterizaciones establecidas en esta tesis, a continuaciéon se plantean
posibles lineas de investigaciéon que permitiran seguir profundizando en el estudio de

los promedios de los coeficientes seculares:

1. Extensién de la Caracterizacién de los Promedios de Coeficientes Seculares a

Grupos de Lie y Clifford.

2. Generalizacion de la Caracterizacion de los Promedios de Coeficientes Seculares

a Matrices No Hermitianas.

3. Propiedades Asintoticas de los Coeficientes Seculares en Grupos Unitarios, Sim-

plécticos y Ortogonales.

4. Influencia de la Perturbacion de la Matriz en los Coeficientes Seculares de Gru-

pos Unitarios, Simplécticos y Ortogonales.

5. Aplicaciones de la Caracterizacion de los Coeficientes Seculares en Teoria de

Control Cuantico.
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Este apartado contempla un resumen de los recursos econémicos invertidos en el pro-

ceso de realizacion de esta tesis.

Descripcion Monto
Transporte y viaticos 4,000.00
Impresion §8,500.00
Encuadernado y empastado | 2,500.00
Fotocopias 750.00
Materiales e insumos 3,500.00
Imprevistos 3,000.00
Total 22,250.00

Anexo II. Cronograma de trabajo de la investigacion.

En este apartado se describen las diferentes etapas del proceso de elaboracion de esta

investigacion y sus respectivas fechas de ejecucion.

Descripcion.

Periodos de ejecucién.

Solicitud de titulo.

Abril, 2023.

Aprobacion del titulo.

Mayo, 2023.

Elaboracion y entrega del anteproyecto.

Mayo-junio, 2023.

Evaluacién del Anteproyecto.

Junio, 2023.

Elaboraciéon de capitulo IV y V.

Junio-julio, 2023.

Entrega de proyecto completo a la Facultad.

Agosto, 2023.

Graduacién.

Octubre, 2023.




