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RESUMEN

En muchas de las aplicaciones donde aparecen las matrices no negativas, el es-
tudio de la no negatividad de los sistemas que las involucran tiende a ser tedioso. Por
lo que, esta investigacion centro su atenciéon en darles a estas matrices que involucran
inversas de grupo, una estructura de bloques que permita expresar la no negatividad
en funcion de los mismos. De manera mas especifica, este estudio se fundament6 en
caracterizar las matrices idempotentes no negativas, las monétonas de grupo no ne-

gativas y aquellas no negativas con proyectores de grupo no negativos.

En lo metodologico, se utilizo el método analitico y con un enfoque cualitativo.
Los resultados principales de esta investigacion, estan caracterizados por la existencia
de una matriz de permutacién que cumpla con ciertas condiciones que aseguren la no

negatividad de las matrices y los proyectores de grupo.

En cada uno de los conjuntos considerados, surge una matriz con estructura
de bloques donde aparece una matriz T que juega un papel fundamental en cada uno
de ellos; en las matrices idempotentes no negativas, la matriz T es la identidad, en
las que tienen proyectores de grupo no negativos, la matriz T debe ser invertible y
la inversa de grupo de la matriz A estda dada en funcién de la inversa de T, en tanto
que, en las matrices no negativas con proyectores de grupo no negativos, la matriz T

debe ser invertible y no negativa.

Palabras claves: Matrices, idempotentes, monétonas, proyectores, cuadradas, in-

versa, grupo.
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CAPITULO 1
INTRODUCCION

1.1. Introduccién

Las matrices no negativas (matrices con de mucha utilidad en la matemética
aplicada. Estas matrices son utilizadas en los criterios de convergencias en los méto-
dos iterativos en la solucion de un sistema lineal de ecuaciéon y en la cadena finita
de markov. También constituyen una herramienta fundamental en el estudio de los
modelos econémicos lineales, especialmente en el analisis del modelo entrada-salida
de Leontief y en los modelos lineales estdndar y generalizados de control. En estos l-
timos modelos, la no negatividad de las matrices coeficientes del modelo caracterizan

la no negatividad de los sistemas discretos estandar.

En este trabajo se analizard la no negatividad de ciertas matrices singulares y

una de sus inversas generalizadas, especificamente la conocida como inversa de grupo.

1.2. Antecedentes

El estudio de las matrices no negativas fue enunciado por Perron en 1907 y
Frobenios en 1912. En 1920, E. H Moore definié una tnica inversa para toda matriz
cuadrada o rectangular. En 1955, R. Penrose demostrd que la inversa generalizada de
moore es la Gnica matriz que satisface 4 ecuaciones matriciales, las cuales son cono-

cidas como las inversas generalizadas de Moore-Penrose (Ben y Thomas, 2002).

Diversos articulos han sido escritos sobre varios topicos relacionados con ma-
trices no negativas que tienen inversas generalizadas no negativas. La investigacion
sobre estas matrices no negativas comenz6 en 1972, cuando R. J. Plemmons y R. E.
Cline determind cudndo una matriz no negativa tiene inversa de Moore-Penrose no
negativa. A partir de aqui, en 1974, A. Berman y R. J. Plemmons proporcionaron la

solucion de cuando una matriz no negativa tiene inversa de grupo no negativa (Scott,



2008).

En la década de los sensenta, P. Flor realiz6 investigaciones sobre la descom-
posicion de matrices no negativas y las inversas generalizadas no negativas, especi-
ficamente en la no negatividad de matrices idempotentes (matrices cuadradas que
coinciden con su cuadrado). Mas tarde, usando estos resultados, Jain, Goel, Kuak y
Tynan obtuvieron algunas caracterizaciones para matrices no negativas que involucran
inversas de grupo no negativas, inversa de Drazin no negativas o proyectores de grupo
o de Drazin no negativos. También se utilizaron para caracterizar A™ = A, m > 2, es

decir, las matrices m-potentes, para una matriz no negativa A.

1.3. Planteamiento del problema

Una clase importante dentro de las matrices inversas generalizadas correspon-
de a la inversa de grupo, que se pueden calcular para las matrices de indice a lo sumo
1. Obtener caracterizaciones de la no negatividad de estas matrices resulta muy im-

portante para los diferentes campos de aplicacion.

En muchas de las aplicaciones donde aparecen estas matrices, resultan ser de
gran tamano; por lo que, el estudio de la no negatividad de los sistemas que las
involucran tiende a ser tedioso. Si se logra darles a estas matrices una estructura
de bloques que nos permita expresar la no negatividad en funciéon de los mismos,
se lograria simplificar de manera significativa el estudio de la no negatividad de los
sistemas que las involucran. Para tales fines se estudiaran los siguientes conjuntos de

matrices:
1. Las matrices idempotentes no negativas, el cual se define como

PI={AcR™ :A>0,4%= A}

2. Las matrices mondtonas de grupo

PG ={AeR"™ : A* >0}



3. Las matrices mondtonas de grupo no negativas
PPG = {AeR™: A>0,A% >0}
4. Las matrices no negativas con proyectores de grupo no negativos
PPGP = {A€R™" : A>0,AA* > 0}
Y por tltimo,
5. Las matrices con proyectores de grupo no negativos
PGP = {A € R™™ . AA¥ > 0}

En este trabajo se buscaran condiciones que caractericen cada uno de los con-
juntos mencionados anteriormente. En tal sentido se plantean las siguientes interro-

gantes:

. Cuéles condiciones caracterizan las matrices:

1. Idempotentes no negativas?

2. Monotonas de grupo no negativas?

o

. No negativas con proyectores de grupo no negativos?

W

. Con proyectores de grupo no negativos?

1.4. Justificacion

Como se ha comentado antes, las matrices no negativas son de gran utilidad
en la matematica aplicada. Algunos modelos matemaéticos involucran matrices en su
formulacion. En muchos de estos modelos, la propiedad de no negatividad es de gran
interés y esta relacionada directamente con las matrices involucradas, como ocurre,

por ejemplo, con los sistemas lineales de control.

Obtener caracterizaciones de las diferentes propiedades de estas matrices re-

sulta de gran importancia para los diferentes campos de aplicacion.



1.5. Objetivos

1.5.1. Objetivo general

Caracterizar la no negatividad de matrices cuadradas que involucran inversas

de grupo.

1.5.2. Objetivos especificos

1. Caracterizar las matrices idempotentes no negativas.
2. Caracterizar las matrices mondtonas de grupo no negativas.
3. Caracterizar las matrices con proyectores de grupos no negativos.

4. Caracterizar las matrices no negativas con proyectores de grupos no negativos.

1.6. Alcances y limites

Esta investigacion se limita al estudio de la caracterizaciéon de la no negatividad
de matrices que involucran inversa de grupo, en especifico se limitan al estudio de
las matrices idempotentes no negativas, monétonas no negativas, no negativas con
proyectos de grupo no negativo y finalmente se limita a estudio de matrices con

proyectores de grupos no negativos.



CAPITULO II
MARCO REFERENCIAL

2.1. Introduccion

De acuerdo a lo que expone Ramos (2018), elaborar el marco teérico implica
analizar y exponer aquellas teorias, enfoques tedricos y antecedentes en general que se
consideren validos para el correcto encuadre del estudio. En este capitulo se exponen
un conjunto de definiciones, teoremas y algunas demostraciones que sirven de soporte

y referente conceptual para este trabajo.

2.2. Matrices

Definicién 2.2.1 Dado un cuerpo F, una matriz de orden m x n con coeficientes en

F es de la forma:

11 Q2 - Qin
Q21 Q22 -+  Q2n

A= (2.2.1)
Am1 Am2 -~ Omp

constituida por mn elementos de F distribuidos en m filas y n columnas, de forma

que a,;; denotard al elemento situado en la fila 4, columna j. De forma reducida:
A = (ay)
Denota F™*™ al conjunto de matrices m x n con elementos en F. En particular,
» C™ [R™*"] denota la clase de m x n matrices complejas [reales].
» C" [R™*"] denota la clase de m x n matrices complejas [reales| de rango r.

Definiciéon 2.2.2 Se dice que A € F"*"™ es una matriz cuadrada si m = n, es decir, si

tiene igual nimero de filas que de columnas; en otro caso se dird que A es rectangular.

Definicién 2.2.3 Dada una matriz A € F™*" los elementos a;,7 = 1,...,p; donde

p = min{m,n}, constituyen su diagonal principal.



Definicién 2.2.4 La matriz A € F™*" sera:

= Diagonal si todos sus elementos fuera de su diagonal principal son cero, es decir,

si Q5 = O,Vl 7&]

= Triangular superior si todos los elementos por debajo de su diagonal principal

son cero, es decir, si a;; = 0,V7 > j.

= Triangular inferior si todos los elementos por encima de su diagonal principal

son cero, es decir, si a;; = 0,Vi < j.

Definiciéon 2.2.5 Se llama matriz identidad de orden n a la matriz cuadrada I,, que

tiene 1 en los elementos de su diagonal principal y 0 en las restantes posiciones, es

decir,
(
10 0
1, sit=7y 01 ...0
dij = dn=1 . (2.2.2)
0, en otro caso o T
0 0 1

\

Definicién 2.2.6 Dada una matriz A € F"™*", se llama matriz traspuesta de A a

la matriz B = A* € F**™, donde b;; = a;;,Vi,j. Esto es, si A es la matriz de orden

mXn
a3 Q12 - Qin
Q21 Q22 -+ Q2p
A =; (2.2.3)
Am1 Am2 - Amn

entonces B = A! es la matriz de orden n x m

11 Q21 -+ Qpl
Q12 Q22 - Gp2

B =; (2.2.4)
A1m Q2m - Opm

Proposicién 2.2.1 La trasposicion de matrices verifica las siguientes propiedades:



1. (A+ B) = A' + B:VA, B € F™n,
2. (AB)' = B'AL,YA € F™? VB € TP,
3. (@A) = aA';Va € F,VA € F™*",

Definicioén 2.2.7 Dada una matriz A € F"*", se llama matriz conjugada traspuesta

de A ala matriz B = A* € F"*™, donde b;; = @ ;, Vi, j

Definiciéon 2.2.8 Dada un matriz cuadrada A € F™*", se dice que A es simétrica, si

A= A" es decir, si a;; = aj;.

Definiciéon 2.2.9 Dada un matriz cuadrada A € F™*", se dice que A es antisimétrica,

si A= —A" es decir, si a;; = —aj;.

Definicién 2.2.10 Dada un matriz cuadrada A € F™"*", se dice que A es hermitiana,

si A= A", es decir, si a;; = aj;.

Definicién 2.2.11 Dada un matriz cuadrada A € F**", se dice que A es antihermi-

tiana, si A = —A*, es decir, si a;; = —a;;.
Definicién 2.2.12 Dada un matriz cuadrada A € F"*", se dice que A es normal, si
AAT = A*A.

Observaciéon. En general, toda matriz simétrica real, hermitiana o unitaria,

es una matriz normal.

Definiciéon 2.2.13 Dada un matriz cuadrada A € F"*", se dice que A es idempo-

tente, si A = A%

Definicién 2.2.14 Dada una matriz cuadrada A € F"*", se dice que A es nilpotente,

si existe un niimero entero positivo p tal que AP = O.

Definiciéon 2.2.15 Sea A € F™" una matriz nilpotente. Se denomina indice de

nilpotencia de A al menor entero positivo k tal que A* = O.



Definiciéon 2.2.16 Dadas Ay B € F"*", se dice que B es la matriz inversa de A si
AB = BA=1,.

Se dice entonces que la matriz A es invertible, o no singular, si existe una matriz

inversa de A. Se denota A~! a la matriz inversa de A.

Definicién 2.2.17 Dada una matriz cuadrada A € F™*", se dice que A es unitaria,

si A* = A1 (si A es real, A" = A~ en este caso se dird que A es ortogonal).

Definicién 2.2.18 Se llama submatriz de una matriz A a cada matriz que se obtenga

de ella suprimiendo algunas de sus filas y columnas.

Definicion 2.2.19 Una matriz A € M, (R) se dice que es no negativa (y lo nombra

por A > 0) si todos los elementos de A son no negativos. Esto es, la matriz

a1 ... Aim

A=| : (2.2.5)
Ap1 ... Aupm
es no negativa cuando a;; > 0 para todo i € {1,...,n},j € {1,...,m}.

Definicion 2.2.20 Una matriz A € M, y.,(R) se dice que es positiva (y lo nombra

por A > 0) si todos los elementos de A son positivos. Esto es, la matriz

a1 ... Aim
A=| : (2.2.6)
Ap1 --. Apm
se dice que es positiva cuando a;; > 0 para todo i € {1,...,n},j € {1,...,m}.

2.3. Matriz idempotentes, monétonas de grupo y proyectores

de grupo no negativas

Son aquellas matrices que multiplicadas por si mismas son ellas mismas, es de-

cir cumplen con la propiedad A™ = A para todo n € N. Por ejemplo, si A2 = AA = A



entonces A seria una matriz idempotente. Ademas, si la matriz es idempotente y si-
métrica se cumple que A’A = A. Por ejemplo, la matriz identidad es idempotente y

simétrica.

Para entender las implicancias de esta propiedad en la descomposicién espec-

tral de una matriz estudie A% para A idempotente:

A= MD*M! (2.3.7)
pero idempotencia implica
A=MD*M™! (2.3.8)
entonces
MD?*M~' = MD*M™! (2.3.9)

la tinica forma que se cumpla (2.3.9) es que A\* = A, es decir, las raices caracteristicas

de A tienen que ser 0 o 1. Suponga que todas las raices son 1, luego:

A=MIM™
=MM!
=1
Si las raices no son todas 1 , es decir, algunas raices son iguales a 0 y ocupando la

definiciéon de rango se puede afirmar que A es singular.

Teorema 2.3.1 Todas las matrices idempotentes, excepto la matriz identidad, son

singulares. La tinica matriz idempotente de rango completo es la matriz identidad.

Por tultimo, tomando en cuenta que el rango de una matriz son los valores
propios distintos de ceros y que en una matriz idempotente sus raices son 0 o 1 se

puede concluir:

Teorema 2.3.2 El rango de una matriz idempotente es igual a la suma de sus raices

caracteristicas, es decir, es igual a su traza.
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En lo referente a la inversa de grupo, el conjunto de las matrices idempotentes

no negativas es definido como
PT={AcR™:A>0,A=A} (2.3.10)
por tanto, las matrices monétonas de grupo se consideren de la forma
PG = {AeRV": A% > O} (2.3.11)

agrendando la no negatividad de la matriz A se tienen las matrices mono6tonas de

grupo no negativas de la forma;
PPG={AeR™: A>0,A* > 0} (2.3.12)

Ahora bien si se consideran proyectores de grupo, se obtienen la llamadas matrices

no negativas con proyectores de grupo no negativo de la forma:
PPGP = {A€ R : A>0,AA* > O} (2.3.13)

a partir de este punto se pueden obtene las matrices con proyectores de grupo no

negativo asi,

PGP = {A e R : AA* > 0} (2.3.14)

cuando no se requiere la no negatividad de A.

2.4. Inversa de grupo

Definicion 2.4.1 (Inversa de grupo.) Segin Herrero, Ramirez y Thome (200).
Dada una matriz F' € R™" una matriz Z € R"*" es Ilamada su inversa de gru-

po si se cumplen las siguientes propiedades:

a) FGF =F
b) GFG =G
¢) FG=GF

Cuando esta matriz existe, se denotard por F# y sera tnica.
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La inversa de grupo no esta restringida a matrices diagonales; sin embargo,
no existe para todas las matrices cuadradas. Ahora bien, tal inversa existe si y solo
si R(A) y N(A) son sub espacios complementarios. Esto es equivalente, que A tiene

indice 1.

Teorema 2.4.1 De acuerdo con Ben, Israel y Greville (2003). Una matriz cuadrada

A tiene inversa de grupo si y solo si Ind(A) = 1, es decir
rang(A) = rang (A?)

Cuando la inversa de grupo existe, esta es tinica.

2.4.1. Propiedades de la inversa de grupo

a) Si A es no singular, A% = A~%.

b) A## — A
c) A = A#*
d) AT# = A#T

e) (Al)# = (A#)l para cada elemento positivo [.

2.5. Matriz de permutacion

La matrices de permutaciéon es un tipo especial de matrices ortogonales en
R™ "™ son las matrices de permutacién, las cuales se obtienen a partir de la matriz

identidad I € R™*" permutando sus columnas (o renglones).

Definicion 2.5.1 (Matriz de Permutacion). Sea ¢ una permutaciéon, ¢ € S,. La

matriz de permutacion ¢, denotada por F,, se define mediante la formula:

e = (Ots)15izn
Es decir, en la i-ésima fila de la matriz P, la ¢(i)-ésima entrada es 1 y todas las

demés son 0.
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Teorema 2.5.1 Sean A y B matrices de orden m x n. Entonces las siguientes con-

diciones son equivalentes.

1. ALT B

2. Existe una {1}— inversa A-de A tal que (B—A)A~ =0y A= (B—A)=0.

3. Cada {1}— inversa de B es una {1}— inversa A

4. Existe una {1}— inversa B~ de B que satisface AB~(B—A) =0y (B—A)B~A =

0.
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CAPITULO III
DISENO METODOLOGICO

3.1. Introduccion

En este capitulo se describen los aspectos metodologicos que marcaran el desa-
rrollo de esta investigacion. En el mismo se abordaran el método, disetio, tipo, enfoque

y procedimientos de este trabajo.

3.1.1. Meétodo de la investigacién

Esta investigacion posee el método analitico y como expresan Hernandez, Sam-
pieri y Torres (2018), el método analitico a partir del conocimiento general de una
realidad realiza la distincion, conocimiento y clasificacion de los distintos elementos
esenciales que forman parte de ella y de las interrelaciones que sostienen entre si, ade-
mas, permite aplicar posteriormente el método comparativo, permitiendo establecer
las principales relaciones de causalidad que existen entre las variables o factores de la

realidad estudiada.

3.1.2. Diseno de la investigacion

La presente investigacion, segin la bisqueda de la causa, fue un diseno del tipo
analitica-exploratoria. Exploratoria , ya que al inicio se debe documental de un tema
que ha sido poco estudiado anteriormente, analitico porque se debe caracterizar la no
negatividad de matrices cuadradas que involucran inversas de grupo. Con relaciéon al
tiempo de estudio, el diseno fue transversal, ya que se desarrollara durante un tiempo
definido y con relacion a la bisqueda de la causa fue un diseno analitico. (Maxwell,

2019).
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3.1.3. Tipo de investigacién

De acuerdo a las carcteristicas esta investigacion, es del tipo exploratoria-
explicativa. Exploratoria, porque debe documentar de un tema que ha sido poco
estudiado anteriormente. Explicativa, porque tiene el interés de mostrar resultados
que faciliten la no negatividad de matrices cuadradas que involucren inversas de grupo.

(Ramos y Galarza, 2020).

3.1.4. Enfoque de investigaciéon

Esta investigacion posee un enfoque cualitativo, debido a que el desarrollo de
la misma esta basado en descripciones, explicaciones, comparaciones y andalisis sobre
definiciones, teoremas y demostraciones vinculados a la no negatividad de matrices
cuadradas que involucran inversas de grupo, y como expresan Hernandez, Sampieri y
Torres (2018), el enfoque cualitativo, es la accion indagatoria y se mueve de manera
dindmica en ambos sentidos: entre los hechos y su interpretacion, y ademas en este tipo
de enfoque empleado en un estudio se busca principalmente la dispersion o expansion

de los datos e informacion.
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CAPITULO 1V
PRESENTACION DE LOS RESULTADOS

4.1. Introduccion

En esta investigacion se caracteriza la no negatividad de los siguientes conjun-

tos de matrices, los cuales han sido denotados segin se muestran a continuaciéon:

1. Matrices idempotentes no negativas (PI)
2. Matrices monotonas de grupo no negativas (PPGQ)
3. Matrices no negativas con proyectores de grupo no negativo (PPGP)

4. Matrices con proyectores de grupo no negativo (PGP)

En el siguiente resultado, se caracterizan las relaciones de los conjuntos ante-

riores.

Teorema 4.1.1 Los conjuntos definidos anteriormente satisfacen las siguientes rela-

clones:

a) PI C PPG.
b) PPG C PPGP C PGP.

¢) PPG = PPGPN PG C PG.

Las inclusiones son todas estrictas.
Demostracién. La condicion A2 = A para una matriz cuadrada no negativa
Aimplica que A*> = A y entonces A = A# > 0. Asi PJ C PPG. Ademas, la inclusion

es estricta porque, por ejemplo, la matriz no negativa

010
A=110 0
000
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satisfice que A = A% > O pero A? # A. Luego, el apartado (a) ha sido probado.

Las restantes inclusiones se pueden obtener facilmente a partir de las definicio-
nes de los conjuntos y de la inversa de grupo. Por lo tanto, se debe centrar la atenciéon
a comprobar que las inclusiones son estrictas. Para ello, se presentan los siguientes

contraejemplos.

Primero, se comprueba que PPG C PPPP. Por ejemplo, la matriz no negativa

110
A=101 0
000
satisface que
1 -1 0 1 00
Af=10 1 0| p v AA*=]0 10|20
0 0 0 000

es decir A € PPGP pero A ¢ PPG. Luego, se prueba que PPPP C PGP y
PPPG C PG.

Por ejemplo, la matriz

1 -1 0
A=10 1 0
1 0 0
No es no negativa y cumple que
110 1 00

A¥=1010|>0 y AA*=|0 10| >0
1 20 1 10
luego A € PGP pero A ¢ PPGP y A € PG pero A ¢ PPG.

Con esto, los apartados (b) y (¢) quedan demostrados y se finaliza la demos-

tracion.
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4.2. Caracterizaciéon de la no negatividad

Ahora se presentan con mas detalles los conjuntos definidos anteriormente. Se

supondra que todas las matrices involucradas tienen inversa de grupo.

S.K. Jain (2004) conjuntamente con otros investigadores como E.K. Kwak,
V.K. Goel y J. Tynan, entre otros, caracterizaron la no negatividad de cierto tipo de
matrices que involucran inversas generalizadas: inversa de Moore-Penrose, inversa de
grupo e inversa de Drazin. Uno de sus resultados que constituye el punto de partida

de este trabajo es el siguiente.

Teorema 4.2.1 Sea A € R™" una matriz no negativa de rango r < n. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:
1. AA* >0

2. Existe una matriz de permutaciéon P € R"™" que permite escribir la matriz A

como _ )
J JM O O
O O O O
PAP' =
NJ NJM O O
O O O O

donde los bloques diagonales son cuadrados, J = XTY,T € R™*" es una matriz
invertible no negativa, y ademés X = diag (z1,z2,...,2,),Y = diag (v}, 45, ..., yL) ,
e y'; son vectores unitarios positivos tales que yiz; = 1, y M, N son matrices no ne-

gativas de tamanos apropiados.

El resultado anterior da una caracterizacion de las matrices con proyectores de
grupo no negativo. Luego se presenta una caracterizacion de estas matrices utilizando

una estructura de bloques mas simplificada que la dada en dicho resultado.
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4.2.1. Matrices idempotentes no negativas

En el siguiente resultado se caracterizan las matrices idempotentes no nega-

tivas, es decir, aquellas matrices no negativas A € R"*" que verifican la condiciéon

A= A,

Teorema 4.2.2 Sea A € R"" una matriz con rg(A) = r > 0. Luego A € Pl siy

solo si existe una matriz de permutacion P € R™*" tal que

XY XYM O
A=P| 0O o o |P" (4.2.1)

NXY NXM O
donde los bloques diagonales son cuadrados, M, N son matrices arbitrarias no
negativas de tamaiio apropiados yX = diag (z1,...,z,),Y =diag (y{,...,y!) siendo

x; e y; vectores columnas positivos con 7,5 € {1,...,r} tales que YX = I.

Demostracion. Si A € PJ entonces existe una matriz de permutacion P tal

que
XYy XYM; 00
0 0 00
A=P pr
MXY N XYM; 0 0
0 0 00

Donde M; € R™*™2 N; € R™*™ gon matrices arbitrarias, X e Y definidas
como antes y las ultimas my filas de la matriz en bloques son nulos. Por tanto n; +
mo+n3+my =ny mo,ngy my > 0.5 my =0 entonces A tiene la forma planteada.
Supongamos que my > 0, intercambiando la dltima fila y la dltima columna de la
matriz en bloque con la (n; + my + 1) -ésima fila y columna de la misma matriz, se
obtiene otra matriz C. Luego, intercambiando la (n — 1)-ésima fila y columna de C
con la (ny + mgy + 2)-ésima fila y columna de la de C. Se continua este proceso hasta
obtener la matriz idempotente A con ny = ms + my filas nulas localizadas en las filas

ni+1,...,n1 + no. De aqui se obtiene que
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XY M O
A=P| 0o o0 o |P"
N H O

donde M € R,™*" N € R, "™*MyH ¢ R "%,

Dado que A% = A, tenemos que
M=XYM,N=NXY,H=NM=(NXY)(XYM)=NXYM

ya que Y X = I. Hemos probado que A tiene la forma que establece el teorema.

Reciprocamente, puesto que P, M, N, XyY son matrices no negativas, entonces

se tiene que A > 0. Haciendo una multiplicacién en bloques se tiene A%2 = A. En efecto,

XY XYM O XY XYM O
A?=P O O O O O o | P
NXY NXM O NXY NXYM O

XYXY XYXYM O
=P O O o | P*
NXYXY NXYXYM O

XY XYM O
=P O O o | P*
NXY NXYM O

= A

Por lo tanto, el teorema ha sido probado.

El teorema anterior establece que toda matriz idempotente no negativa tiene
la forma (4.2.1) y reciprocamente, toda matriz de la forma (4.2.1) es idempotente no

negativa.

Ejemplo 4.2.1 La siguiente matriz A tiene la forma del teorema 4.2.2
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(05005 7 0006 0)

45 0 45 79 0 8 0 62 0

05005 7 000 6 0

000 000000 XY XYM O

30 3 9202 0610|=P| O o o |P"

000 201010 NXY NXM O

000 402020

000 000O0GO0 0

35 0 35 50 0 5 0 47 0 |

siendo
(000100000 ]
000000010
001000000
000001000 123 4

P={000000001| N=|2345
100000000 98 2 4
010000000
000010000
(00000010 0]
(1 2] 10|

Lo lsa (20 B ERIKEK
5 6 01 00\0.50.5
78| 0|1 |

Al realizar los productos de la matriz con estructura de bloques se obtiene
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(10 0 0|1 200 0]
20 0 02 400 0
0 005 05/6 7|00 0
0 005056 7|00 0
A=P|l 0 0 0 0|0 0]0o00O0]|PFP
000 0|0 0000
5 0 35 35|47 590 0 0
8 0 45 45|62 79/0 0 0
250 3 3|61 92000

como lo establece el teorema.

4.2.2. Matrices con proyectores de grupo no negativos

Un caso particular importante que caracteriza las matrices con proyectores de

grupo no negativo, se presenta en el siguiente corolario.

Corolario 4.2.1 Sea A € R™" una matriz con rg(A) = r > 0. Entonces A € PGP

si y sOlo si existe una matriz de permutacién P € R™" tal que

XY XYM O
AA* =P | O O o | P* (4.2.2)
NXY NXYM O

donde los bloques diagonales son cuadrados, M, N son matrices arbitrarias no
negativas de tamafio apropiados yX = diag (z1,...,2,),Y =diag (y{,...,y!) siendo

x; e y; vectores columnas positivos con 7,5 € {1,...,7} tales que YX = I.

Demostracién. La inversa de grupo A# de una matriz A satisface que

(AA*)? = AAFAA* = AA*,
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Esto es AA” es una matriz idempotente. Luego, el resultado se obtiene di-
rectamente aplicando el teorema 4.2.2 a la matriz AA* cuando se asume que es no
negativa, puesto que rg (AA#) =rg(A)

Teniendo en cuenta que para una matriz dada A € R™", se tiene que AA™ es
idempotente, la no negatividad de AA* induce una factorizacion de dicho producto.
Esta factorizacion permite establecer el siguiente resultado sobre la matriz A, donde
se caracterizan las matrices con proyectores de grupo no negativo en funciéon de una

matriz T invertible.

Teorema 4.2.3 Sea A € R™" una matriz con rg(A) = r > 0. Entonces A € PGP si

y s06lo si existe una matriz de permutacion P € R™" tal que

XTY  XTYM O
A=P| 0 o o|P" (4.2.3)
NXTY NXTYM O

donde los bloques diagonales son cuadrados, M, N son matrices arbitrarias
no negativas de tamano apropiados, 7' € R"™" es una matriz invertible y X =
diag (z1,...,2,),Y = diag (y],...,y]) siendo z; e y; vectores columnas positivos

coni,j € {1,...,r} tales que Y X = I. En este caso,

XT7'Y  XT7'YM O
A* =P 10 10 o | P (4.2.4)

NXT-YY NXT-'YM O
Demostraciéon. Se presentan dos demostraciones de este resultado siendo
comin a las dos, la primera parte de ambas, en efecto, del corolario 4.2.1 se puede

escribir AA# de la siguiente forma

XY XYM O
AA* =P O O o | P* (4.2.5)
NXY NXYM O
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Siendo P, M, N, X e Y como antes. Ahora se particiona la matriz A en una

matriz por bloques de tamanos adecuados como en (4.2.5) de la siguiente manera

Ay Ay A
A=P| A, A5 As | PT (4.2.6)
A; Ag A
Aplicando la propiedad (AA#) A = Ay teniendo en cuenta la forma de la

matriz AA# y la particion de A se tiene

XY XYM O A Ay As A Ay As
O O O Ay As Ag Ay As Ag
NXY NXYM O A7 Ag Ay A7 As A

Con lo que, al realizar el producto por bloques se obtiene que las matrices
Ay, As,y  Ag son matrices nulas, y que A; = XY A; v A6 = NA; parat=1,2,3
puesto que A" A = AA*, la misma propiedad A (A#A) = A permite escribir

A Ay A XY XYM O A Ay A
O O O 0 O O | = O O O
NA;, NA;, NA; NXY NXYM O NA;, NA;, NA;

lo que conduce a A3 = O, A1 = A1 XY y Ay = A1 M. Luego, la matriz A queda

como

A AAM O
A=P| O o o |P"
NA, NAM O
A = XY A = A XY.
Primera forma: Ahora se debe analizar estas dos ultimas condiciones para

demostrar que A; = XTY con T una matriz invertible. Para ello se particiona la

matriz A; como
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An - Ay
Ar=| o (4.2.7)
A oo A
De acuerdo a la particion del producto XY'. Sustituyendo (4.7) en la condicion

Ay = XY A, y realizando el producto esta expresion se reduce a

coni,j € {1,---,r}. puesto que rg (A;) = r, para cada ¢ € {1,--- ,r}, existe
jeA{l,...,r} tal que A;; # o. En este caso rg (4;;) =1

0<rg(A;j)=rg (xzyZTA“) <rg(x) =1

; — a..T
Asi, Ay = uijvy

siendo w;; y v;; vectores no nulos. Entonces la condicion
. . T T o T . . .
(4.2.8) se puede escribir como z;y; uijv;; = wijvy; y posmultiplicando por v;; se tiene
u;; = oy;7; donde g = yiTuij. Luego, A;; = xﬂ?g siendo ¥;; = a;;v;;. Notese que
si existe algun j € {1,---,r} tal que A;; = 0 entonces tambien se puede escribir

N ~
Aij = Ti0j; siendo 7;; = 0. Entonces,

~T ~T
L1V 0 11Uy,
A, = L (4.2.9)
~T ~T
'CL'T”U’I’]_ PR mrUTT

Ademas, sustituyendo (4.2.9) en la iguladad A; = A; XY, realizando los pro-
ductos se obtiene que esta condicion es aquivalente ax;0/z;yl = x;0);. Puesto que

T _ . . . — o . . 7T
y; x; = 1, la ultima condicion lleva av;; = 0;;y; siendo B;; = v;;x; finalmente,

$1511le T Ilﬁlryg
Al _ . . .
i wrﬁrly? e xrﬂrryz
T B o Bir le
| Xy 57“1 e 67’7’ y?
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donde T' = [B;;] y r = rg (A1) = rg(XTY) < rg(T') < r porque T € R™". La

implicacion reciproca es evidente.

Segunda forma: otra manera de demostrar que A; = XTY con T una matriz

invertible es considerar las condiciones A; = XY A; = A; XY para escribir
A = XTY
definiendo T'= Y A; X. se observa asi que rg(A) = r. asi
r=rg(zty) <rg(T) <r

porque T' € R™ "™ y por tanto T es invertible. La demostracion de la implicacion
reciproca es evidente.La comprobacion de que la inversa de grupo de A tiene la forma
especificada en (4.2.2) se obtiene de comprobar las tres propiedades de su definicion

y de utilizar su unicidad. Luego el teorema queda probado.

Ejemplo 4.2.2 La siguiente matriz tiene la forma del teorema 4.2.3

(1 01 1 13 16 00 0]
2.0 2 2 2 32 00 0
30 2 2 27 34 000
30 2 2 27 34 000 XTY XTYM 0O
A= 000 0 0 0 OO0CO0|=P 0 0 0P
000 0 0 0 000 NXTY NXTYM 0
26 0 19 19 254 318 0 0 0
35 0 26 26 347 434 0 0 0
| 43 0 37 37 487 604 0 0 0 |
eligiendo P = Iy,
(1 2] 10 ]
L e | 1o0j0o 0
5 6 01 00\0.50.5
|78 [0




1 2 3 4
N=12 345 T =
9 8 2 4

Su inversa de grupo es la matriz

XT-'Y  XT'YM 0
A#* =P 0 0 0P
NXT'Y NXT-'YM 0

0 0.5 0.5 4 3
0 1 1 8 6
0 —0.25 —-0.25 —-15 —-0.5
1.5 0 =025 —-0.25 —-1.5 —-0.5
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 07 07 95 11.5
0 1.7 1.7 185 19.5
—41 0 11 11 91 72

o O O o o o o o o
o O O o o o o o o
o O o o o o o o o

Calculando el proyector de grupo, tenemos

(100 0 1 2 000)
20 0 0 2 4000
0 005056 7 000
0 005056 7 000
AA"=100 0 0 0 0 000]|>0
000 0 0 0000
5 0 35 35 47 59 0 0 0
8 0 45 45 62 79 0 0 0
(250 3 3 619200 0

como lo establece el teorema. En general, si se trabaja con la matriz
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XTY  XTYM  Opyxng

A=P| O PT e RV

na2Xni On2 Xng OTLQ Xn3
NXTY NXTYM Opyn,

los tamanos serian
» X =diag (z1,...,2,) € RMm*"
» Y =diag (y'1,...,9") € Rm™™
n T'e R™"
» M e Rm>ne
= N € R™*™ donde n; + ny + ng = n. En este caso seria

x; € RmiXI

y; € R™*! donde my + ... +m, = n,.

4.2.3. Matrices no negativas con proyectores de grupo no ne-

gativos

En el siguiente corolario se agrega la no negatividad de la matriz A, lo que

permite caracterizar las matrices no negativas con proyectores de grupo no negativo.

Corolario 4.2.2 Sea A € R™" una matriz con rg(A) = r > 0. Entonces A € PPGP

si y so6lo si existe una matriz de permutacion P € R™" tal que

XTY XTYM O
A=P O O o | P* (4.2.10)
NXTY NXTYM O

donde los bloques diagonales son cuadrados M, N son matrices no negati-
vas arbitrarias de tamano adecuado 7' € R™ " invertible y no negativas y X =
diag (z1,...,2,),Y = diag (y{,...,y") siendo z; e y; vectores columnas positivos

coni,j€{l,...,r} tales que XY = I.
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Demostracion. Aplicando el teorema 4.2.3 solo es necesario mostrar que T >
O. En efecto, de A > 0O y P > O se tiene que PTAP > O y entonces por (4.2.10),
en particular se tiene XTY > 0. Puesto que X > O,Y > 0e XY =1, prey
postmultiplicando la desigualdad XTY > O por Y y por X respetivamente, se obtiene
T>0.

4.2.4. Matrices no negativas con inversa de grupo no negativa

A continuacion se obtiene un nuevo resultado relativo a la no negatividad de
la matriz A y a la no negatividad de A%, es decir, del conjunto de las matrices no

negativas con inversa de grupo no negativa.

Corolario 4.2.3 Sea A € R™" una matriz con rg(A) = r > 0. Entonces A € PPG

si y sOlo si existe una matriz de permutacién P € R™" tal que

XTYy XTYM O
A=P O O o | P* (4.2.11)

NXTY NXTYM O
donde los bloques diagonales son cuadrados, M, N son matrices no negativas
arbitrarias de tamano adecuado, T' € R"*" es una matriz invertible no negativas
con T7' > 0y X = diag (x4, ,z,),Y = diag (y{,...,y") siendo z; e y; vectores

columnas positivos con i,j € {1,...,r} tales que XY = 1I.

Demostracion. Por el teorema 4.2.3, la matriz A tiene la forma requerida
(4.2.11) conT € R"™*" una matriz invertible. Teniendo en cuenta las hipdtesis, la no
negatividad de A es equivalente a la no negatividad de T como se ha probado en
el corolario 4.2.2. Analogamente, de (4.2.4) se obtiene la equivalencia entre la no
negatividad de A% y T

Notese que, en general, para una matriz no negativa A € R™" la condiciéon

A? = AA implica que AA¥ > O. Sin embargo, la implicacion reciproca no es siempre



cierta como se puede comprobar mediante el siguiente contraejemplo:

010
A=|[1 001|220

000

satisface que AA#* > O pero A% # A.

29
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CAPITULO V
ANALISIS DE RESULTADOS Y CONCLUSIONES

5.1. Introduccion

En el presente capitulo, se ponen en evidencia el conjunto de conclusiones
obtenidas en esta investigacion, las cuales guardan estrecha relacion con los objetivos
planteados en la misma, al igual que se destacan otros elementos que generan posibles

lineas de investigacion.

5.2. Conclusiones

En este trabajo se ha realizado un estudio matricial sobre la no negatividad
de diferentes matrices y productos de matrices que involucran inversa de grupo. Se
han introducido clases de matrices que permiten analizar la no negatividad de una
matriz, de su inversa de grupo y de las diferentes combinaciones entre ambas. En tal

sentido, se ha llegado a las siguientes conclusiones:

= Entre las condiciones que aparecen en la caracterizacion, en cada uno de los con-
juntos considerados, surge una matriz con estructura de bloques donde aparece

una matriz 1" que juega un papel fundamental en cada uno de dichos bloques.

= En las matrices idempotentes no negativas la matriz T involucrada es la iden-

tidad.

» En las matrices con proyectores de grupo no negativos, la matriz T debe ser
invertible y la inversa de grupo de la matriz A estd dada en funcion de la inversa

de T.

= En las matrices no negativas con proyectores de grupo no negativos, la matriz

T debe ser invertible y no negativa.

= En el caso de las matrices mono6tonas de grupo no negativas, estdn condicionadas

en que la matriz T debe ser no negativa y su inversa no negativa.
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5.3. Lineas futuras de investigaciones
Como linea futura de investigacion se puede considerar:

e Estudio de la no negatividad de matrices de indice mayor que 1 y su inversa de

Drazin y el proyector Drazin.

e Aplicacion de las matrices no negativas al estudio de los sistemas singulares de

control.
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