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RESUMEN

Esta tesis presenta una caracterizacion de las ecuaciones de quinto grado que no
son resolubles, cuyos objetivos investigativos fueron delimitar las ecuaciones de grado
5, que pueden ser resueltas por radicales, analizar las propiedades de las no resolu-
bles y establecer condiciones que garantizan su no resolubilidad por radicales. En la
metodologia de esta tesis, se adopté un enfoque de investigacién no experimental,
transversal y descriptivo, utilizando el método analitico-deductivo para caracterizar
ecuaciones de quinto grado no resolubles. Se aplicé un enfoque cualitativo, analizando

estas ecuaciones desde la teoria de grupos.

Este estudio concluye que una ecuacion de quinto grado puede ser resuelta por
radicales bajo condiciones especificas. También se identificd que si el grupo de Galois
de un polinomio esta contenido en el grupo de Frobenius, la ecuaciéon es resoluble por
radicales. Se demostré que ciertas ecuaciones no pueden ser resueltas por radicales
bajo condiciones particulares y se establecié un criterio adicional basado en el grupo de
Galois y el grupo de Frobenius para determinar la resolubilidad. En general, algunas
ecuaciones de quinto grado pueden resolverse por radicales, mientras que otras son
intrinsecamente no resolubles de esta manera.

Palabras claves: Ecuaciones, grupo de Galois, Frobenius, resolubilidad por radicales.
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CAPITULO I
INTRODUCCION.

1.1. Introduccion.

Este capitulo contiene aspectos importantes en el desarrollo de esta investiga-
cion, ya que presenta los antecedentes, el planteamiento del problema, los objetivos,
la justificacién, ademas de los alcances y limites en que se enmarca esta propuesta

investigativa.

1.2. Antecedentes
1.2.1. Antecedentes histéricos

Desde un principio, el uso de la palabra algebra ha sido asociado con la reso-
lucion de ecuaciones, generalmente usando las operaciones de adicién, sustraccion,
multiplicacion, divisién y extraccion de raices; lo cual es conocido como resolucion

por radicales (Rodriguez y Franco, 2019).

La resolubilidad de ecuaciones polinémicas por radicales ha sido un tema de in-
vestigacion en matematicas durante varios siglos. Los primeros avances en el tema
se remontan a los antiguos griegos, que encontraron férmulas para resolver ecuacio-
nes lineales y cuadréticas. Uno de los resultados més fascinantes en el algebra (y en
general en toda la matematica) es el teorema que dice que el polinomio general de
grado mayor o igual a cinco no es resoluble por radicales. Este resultado, descubierto
a finales del siglo XVIII tuvo que esperar casi 300 anos, después de la solucion de
la ecuacion de cuarto grado, para su demostracion como se expresa en Vanderwaer-
den (2013). Su demostracién sorprendié a los matematicos de la época, los cuales no
la aceptaron con mucho agrado, pues sus lineas de investigacién estaban dirigidas a
encontrar una soluciéon de la misma, segin Katz y Parshall (2014). Este resultado
es atribuido a Abel y es generalmente identificado con la Teoria de Galois, pues es
un corolario de la teorfa general de resolubilidad desarrollada por Galois (Rothman,

1982). Sin embargo, los trabajos de Abel fueron en realidad antes que los de Galois.



Las contribuciones valiosas del médico y matemaético italiano Paolo Ruffini al pro-
blema de la solubilidad de la ecuacion general de quinto grado no son muy conocidas
ni bien entendidas. En realidad, las contribuciones de Ruffini han tenido un recono-
cimiento limitado y fueron rapidamente opacadas por los trabajos de sus sucesores
Abel, Cauchy y Galois, como se establece en Sorensen (1999). Practicamente el tinico
matematico que valoré el trabajo de Ruffini fue Cauchy, y esto es sorprendente, pues
Cauchy era el peor entre todos los matematicos en dar crédito a los trabajos de los

demés, tal como se expresa en (Rothman, 1982).

1.2.2. Antecedentes académicos

Conforme lo establece Simon (2005), en su publicacién “Quadratic equations in
dimensions 4, 5 and more”, plantea la resoluciéon sobre los racionales de una ecuacion
cuadratica de dimensién 4 utilizando informacién local y utilizando un algoritmo pa-
ra construir una solucién. Ademads, utiliza diversas herramientas como algebra lineal
sobre campos finitos, la teoria de grupos de clases de formas cuadraticas binarias y la
reduccién de formas cuadraticas indefinidas y unimodulares. Adicionalmente a esto,
se extiende este algoritmo a todas las dimensiones n > 5, considerando dos casos por
separado segin la paridad de n. Estos algoritmos pueden ser utilizados para encontrar

un subespacio totalmente isotropico de dimensiéon maxima.

Munoz (2011) en su publicacién sobre “Abel y la imposibilidad de resolver la
quintica por radicales”, ofrece en su tltima seccién, una traduccién comentada de la
memoria que Niels Henrik Abel, de su imposibilidad para demostrar la no resolubili-

dad de la ecuacion de quinto grado mediante radicales.

Sosaya (2015) publico su tesis de maestria titulada “Aspectos geométricos de la
irresolubilidad de una ecuacion algebraica de grado cinco” en la que realizan una
demostracion geométrica en comparacion a la de la teoria de Galois, mostrando el

estudio de las deformaciones que sufren las raices de un polinomio como consecuencia



de una deformacion del polinomio.

Por su parte, Rodriguez y Franco (2019), en su articulo de “Paolo Ruffini y la
Solubilidad de la Ecuacién de Quinto Grado”, se presenta la evoluciéon del problema
de la solubilidad de la ecuacién de quinto grado; haciendo notar que Paolo Ruffini

fue el primer matematico en establecer que la ecuacién general de quinto grado.

Granados (2020) publica un articulo titulado “Resolvente Del Polinomio De Quin-
to Grado” donde a pesar de la imposibilidad rigurosamente demostrada por Abel y
Galois, utiliza la resolvente, para obtener la solucién de la ecuaciéon polinémica de
quinto grado. Esto permite llevar la ecuacién completa con todos sus coeficientes,
a una forma con solo tres términos y un solo pardmetro independiente complejo,
denominado forma de Bring. Utiliza las transformaciones de Tschirnhaus y auxiliar-

mente las resolventes de los polinomios de segundo y tercer grados para lograr este fin.

Por otro lado, Jimenez (2020) en su estudio sobre los elementos algebraicos y
ecuaciones polinomiales de grado pequeno, presentan un método alternativo de reso-
lucion de las ecuaciones de tercer y cuarto grado gracias a las Transformaciones de
Tschirnhaus, ademas, clasifican los grupos de Galois de ctiibicas y cuarticas, ademas

de caracterizar cuando un polinomio de grado cinco es resoluble.

Ahora bien, Mei (2020) public6 un artitulo titulado “Una nueva comprension del
problema de que la ecuacién quintica no tiene soluciones radicales””, en el que senala
que las pruebas de Abel y Galois de que las ecuaciones quinticas no tienen soluciones
radicales no son validas. Este demostré que a pesar que las ecuaciones quinticas gene-
rales se consideraban que no tenian soluciones radicales, existen soluciones radicales
para algunas ecuaciones quinticas con formas especiales. Este ademés senala que las

teorias de Abel y Galois se contradecian con el teorema fundamental del algebra.

Por otro lado, Martinez (2022) public6 un artitulo titulado “Resolubilidad por



radicales de algunos polinomios de grado cinco”, donde se busca que los grupos de
Galois estén asociados a los distintos polinomios, pues el Teorema de la Teoria de Ga-
lois afirma que un polinomio f es resoluble por radicales si y solo si su grupo de Galois
es resoluble. Ademads, se utilizan las ecuaciones resolventes y las funciones simétri-

cas elementales para relacionar los coeficientes del polinomio con las raices del mismo.

1.3. Planteamiento del problema

Uno de los méas grandes problemas que tuvo la matemaética, fue determinar las
raices de una ecuacién algebraica de la forma a,z" +- - -+a,x+ag = 0, siendo n un en-
tero no negativo. En correspondencia con esto, a lo largo de la historia, se presentaron
muchos intentos y formulaciones con el interés de dar con una féormula que resolviese
este tipo de ecuaciones. De hecho, una de las formulas mas utilizadas en las Matema-
ticas es la denominada férmula general para resolver ecuaciones cuadraticas, siendo
los babilonios los primeros que la resolvieron empleando el método de completar el
cuadrado. Posterior a esto, se encontré que las soluciones para algunas ecuaciones de
grado 4, podian ser convertidas en ecuaciones cuadraticas con simplemente sustituir
la expresiéon y = x2. Mucho tiempo después, en el siglo XVI, se determiné la féormula
para resolver ecuaciones cubicas, conocida como férmula de Cardano, y luego de esto,
el método para encontrar las soluciones de una ecuacion algebraica de grado cuatro

fue dada por Lodovico Ferrari.

En definitiva, fueron muchos los matematicos que intentaron conseguir una for-
mulacién que diera las soluciones de una ecuacion algebraica de grado 5 y superior,
desconociendo que esto era imposible lograrlo, al menos con las matematicas existen-
tes, a pesar que personajes de gran renombre como Ruffini, Evaristo Galois y Niels

Abel, plantearon resultados muy interesantes en este sentido.

Es innegable que las ecuaciones sirven para resolver diferentes problemas matema-
ticos, geométricos, quimicos, fisicos o de cualquier otra indole, que tienen aplicaciones

tanto en la vida cotidiana como en la investigacion y desarrollo de proyectos cien-



tificos. Conforme a la gran importancia de las mismas, y los miltiples intentos por
determinar una formula general para ecuaciones de quinto grado o mas, este estudio
plantea responder a la pregunta de ;Cudles condiciones caracterizan las ecuaciones
de quinto grado que no son resolubles?

La respuesta a esta pregunta de investigacion, supone a la vez, responder las

siguientes interrogantes:

1. §Cuales restricciones caracterizan las ecuaciones de quinto grado que son reso-

lubles por radicales?

2. ;Cuales son las propiedades algebraicas que caracterizan a las ecuaciones de

quinto grado no resolubles por radicales?

3. (Cuales son las condiciones que garantizan la no resolubilidad de las ecuaciones

de quinto grado por radicales?

1.4. Justificacion.

Dentro de los grandes intentos realizados en la historia para conseguir una férmu-
la que diera las soluciones de una ecuacién algebraica de grado 5 y superior, Ruffini
haciendo uso de los trabajos sobre permutaciones de Lagrange, fue el primero en
acertar con la estrategia utilizada para demostrar la irresolubilidad por radicales de
una ecuacion algebraica de grado 5 o mas, problema que seria finalmente resuelto por
Abel. Este trabajo fue conocido por Evariste Galois, el cual da una solucion desde la
teoria que propiamente lleva su nombre. En este sentido, esta investigacién pretendid
aportar a ese interés marcado entre la comunidad cientifica matemaética, al plantear
una caracterizacion de las ecuaciones de quinto grado que no son resolubles, desde

un enfoque analitico.

El estudio de las ecuaciones de quinto grado no resolubles permite explorar los
limites de la resolubilidad de ecuaciones polinémicas por radicales. La resolubilidad
por radicales es un tema fundamental en el algebra y ha sido objeto de estudio des-

de los tiempos de los matematicos clasicos. Por lo que comprender las condiciones



que hacen que las ecuaciones de quinto grado sean intratables por radicales, ayudara
a comprender mejor las limitaciones de los métodos algebraicos clasicos y a explo-
rar otras herramientas matematicas para abordar estos problemas. Estas ecuaciones
y su no resolubilidad por radicales tienen repercusiones en diferentes areas de las
matematicas. Por ejemplo, se relacionan con la teoria de Galois, que establece una
correspondencia entre las ecuaciones algebraicas y las extensiones de campos, ademas
que también tiene implicaciones en campos como la geometria algebraica, la teoria

de grupos y la teoria de nimeros.

Ademas, su relevancia estd marcada en el aporte bibliografico que realizara esta
investigacion a la universidad UTECO, ya que el estudio de las ecuaciones y sus mé-
todos de resoluciéon es considerado una tematica relevante en el marco de los planes

de estudios de Matematica existentes en la actualidad.

1.5. Objetivos.
1.5.1. General.

Caracterizar las ecuaciones de quinto grado que no son resolubles por radicales.
1.5.2. Especificos.

1. Delimitar las ecuaciones de quinto grado que pueden ser resueltas por radicales.
2. Analizar las propiedades de las ecuaciones de quinto grado no resolubles.

3. Establecer condiciones que garantizan la no resolubilidad de las ecuaciones de

quinto grado por radicales.

1.6. Alcances y limites
Esta investigacion esta orientada a la matematica pura, especificamente en alge-
bra, considerando aspectos analiticos, y diversas teorias que marcan las fundamenta-

ciones de la no resolubilidad de las ecuaciones de quinto grado.



CAPITULO II
MARCO REFERENCIAL.

2.1. Introduccién.
En este capitulo, se presenta un marco referencial para sustentar y comprender la

caracterizacion de las ecuaciones de quinto grado que no son resolubles por radicales.

2.2. Marco tedrico.
2.2.1. Ecuaciones.
Definicién 2.1 De acuerdo con Cox et al. (2007), una ecuacién algebraica de grado

n es una expresion matematica de la forma:

an" + an_12" 4.+ ax + ag =0,

donde x es la variable incognita y los coeficientes a,,, a,_1, ..., ay, ap son constan-
tes reales o complejas. El grado de la ecuacién es n, que es el mayor exponente de x

en la ecuacion.

Teorema 2.1 Segtin Grinberg (2020), el teorema fundamental del dlgebra plantea
que toda ecuacion algebraica de grado n con coeficientes complejos tiene exactamente
n raices complejas, contando multiplicidades. En términos matematicos, el teorema
puede formularse de la siguiente manera: siendo P(z) = 2" 12" . Ha1z4ag
una ecuacion algebraica de grado n con coeficientes complejos ag, aq, . . . , a,,. Entonces,
existe al menos una raiz compleja z; de P(z), es decir, P(z;) = 0. Ademas, si contamos

las raices con multiplicidades, P(z) tiene exactamente n raices complejas distintas.

Este teorema confirma que el sistema numérico complejo es algebraicamente ce-
rrado, es decir, no existe ninguna ecuacion algebraica que no pueda resolverse dentro

del conjunto de los nimeros complejos (Artin, 2011).

Teorema 2.2 . El teorema de la existencia de raices reales establece que toda fun-

cion polindmica con coeficientes reales y de grado impar tiene al menos una raiz real.



En términos matematicos, se puede enunciar como:

Garrido (2009) plantea que dado P(x) = ap,a™ + a,_ 12" + ... + a1x + ap un
polinomio de grado impar con coeficientes reales ag, aq,...,a,. Entonces, existe al

menos un namero real 7 tal que P(r) = 0. .

Teorema 2.3 Conforme lo establece Gonzédlez y Lopez (2004), el teorema de Sturm
plantea que sea P(x) un polinomio de coeficientes reales. Considerando la sucesién de
polinomios de Sturm: fi(x), fo(z), ..., fu(x) constituida por fi(x) = P(x), fo(z) =
P'(x) y donde f;(z)(3 <i < n) es el opuesto del i ésimo resto que resulta al aplicar
el algoritmo del méximo comun divisor de Euclides a los polinomios P(x) y P'(z) (se
divide P(x) entre P'(x) y a continuacién se divide cada divisor entre el opuesto del
correspondiente resto). Entonces, el nimero de raices, simples o multiples, de P(x) en
cualquier intervalo (a,b) C R es igual a la diferencia V' (b) — V(a), donde V(c) (c=

a, b) denota el nimero de variaciones de signos en la sucesion fi(c), fa(c), ..., fu(c).

Este teorema, un resultado fundamental del Algebra clésica, indica exactamente
el nimero de raices reales de un polinomio de coeficientes reales en cualquier inter-
valo (a,b) C R. En particular, para (a,b) = (—o00,+00) = R, el teorema de Sturm
proporciona el nimero total de raices reales de los polinomios de coeficientes reales,

por lo que constituye la version real del teorema fundamental del algebra.

Teorema 2.4 En Jiménez (2020), se establece que si todas las raices de un ecuacion

polinémica de coeficientes reales y grado n

a4+ ... +ay =08, € R0<i<n)a, #0

son reales, entonces el cuadrado de cada coeficiente no extremo es estrictamente

mayor que el producto los dos coeficientes adyacentes

ai > ap_1ap (k=1,2,...,n—1)



2.2.1.1. Ecuacién general de segundo grado.

De acuerdo con Artin (2011), una ecuacién de segundo grado es de la forma
ar® + bx + ¢ = 0. Una forma de encontrar una férmula general para calcular las
soluciones es mediante el método de completar cuadrados, lo que conlleva a despejar

x de la siguiente manera:

ax? +br+c=0

b
2’ + -z + - =0
a a
2, +b2+c b?
4 -+ —+ - =—
a 402  a  4a?

2.2.1.2. Ecuacién general de grado 3 .
Segtin Ivorra (2011), una ecuacién de grado 3, es de la forma x4 az?+bx+c = 0.
El primer paso para resolver esta ecuacién cubica es haciendo la sustitucién que

permite simplificarla o reducirla: x = y — § reemplazando en la ecuacién cubica, se

tiene:
a\? a\? a
0~o3) <ol 03
<y 3> +a<y 3)+ yo3)re
a? 20> ab
0=y’ +|b——|y+ |5 -5+
o (o) (-5 )
Si se hace p =0 — %yq: % — %b—kc, entonces se puede escribir la ecuacion de
la forma
3 —
Yy +tpry=gq

Si ahora se considera la identidad algebraica, (r — s)® 4+ 3rs(r — s) =% — 3

Si se eligen r y s de modo que 3rs = pyr®—s3 = ¢, entonces la identidad algebraica

se puede reescribir como
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3
(r—s)"+plr—s)=q
De este modo, x = r — s serda una solucién de la ecuaciéon cubica reducida. El
problema de resolver la ecuacién cubica reducida se transforma en el problema de

resolver el sistema de ecuaciones simultaneas:

3
De lo anterior se tiene que (r3 — s3) = ¢ y 4(rs)? = 4 (%) . Al sumar estas

ecuaciones y realizar algunos procesos algebraicos, se tiene que:

2 4p3
(r3+83> :r6+2r3s3+s6:q2+7p7
O bien,
4p3
3 3 _ 2
rt+ 80 = + -5
T o7
Ahora, si se resuelven las ecuaciones
4p?

3_ 3 _ 31 3 |42
r’—8 =pyr’+s° = + 5
by q o7

en forma simultdnea, se pueden obtener los valores de r3ys3, v por lo tanto de r

y s
1 4p3 3 q @
— 3 = 2 I [ 1 1 L
" Jz(q+\/q+27> > TV a7

A1 4p3 3 q ¢ p3

_ 3| _ I S I . S

5 2(Q+\/Q+27) 5 T\ T a7

Por tanto, como z =1 — s

S TRV LG . B B UG il
x_JzJF YIST: J2+ FIT:

Esta es la férmula conocida como férmula de Cardano.
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2.2.1.3. Ecuacién general de grado 4
Teorema 2.5 De acuerdo con Ivorra (2011), el teorema de Ferrari establece que las

raices de la ecuacién

rtard+ba’+ecx+d=0

estan dadas por

ME\/M?—AN-H) 4 —M % \/M? — A(N + H)
e 2 Tyt 2

donde

8b — 3a? 8¢ — dab + a® 256d — 64ac + 16a*b — 3a*
g pry r =
g 1 8 ’ 256

N es una raiz de la ecuacién

p

2

( 4
N PNz N T

S
2 8

Y M, H se determinan mediante las ecuaciones
p=2N—-M?* ¢=-2MR, r=N?*-H>

2.2.1.4. Ecuaciones resolubles por radicales.

Definicién 2.2 Sosaya (2015) plantea que siendo n € N, se dice que la ecuacién

general de grado n es resoluble por radicales si existen polinomios py,...,py de co-
eficientes complejos (en n,n+1,...,n+ N — 1 variables respectivamente) y enteros
positivos ki, ..., ky, tales que, para cualquier polinomio fijado

p(z) = 2" + ap_1 2"+ -+ ax + ag

Con aq,...,a,_1 € Cy para cada raiz r de P, existen zq,...,zy € C tales que

satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones
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k
't =p (@07 ag, ... aanfl)
L ke
c= 7% = pa(ag,a, ..., Gp_1,71)
kn __
N =pn(ag,a1,. .., 0p_1,21,...,TN_1)
Siendo xny = r. Se denotaran los valores x1, o, ...,y radicales intermedios.

Definicién 2.3 Simon (2005) sostiene que [ : C" — C" definida por

1(2) = (t1(2),12(2)y - - -y tn(2)) (2.1)

De tal forma que ot;(z) = constante ot;(z) = z; donde z = (21,...,2,) € C™.

Se define,

Pt = {P(L(Z)) = 2" 4 1, (2) 2" g(2)r () = 2 € (C”}

Definicién 2.4 Sosaya (2015) plantea que P' es una clase de ecuaciones algebraicas
y P(1(2)) es una clase de polinomios. Sea ¢ como en la definicién (2.1), sea P! una

clase de ecuaciones algebraicas. Se dice que P! es resoluble por radicales si existen

polinomios py, ..., py de coeficientes complejos (en n,n + 1,...,n+ N — 1 variables
respectivamente) y enteros positivos ki, ..., ky tales que para cualquier z € C" fijado
y para cada raiz r de P(1(2)), existen x1,...,xy € C tales que satisfacen el siguiente

sistema de ecuaciones

k1 __

T =N <a07a17"'7an71)

k

x5? =py (ag, ay, ..., an_1,71)

kn
TN =PN (a07a17"')an—l)x17”-7IN—l>7

Definicién 2.5 Segtin Portuondo (2017), las ecuaciones ciclotémicas son un tipo es-
pecial de ecuaciones polinémicas vinculadas a las raices de la unidad en los ntimeros

complejos. Para un nimero entero no negativo n, una ecuaciéon ciclotémica es una
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ecuacion polindémica cuyas soluciones son precisamente las n-ésimas raices de la uni-
dad. Estas son los nimeros complejos que, al ser elevados a la n-ésima potencia,

resultan en 1.

Matematicamente, las n-ésimas raices de la unidad son los niimeros complejos de
la forma cos (%) + 4 sin (%), donde 7 es la unidad imaginaria y k varia de 0 a n—1.
El polinomio ciclotémico ®,,(x) para n se define como el producto de (z —w) para
cada mn-ésima raiz de la unidad w que es una raiz primitiva. Una raiz primitiva es
aquella cuyo orden multiplicativo (es decir, el menor exponente positivo que resulta

en 1 al elevar la raiz) es exactamente n.

®,(z) = [[(z — w)
donde el producto se extiende a todas las raices primitivas n-ésimas de la unidad.
Los coeficientes de estos polinomios son siempre 1, -1 o 0 y tienen un grado ¢(n),
donde ¢ es la funciéon de Euler. Por lo tanto, resolver una ecuacién ciclotomica implica
encontrar todas las n-ésimas raices de la unidad en los nimeros complejos.
2.2.2. Teoria de grupos.
2.2.2.1. Fundamentos de la teoria de grupos
Definicién 2.6 Segun se sefiala en Zaia (2018), un grupo es un par (G, ), donde G es

un conjunto y * una operacién binaria sobre G verificando las siguientes propiedades:

1. La operacién es asociativa, (z-y) -z =z - (y - z), cualesquiera que sean z,y, z
elementos de G. Por ello, en lo sucesivo se escribird (z-y)-z = z-(y-2) = z-y- 2.
También cuando ello no suponga ambigiiedad, se suprimird el G para designar
la operacion, es decir, se colocard xy en lugar de x -y, (en concordancia con

esto, se escribird también que G es un grupo en lugar de (G, -) es un grupo).

2. Existe un elemento neutro e € G. Es decir, Je € G | ex = ze = z,Vx € G (el

elemento neutro es tinico, pues si € es neutro también, se tiene e = ee’ = ¢ )
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1 1 1

3. Para cada z € G existe un x7! € G tal que zz~! = 2712 = e. El elemento z~

se denomina inverso (u opuesto) de z. (Tal inverso es tnico pues si zy = e, se

1

tiene y = x'xy = 27 'e = 27! por la propiedad asociativa).

1

Si z,y € G entonces (zy)™' = y~taz~! (ya que, por la unicidad del inverso, de

1 1,.—-1

y o7 lzy = yly = e se deduce (zy) ' =yl
Definicién 2.7 Dubreil (2021) establece que un grupo G es abeliano si satisface la
propiedad conmutativa, es decir, si xy = yx,Vr,y € G. Frecuentemente se reserva

para estos grupos el simbolo + para denotar la operacién, el 0 para el neutro y con

—x se indicara el opuesto de x.

Si en un conjunto G esta definida una operacion asociativa, se dird que un ele-

2

mento x € G es idempotente si v° = xx = x. En este caso, 2" :=x - " - x = x para

todo nimero natural n. Pues bien, si G es un grupo, el nico elemento idempotente

de Geselneutro (2  =rx ==z lox =a"'o =e).

Definicién 2.8 Dubreil (2021) sefala que un subconjunto no vacio H de un grupo
G se dird que es un subgrupo de G si la operacion de G induce en H una estructura

de grupo con el mismo elemento neutro. Es decir,

1. xy e HVx,y € H
2.ee H

3. '€ HVxr e H.

Observacién 2.2.1 Segin Rodriguez et al. (2021), un subconjunto no vacio H de

un grupo G es un subgrupo de G si, y solo si, se satisface la propiedad

ryceH=x'ycH

Si {H;|7€ I} es una familia de subgrupos del grupo G entonces ;e H; es

también subgrupo de G. En efecto, de x,y € ;cr H; se deduce inmediatamente
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'y € Nie; Hi ya que, para cada i € H;, se tiene z7'y € H; al ser cada H; un

subgrupo de G.

Con la determinacién de la naturaleza de los subgrupos de (Z,+) se inicia la
teorfa de divisibilidad en Z. Si H es un tal subgrupo y si s # 0 es el menor entero
positivo que esta en H entonces H = sZ, es decir, H consiste en el conjunto de
los multiplos de s (Si ¢ € H, el algoritmo de Euclides proporciona enteros ¢, r con
0 <r < stales que t = ¢gs+r, con lo que se obtiene r =t — qs € H ya que gs € H;

de ello se deduce que r = 0 por la seleccién de s.

Definicién 2.9 Rodriguez et al. (2021) indica que si (G, ) y (L, *) son grupos, una

aplicacion f : G — L es un homomorfismo de grupos si

flzy) = f(z) * f(y), Yo,y € G

Un homomorfismo biyectivo se llamara isomorfismo.

Asi, un homomorfismo f : G — L es un isomorfismo si, y solo si, existe una
aplicacién inversa f~!: L — G (que resulta ser también homomorfismo de grupos).
Con la notacién L ~ G se indicard que L y G son grupos isomorfos, es decir, que

existe un isomorfismo entre ellos.

Definicién 2.10 Para el homomorfismo f : G — L se definen dos subgrupos impor-

tantes:
1. Imagen de f, es el subgrupo f(G) de L y se escribird Im(f) = f(G).
2. El nicleo de f, denotado con Ker(f), se define como Ker(f) = f~! ({er}).

Ademés Ker(f) es un subgrupo de G con la siguiente propiedad:
Si x € G ey e Ker(f), como

£ (aye™) = f(@)  f) £ (57) = Fla) wer s [f@) ™ = e

se sigue que ryr~! € Ker(f).
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Definiciéon 2.11 Toth (2002) establece que si G es un grupo y H es un subgrupo de
G, se dice que H es subgrupo normal (o invariante) de G si satisface cualquiera de

las propiedades equivalentes siguientes:
1. zkHx ' Cc HVz € G
2. tHx ' = HVzr €@
3. xH = Hx,Vx € G.
4. H =~ H.
Definicién 2.12 Se dice que un grupo finito, GG, es soluble si tiene una serie de

composicion

=GoCcGiCGy...CG, =G
{e} i

Tal que Gy41/G; = Z,, con p; primo, 0 < i < n (Calavia, 2019).

Teorema 2.6 Sea G un grupo finito y H <G, entonces G es soluble si y solo si G/H
y H lo son. Ademés, todo subgrupo de un grupo soluble es soluble (Calavia, 2019).

Definicién 2.13 Grupos simétricos. Sea n € N. Se define S,, como el conjunto de

las biyecciones

o=41,2,....,n} = {1,2,...,n}

Otazo (2014) establece que este conjunto S, junto con la operacion usual de
composicion de funciones forman una estructura de grupo ( S,, ), llamado Grupo
Simétrico de grado n. A una bisecciéon o € S, se le llamara permutacién y a los

elementos del dominio, indices de la permutacién.

Teorema 2.7 Dubreil (2021) establece que el teorema de la correspondencia plantea
que siendo G un grupo y H un subgrupo normal de . Existe una biyeccion que
conserva las inclusiones entre el reticulo de subgrupos (subgrupos normales) de G/H

y el de subgrupos (subgrupos normales) de G' que contienen a H.



17

Proposicion 2.2.1 Si H es un grupo y para cada ¢ € [ esta definido un homomorfis-
mo de grupos f; : H = G;, existe un tinico homomorfismo de grupos f : H — [];c; G;

tal que 7; o f = f;, para cada j € J (Dubreil, 2021).

Teorema 2.8 Teorema de Lagrange. Si G es un grupo finito y H es un subgrupo de

G, entonces el orden de H divide al orden de G. Ademas

4G = #H(G : H)

en donde (G : H) indica el indice de H en G, es decir, el nimero de clases de

equivalencia de H en G (Dubreil, 2021).

2.2.2.2. Teoria de Galois
Definicién 2.14 Si F' es un cuerpo, el conjunto Aut(F) de todos los automorfis-

mos de F' es un grupo con la operacion definida por la composicién de aplicaciones

(Rodriguez et al., 2021).

Definicién 2.15 Calavia (2019) plantea que siendo F' un cuerpo y G un subgrupo
del grupo Aut(F'). Se define el cuerpo fijo por G como

F¢.={z e F|o(z)=uxVo G}

Si F': K es una extension de cuerpos se define el grupo de Galois de la extensién

F : K como

Gal(F/K) = {0 € Aut(F)|o|x = idy}

Teorema 2.9 Rodriguez et al. (2021), plantea que el teorema fundamental de la
teoria de Galois sostiene que dado E : K una extensiéon finita de Galois y G =
Gal(E/K), si F = {F | F es cuerpo intermedio entre K y E} y S = {H | H es
subgrupo de G}, entonces existe una biyeccién, que invierte las inclusiones, ¥ : F —
S, definida por V(F') = Gal(E/F), cuya inversa es la aplicaciéon ® : S — F, definida
mediante ®(H) = EX.
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Para cada F' € F la extension E : F' es de Galois finita, y son equivalentes las

afirmaciones

1. F: K es de Galois finita.

2. El grupo V(F) = Gal(E/F) es un subgrupo normal de G.

Ademas, si F': K es de Galois se tiene

Gal(F/K) ~ Gal(E/K)/ Gal(E/F)

Teorema 2.10 Segtn lo establece Brown (2005), cualquier funcién algebraica y que
resuelva la ecuacion

v —ayt + by —cy +dy—e=0 (2.2)

entonces puede ser escrita en la forma:
1 2 p—1
y=ay+aRr +ayRv +---+a,_1R»

donde p es un ndmero primo, y ao, . .., a,—1, 12 son funciones algebraicas de un orden

inferior a .

Demostracion. Se nota que al factorizar p y escribir radicales de p como una se-
cuencia anidada, se puede asumir que p es primo. Por ejemplo, Va = / Ja.
Se considera una funciéon algebraica v como se establece en el enunciado del

teorema, de modo que por definicién, v puede escribirse como v = g donde
1 2 a
G=go+qaRr+gRr+- - +g,Rr

para algin ¢ € Ny p primo, y de manera similar para F'. Luego, se consideran las
sustituciones R¥ §R%, Rv §2R%, ceey Rv fp_lR% donde £ # 1 es una solucion
a la ecuacion x? — 1 = 0. Se observa que hay p — 1 sustituciones diferentes, lo que
da p — 1 valores diferentes para G, que se denotan como G, ...,G,_1. Por tanto, se

considera la expresion

 FGiGy---Gpy
T GGGy Gy

v
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Por lo que el denominador de v se puede escribir como una funcién algebraica de

orden 0. Para ver esto, simplemente se multiplica la expresion y se agrupan términos:

1 2 q
GG1G2~.~GP_1:(90—|—91RP +92RP+...+qup)
1 2 q
X (go + G1€RY + go&°Rr + - + gqqup)
X x (g0 + 1€ R 4+ o8P VR 4+ g, VRY)

donde se ha utilizado el hecho de que

1—¢
1—-€&

Si gg es un polinomio, se concluye. Si contiene mas radicales, se puede repetir el

1+6+ 8+ +&1 = 0

proceso hasta que no queden radicales, lo que deja un gy que es simplemente una
funcién racional de los coeficientes, es decir, una funcion algebraica de orden 0.

Usando este hecho, se puede escribir

F FGGy---Gpy
TG GGiGy--Gpy

como una funciéon algebraica de orden k para algtin entero positivo k, donde se

v fo+ fiR» + - f, R

ha absorbido la funcién racional GG1Gy -+ Gp—1 en el numerador y los f; y R son
funciones algebraicas de orden k£ — 1. Se puede suponer que ¢ < p, ya que si no, se
puede escribir p = n1q +m; y asi Rr = R™MR7. Luego, se puede absorber el R™!

en los coeficientes f;. Lo cual concluye la demostracion.

Proposicién 2.2.2 Suponga que ¥ — R € F[z] es irreducible y que « es una raiz.

Sea  un elemento de F'(«) con 5 ¢ F. Entonces existe un v € F(«) tal que 47 € F

y
B=ao+y+ay +- -+ a1

donde ag, as, ... ,a,—1 € F.

Definicién 2.16 Noor (2009) define el grupo de Frobenius Fyy de orden 20 como el
subgrupo del grupo simétrico Ss generado por las permutaciones (12 345) y (2354).
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CAPITULO III
DISENO METODOLOGICO

3.1. Introduccién
En este capitulo, se especifican los componentes metodolégicos que guiaron el
proceso de elaboracion de esta investigacion. Aqui se presenta el diseno, método, ti-

po, enfoque y procedimientos realizados para el desarrollo de este proyecto.

3.2. Marco metodolégico
3.2.1. Diseno de la investigacion

La metodologia de esta investigacién se rige por un disefio no experimental, tal
como lo describen Herndndez-Sampieri et al. (2018), puesto que no se lleva a cabo una
manipulacién intencional de las variables. En cuanto al tiempo de estudio, se adopta
un enfoque transversal, que Hernandez y sus coautores definen como una estrategia

en la que los datos se recopilan en un tnico punto temporal.

3.2.2. Meétodo de investigacion

Este estudio se basé en el uso del método analitico-deductivo con fines de caracte-
rizar las ecuaciones de quinto grado no resolubles. Segin Espinoza (2020), el método
analitico es una estrategia de investigaciéon que busca desglosar un fenémeno en sus
componentes esenciales para entender su naturaleza, causas y efectos. Paralelamente,
se aplico el razonamiento deductivo, lo que permitié derivar conclusiones a partir de
los hallazgos obtenidos y de esta manera, confirmar los objetivos establecidos en este

estudio.

3.2.3. Tipo de investigacion

Tal como se plantea en Martinez (2018), esta investigacién se fundamenté en una
metodologia descriptiva, debido a que se pretendié describir las propiedades de las
ecuaciones de quinto grado que no son resolubles por radicales, ademéas de plantear

ciertas condiciones que las caracterizan.
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3.2.4. Enfoque de la investigacion
Este estudio contempla utilizar un enfoque cualitativo debido a la naturaleza
intrinsecamente compleja de las ecuaciones de quinto grado no resolubles y su carac-

terizacién desde la perspetiva de la teoria de grupos (Creswell y Poth, 2018).

3.3. Procedimientos.
En este apartado se incluye una descripcién de las diferentes etapas del proceso

a realizar en este trabajo de investigacion:

1. Se realizé la solicitud de aprobacion de esta tematica investigativa.

2. Se realizé una amplia consulta bibliografica, sobre los aspectos basicos y fun-
damentaciones de los métodos de Newton y Halley en la resoluciéon de las ecua-

ciones de orden superior.
3. Se presento al asesor para su revision, correccion y posterior validacion.

4. Se sometio la propuesta de ante proyecto a la Facultad de Postgrado y Educa-

cion Continuada, a los fines de valorar la relevancia de la misma.

5. Se procedié con las correcciones realizadas por los respectivos jurados en ter-

minos de contenido, redaccién y metodologia.

6. Se elaboraron los capitulos IV y V| y los demas elementos constitutivos del

proyecto, segin los reglamentos de la UTECO.

7. Se entreg) tres ejemplares a la Facultad de Postgrado y Educacion Continuada

del borrador final, con fines de la presentacién y/o defensa del mismo.
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CAPITULO 1V
PRESENTACION DE LOS RESULTADOS

4.1. Introduccién

Las ecuaciones quinticas son ecuaciones que en general, no pueden ser resueltas
utilizando solo operaciones algebraicas basicas y radicales. Sin embargo, se presentan
casos especiales que si pueden ser resueltas de esta forma. Es por esto, que en este
capitulo, se presentan distintos teoremas, proposiciones y ejemplos a los fines de ca-

racterizar las ecuaciones de quinto grado resolubles y no resolubles por radicales.

4.2. Ecuaciones de quinto grado resolubles por radicales

La forma general de una ecuaciéon de quinto grado implica que esta se puede
presentar en formas tan variadas que es practicamente imposible establecer cuéles
son todas las ecuaciones de este orden que pueden resueltas por radicales. En tal
sentido, en esta seccion se presentan algunas relaciones y formas que deben cumplir

los coeficientes de estas ecuaciones para asegurar que seran resolubles por radicales.
Teorema 4.1 Una ecuacion de la forma

2>+ Ar* + B2* + Co* + Dr + E =0 (4.1)
es resoluble por radicales si se cumple que para cualesquiera a, b, c,d,e € R

A=a+b+d
B=c+alb+d)+bd+e

C =cla+d)+abd+e(a+0)
D =c(a+e) + abe

E = ace

Demostracién Sustituyendo los expresiones de A, B, C, D y E en la ecuacion (4.1),

segun los valores denotados, se tiene que:
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2° +[a+b+dz* + [c+a(b+d) +bd + e] 2°+ 42)
2

[c(a + d) + abd + e(a + b)] 2% + [c(a + €) + abe] x + [ace] = 0
Realizando algunas operaciones algebraicas, se tiene que puede ser expresada de

la forma:
2° 4+ (a + b)z* + (c + ab)z® + acx?

+ dz* + (a + b)dz® + (¢ + ab)dz® + acdx

+ex® +e(a+ b)z® + e(c + ab)x + ace = 0

Al extraer los factores comunes en cada bloque de expresiones, se tiene:
7 [x?’ + (a+ b)2* + (¢ + ab)z + ac}
dx {a:g + (@ + b)2* + (¢ + ab)z + ac}
e [:):3 + (a+b)z® + (¢ + ab)x + ac}

Por lo que,

(2 +dz +e) [2* + (a+ b)a® + (c+ ab)x + ac] =0

Si ahora solo se toma la expresion, 3 + (a + b)a? + (¢ + ab)z + ac, se organizan

estratégicamente los términos y se extrae el factor comin, se tiene
az3+bx2—|—cx} + [a:cz—irabx—l—ac} :a:[x2+b:c+c} —|—a[:c2+bx+c}

Por tanto la ecuacién (4.2), puede ser planteada como:

(2 +da+e) (2* +bx+c) (w+a) =0

puesto que las soluciones de la ecuacién (22 + dz +¢€) =0, Y (z* + bz + ¢) = 0 estdn
dadas por la férmula general de ecuaciones cuadraticas y de (z + a) = 0 se obtiene

que r = —a, se concluye la demostracion del teorema.
Teorema 4.2 Las ecuaciones de grado 5 de la forma
2° —a=0 (4.3)

siendo a € R son resolubles por radicales.
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Demostracion. Si 2° — a = 0 entonces es z = /a es una de las raices de dicha
5

r—v/a
x5—a:(:c—\5/5) (x4+x3%+x2w+xW+W):O

ecuacion. Ahora bien, al dividir , se tiene que:

Luego se sigue que la ecuaciéon x + 22 /a + 22V a2 + xva® + Va* = 0, puede ser

resuelta por radicales, de acuerdo a la férmula establecida por Ferrari en (2.5) .
Teorema 4.3 La ecuacién quintica de la forma
2’ 4+ pr’ + qr® +ra+s5s=0 (4.4)
es resoluble por radicales.

Demostracién. De acuerdo al teorema (2.5), las soluciones de la ecuacién ciclotémica
quintica ¢> — 1 = 0 son

, 2 2
¢ =e?/d :cosi—i-isin%

Introduciendo cuatro variables y, z, u, v y utilizando el determinante circular de

quinto grado, Tang (2012) demostré la siguiente ecuacién idéntica

4
2’ +pa’+ g +re+s=[] (J: + Fy+ 2+ Pu+ C4jv) (4.5)
=0

Las relaciones entre los coeficientes p, ¢, 7, s y las variables y, z, u, v son

p = —5(yv + zu) (4.6)
q = 5(y2* + 20° + uy® + vu?) (4.7)
s = 5(yv® + 2%u® — v’z — 2Pv — uly — viu — yzuw) (4.8)

s = P+ +uP+0° = 5yPuv— 523 yu—bud 20— 5vdy 2+ 5utv y +5utv 2+ 5220 u+- 5y 22
(4.9)

De acuerdo con las ecuaciones (4.4) y la (4.5), entonces:

2+ Fy+ Y+ Tu+ Mo =0 (4.10)
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donde las cinco soluciones de las ecuaciones quinticas son
zj=—Cy—CYz—u—CY,5=0,1,2,3,4 (4.11)

Si se usa p,q,r,s para representar ¥y, z,u,v en funcién de las ecuaciones (4.6)-
(4.9) se obtienen las cinco soluciones de las ecuaciones quinticas. A continuacion, se

presentan algunos ejemplos particulares.
Proposiciéon 4.2.1 Sea ¢ = 0 en la ecuacién (4.4), se convierte en

> +prPtrrt+s=0 (4.12)
y es resoluble por radicales.

Demostracién. De acuerdo con la ecuacién (4.7), para ¢ = 0, se hacey =0y v = 0.

Sustituyéndolos en las ecuaciones (4.6), (4.8) y (4.9), se obtiene

p = —bdzu (4.13)
r =52’ (4.14)
s=u’+2° (4.15)

A partir de las ecuaciones (4.13) y (4.14), se obtiene p* = 5r. De acuerdo a la
(4.13), se tiene que z = —p/(5u). Sustituyéndolos en la (4.15), se deduce

5
u' — su® — (g) =0 (4.16)

La solucién de la ecuacién (4.16) es

OO
SOOI

De acuerdo con la (4.13), implica que

Haciendo

u =
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S

OO

Por lo tanto, bajo la condicién de que se cumpla la ecuacion (4.16), la solucién

(7 =0) en la ecuacién (4.11) es xg = —z —u, 0

O O] -] e

Al considerar la ecuacién (4.15), se puede verificar directamente que la ecuacién

To = —

(4.17) es la solucién de la ecuacion (4.12). Otras cuatro soluciones estan determinadas

por la ecuacién (4.11). Por otro lado, para la ctbica, se tiene

2 +pr+s=0
%

R RO RO

La solucién de la ecuacion quintica (4.12) es similar a la de la ecuacién ctibica si

o — +

los coeficientes p y r en la ecuacién satisfacen la relaciéon p? = 5r.

Proposicion 4.2.2 Si se hace p = 0 en la ecuacién quintica (4.4), la ecuacién se
convierte en

2’ gt trr+s=0 (4.18)

y es resoluble por radicales.

Demostracién. Tomando u = v = 0 en la ecuacién (4.6) y sustituyéndolos en las

ecuaciones (4.7)-(4.9), se obtiene

1
q="5yz" 0yz’ = g (4.19)
1
r=—-5y’z 01’z = —57 (4.20)
s =9 +2° (4.21)

Estas tres formulas anteriores satisfacen
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(y°2)° . (y=2)°

5, .5
= 4.22
e i Y’ +z ( )

Considerando las ecuaciones (4.19)-(4.21), la ecuacién (4.22) puede expresarse
como

gt 4 25qrs —5r* =0

A partir de las ecuaciones (4.19) y (4.20), se tiene

r2 1/5 q3 1/5
— JR— Zz = — _
Y= \5g) 257

Por lo tanto, una solucién de la ecuacion (4.18) es
. T2 1/5 q3 1/5
Ty = z=|—= — | =
oY 59 25¢
Otras cuatro soluciones estan determinadas por la ecuacion (4.11).

Teorema 4.4 Cualquier ecuaciéon x° + Ba* + C23 + Da? + Ex + F = 0 se puede
convertir al eliminar el término de grado cuatro, en el polinomio x® + cx® + dx? +

ex+ f =0.

Demostracién. Si el polinomio se dispone en la forma de (2% + px + q) (z° — pr® + ¢') =

0, entonces se puede simplificar de la siguiente manerad, donde pq’ # 0,p A0y ¢ # 0

$5—pl’4+q/$2 +p$4—p2$3+pq,$+qw3—pqx2—qq'=0

(4.23)
= 2" — (P —q) 2* + (¢ —pg) 2* + pd'z + 4 =0

yipt—q=—c (4.24)

Yo :q —pg=d (4.25)

ys:pg = e (4.26)

yaiqq = f (4.27)

De las ecuaciones (4.26) y (4.27) se obtiene (p—¢q)q’ = e— f. Sumando la ecuacién

(4.24) y (4.25) se obtiene p*—q+q —pq = —c+d y por tanto, p(p—q)—q+q = —c+d.
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Multiplicando ambos lados por ¢': p(p—q)¢' —qq' +¢"* = (—c+d)q. De la ecuacién
(4.26) se obtiene p = e/q’. Sustituyendo el valor de p y la ecuacion (p — q)¢ =e — f
en p? —q+q —pqg= —c+dse obtiene (e¢/¢') (e — f) — f+¢? = (—c+d)¢

=ele—f) = fd +¢ = (—c+d)q”
=+ (=)= fd + (& —ef) =0
Esto se puede resolver mediante el método de Cardano y al obtener el valor de
¢, se puede encontrar los valores de p y ¢ a partir de las ecuaciones (4.26) y (4.27).

Por lo tanto, las raices del polinomio provienen de (22 + pz + q) (23 — pr? + ¢') = 0.
Ejemplo 4.1 Resolver 2° + 5z* — 2723 — 1322 + 82z — 48 = 0.

Al eliminar el término de grado cuatro, se obtiene y® —37y% 4+ 88y +12y—112 = 0.
Sea (2 +py+q) (P —py +¢) =0. Aqui c = —37,d = 88,e = 12y f = —112, y
las ecuaciones son p* — q = —(—=37) = 37,¢' — pq = 88,p¢' = 12,q¢' = —112

c—d=-37T—88=—125 ¢°—ef =12 —12(—112) = 144 + 1344 = 1488 (4.28)

Ahora en la ecuacion anterior ¢ + (¢ —d)¢* — f¢' + (e* — ef) = 0 se convierte en

@+ (—125)¢? — (—112)¢’ +1488 = 0 = ¢* — 125¢% + 112¢' + 1488 = 0. Esto se puede

resolver mediante el método de Cardano. Se obtiene ¢ =4y p¢ =12 = p = 1742 =3

vy q¢ = —112 = ¢ = =12 = —28. Teniendo (y* + 3y — 28) (y* — 3y* +4) = 0. Al
resolver se tiene que y = —7,4 v y = 2,2, —1, y al poner el valor en z =y — 1 se
obtiene x = —8,3 y 1,1, —2. Estas son las raices del polinomio dado.

Otra forma de como abordar el planteamiento de que la ecuacién general quin-
tica asz® + asx* + azx® + ar® + a1z + ag = 0 puede ser reducida, a través de una

transformacién apropiada, a la ecuacion:

y® + b3y + boy® + biz + b =0 (4.29)

5

2 2
Para eso, se usard la identidad (uv)® + (%) = (%) para obtener la solucién

algebraica de la ecuacién quintica reducida (4.29) anterior. Para hacerlo, se convierte

la ecuacién (4.29) a la (4.30) sujeta a la condicién (4.31) siguiente:
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(uv)®+k

ki+ ko +ks=1
donde:
Yy = uw

W —ud \ 2
%:kxuig

W —ud \ 2
@:@&QQ

W —ud\ 2
by = /{33< 2 )

uv

by — — <v5 —|—u5>2
2

de las ecuaciones (4.32) y (4.33), se tiene

by ko
= —uv

bs Ky

asi mismo, de las ecuaciones (4.34) y (4.35), se obtiene

b ks
by ks

(%

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

Ahora bien, combinando las ecuaciones (4.37) y (4.38), se deduce

bk
bibs  kiks

(4.39)

Las ecuaciones (4.31), (4.39) junto con otra ecuacién mas pueden ser utilizadas

para determinar las raices de los parametros k1, ks v k3 en términos de los coeficientes

ai,as y az. Ahora se obtendra esta otra ecuacién. Partiendo de la expresién (4.38):

 biky

UU—K]{;3

(4.40)



de la ecuacion (4.36),
VP 4+ = 12\/—7bo

Mediante las ecuaciones (4.35) y (4.40)

biuv b2k
V= =42 = 42, 12
ks byk2

Por medio de las ecuaciones (4.30) y (4.31):

b (uv)? + ba(uv)? + by (ww) = <U5 . u5>2

Sustituyendo (4.40) y (4.42) en (4.43), se obtiene
LA U AN AN
* \ boks ? \ baks "\ boks ) T bok2

biks )’ b ks by
by [ 2] + by b
3<bgk‘3> * <b2k3>+ " ks
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(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

En la ecuacién (4.45), se ha obtenido la tercera ecuacion que puede ser utilizada

para obtener las raices de los parametros ki, ks v k3 en términos de los coeficientes

by, by y bs. A partir de la ecuaciéon (4.39),

= K
k3b
Sustituyendo (4.46) en (4.31), se deduce
k3b1bs
ko + k=1
ab? + R+ R
k3b3 k3b3
k3 + ko + ki—1)=0
st gy D

Resolviendo la ecuacién (4.48), implica que

2 2
k3b2 ksb2 4k3b3
" bibg = \/(blbs " Tbibs (kl o 1)
2

kgz

Simplificando la expresién (4.45),

by2kis 1 b\ [ Doks\’
K2 4k 2olp = ) (25—
2+2<mm>+m<l ks ) \

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)
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La solucion de esta ecuacion, es como se muestra en la siguiente formulacion,

_ bo%k3 + ba2ks3 2 _ 4 b, — b1 boks 2
b1b3 b1b3 b3 k?3 bl

2

ky = (4.51)

Ahora igualando la expresiones (4.49) y (4.51) y deshacer la ecuacién resultante

para obtener una ecuacion cuartica en k.

sty o [ (ka3 2 ks (ke — 1) bks | b22k3 B B ﬁ) (b2k3>2
b1bs b1b3 b1bs b1b3 b1b3 ks b1

b2ks\° 4 b\ [ boks\’ ksb2\®  Aksb
+ S W N e — (222 - by — 1
( J(blb;ﬁ) bs \~ ks) \ by by bs buby P17 Y

(4.53)
2 2\ 2
botky  kab3\"
bibs  bibs )
2 2 2 2\ 2 2
by2kis 4 b\ [ boks ksb2 Ak3b
— =) (=) (22 - (k1 — 1)
bybs bs ks b, bybs bybs
([T, b (k)Y (R8T ks
bybs by ks b, bybs bybs
de ahi que
2
bks  ksW\T((B2’ha)T A (0 b\ (baks\" kgb§2_4k3b§<k_1)
bibs  bibs bybs bs \ ' ks b, bybs biby
B byks >y b by % ? @ ? B 4k3b3 (ky — 1)
AT AR bybs bibs

La ecuacién (4.54) es una ecuaciéon cudrtica en el parametro desconocido k3 y los

(4.54)

coeficientes de la ecuacion (4.29). La ecuacién anterior es algebraicamente determi-

nada. Ahora, de las ecuaciones (4.42) y (4.43):
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by [k
T S Y i 4.55
v 0 s\ by ( )
b, [k
b— /by T [ 2 4.
U OZFk‘g b2 (56)

De la ecuacion (4.55):

b2k
(uv)® = —by — @ (4.57)
b2k

4.3. Propiedades de las ecuaciones de quinto grado no resolubles

En este apartado, se muestran distintos resultados desde la perspectiva de la
teoria de grupos, que si bien no caracterizan directamente las ecuaciones de quinto
grado no resolubles por radicales, si establecen las propiedades de los grupos que no

son resolubles.
Teorema 4.5 El grupo alternado Aj es simple.

Demostracion. Si A5 tuviera un subgrupo normal propio y no trivial H, entonces
el orden de H debe ser igual a 2,3,4,5,6,10,12 o 30. Dado que Aj contiene 24

elementos de orden 5, 20 elementos de orden 3 y ningtin elemento de orden 15, entonces

1. Si |H| = 3,6,12 o 15, se tendria que |As/H| es primo respecto a 3, lo que
implicaria que H debe contener los 20 elementos de orden 3, lo cual es una

contradiccion.

2. Si |H| = 5,10 o 20, entonces |A5/H]| es primo respecto a 5, lo que implicaria
que H debe contener los 24 elementos de orden 5, lo cual también es una

contradiccion.

3. Si |H| = 30, entonces |A5/H| es primo respecto a 5 y 3, lo que implicaria que
H debe contener los 44 elementos de orden 3 y 5, lo cual nuevamente lleva a

una contradiccion.
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4. Si |H| = 2 o |H| = 4, entonces |A;/H| = 30 o 15, pero los grupos de orden
30 o 15 contienen un elemento de orden 15 que Ay no tiene, lo que lleva a otra

contradiccion.

Por lo tanto, se concluye que Aj es simple, como se deseaba demostrar.
Teorema 4.6 Si n > 5, entonces .S, no es soluble.

Demostracion. Por contradiccion, se asumird que para n > 5, el grupo S, es
soluble. Dado que todo subgrupo de un grupo soluble también es soluble, se infiere
que A,, el grupo alternado de grado n, también es soluble. Ademas, dado que A, es
simple para todo n # 4, y en particular, para n > 5. Se procede a demostrar que esta

suposicion conduce a una contradiccion.

Si A,, es soluble, entonces existe una serie < e >= Gy < G < ... < G, = A, tal
que G; es un subgrupo normal en G, y el cociente G;,1/G; es un grupo abeliano
para i =0,1,...,n — 1. Sin embargo, A,, es un grupo simple, lo que implica que los
Unicos subgrupos normales de A,, son < e >y A, en si mismo. Por lo tanto, la serie

sugerida seria < e >< A, lo que implica que A,/ < e >= A,, es un grupo abeliano.

Esta conclusion resulta en una contradiccion, ya que para n > 5, el grupo alterna-
do A, no es abeliano. Por lo tanto, se concluye que la suposicién inicial es incorrecta,

y se demuestra que S,, no es soluble para n > 5.

Teorema 4.7 Sea F' un campo con caracteristica char(F) = 0y a € F. Supongase

que F es el cuerpo de descomposicion de x™ — a sobre F'. Entonces, el grupo de Galois

Gal(E/F) es soluble.

Demostracion. Existen dos casos posibles: o bien F' contiene la raiz primitiva

n-ésima de la unidad w, o bien no la contiene.

En el caso en que F' contiene la raiz primitiva n-ésima de la unidad, se elige b como

una rafz de f(x) = 2" —a en E. Se sabe que las raices de f(x) son b, wb, w?b, ..., w" 1,
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lo cual implica que £ = F'(b). Dado que FE se descompone sobre F', se tiene que w € F.
Se desea demostrar que Gal(E/F') es abeliano. Como b es una raiz de f(z), los elemen-
tos en Gal(E/F) llevan b a otra raiz de f(z). Sean ¢, 7 € Gal(FE/F') arbitrarios. Dado
que w € F es constante, se tiene que ¢, 7 fijan w, y que ¢(b) = w'b y 7(b) = w’b. Se
quiere demostrar que ¢1 = 7¢. Al calcular ¢(7(b)) = ¢(w'b) = d(w?)p(b) = ww'd =
Wb, y que 7(P(b)) = T(W'b) = T(W)T(h) = Wb = Wb = ¢(7(b)), se concluye
que Gal(E/F) es abeliano. Dado que todos los subgrupos de un grupo abeliano son

normales, se llega a la conclusién de que Gal(E/F) es soluble.

En el caso en que F' no contiene la raiz primitiva n-ésima de la unidad, w, se

" —aen E. Sia = 0, entonces se tiene que

elige b como una raiz de f(x) = =
b = 0, y se sabe que los automorfismos fijan b, por lo que Gal(E/F) es abeliano
y, por lo tanto, soluble. Si a # 0, se asume que b # 0. Dado que b y wb estan en
E, se tiene que wb/b = w € E, lo que implica que F(w) C E, y F(w) es el cuerpo
de descomposicién de 2" — 1 sobre F. Sean ¢, 7 € Gal(F(w)/F), donde ¢(w) = w'
y T(w) = w’. Se desea demostrar que ¢7 = 7¢. Al calcular ¢(1(w)) = @(w’) =
(B(w)) = (W) y 7(¢(w)) = 7(w') = (7(w))" = (@))' = (w') = §(7(w)), se concluye
que Gal(F(w)/F) es abeliano. Dado que E también es el cuerpo de descomposicién de
f(x) sobre F(w), donde F'(w) contiene w, la raiz primitiva n-ésima de la unidad, se tie-
ne que Gal(E/F(w)) es abeliano. Por tanto, la serie 1 C Gal(E/F(w)) C Gal(E/F)
es una serie normal. Dado que Gal(E/F(w)) y Gal(F(w)/F) son abelianos, donde
Gal(F(w)/F) = Gal(E/F)/Gal(E/F(w)), son solubles. Por lo tanto, se concluye que

Gal(E/F') es soluble, como se deseaba demostrar.

Una ecuacién no resoluble por radicales en sentido general, es la ecuacion de
Bring-Jerrard, que denota una familia de ecuaciones en dos parametros de la forma
2> +az+b =0, con a,b € C no simultdneamente 0. Para esto se denotard como

S C CP al conjunto de soluciones de dicha familia, es decir

S:{(zl,...z5)€((:5|zl,...,z5 sonraicesdez5—|—az—1—b:0cona,b€C}.



35

Notar que si (21, 29, 23, 24, 25) € S son raices de la ecuacién 2z° + az + b = 0,

entonces:

a = 04(21, 22, 23, 24, 25) ‘= 22232425 + 21232425 + 21202425 + 21222325

+ 21292324. (4.59)
b= —05 (21,22, 23, 24, %5) = —21222324%5.
Proposicion 4.3.1 (z1,2s,...,25) € S si y sélo si satisfacen el siguiente sistema de
ecuaciones:

5
Z Zi = O,
i=1

5
Z z? =0,
i=1

5
Z 2 =0.
i=1

Demostracién. (z,...,2;) € S si y s6lo si existen a,b € C tales que [[°_,(z—

;) = 2% + az + b. Eso significa que el coeficiente de 2* tiene que ser 0 , por lo que

=0
i
obteniendo asi la primera ecuacién. También el coeficiente de 2 debe anularse,

de donde 03 (21,...,25) := X;c; ziz; = 0 . De forma que

2
0= Z'Zi :ZZE+2Zzizjsiysélosi
i i i<j

szzo.

Finalmente, como también el coeficiente de 2% es 0 , entonces o3 (21,...25) =

Yicj<k Zi%jzx = 0. Ademas, se obtiene una ecuacion equivalente:

3
0= Zzl :sz’—i-?) sz sz + 6 Z 2%z | siy soélo si

i j#i i<j<k

sz’:()
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A continuacioén, se presentan varios lemas, cuya comprobacién se realiza conside-
rando el sistema de ecuaciones de la proposicion (4.3.1) segun el caso. Resolviendo
el sistema, se obtiene que sélo tiene solucion si todo z; = 0, pero eso significaria que

a =b=0, lo cual no puede ser.

Lema 4.1 Una ecuacién de la forma 2° + az + b = 0 con a y b no simultdneamente

cero, tiene a lo mas una raiz de multiplicidad 2.

Lema 4.2 Si 0 es una raiz de una ecuacién de la forma 2z° +az +b =0 con a y b no

simultaneamente cero, entonces el resto de las raices son distintas de 0 .

Lema 4.3 No existe ecuacién de la forma 2°+az+b = 0 con a y b no simultdneamente

cero tal que sus cinco soluciones sean todas reales.

Si todas las soluciones son reales, su cuadrado es positivo, y entonces para satis-

facer la ecuacion del sistema, es necesario que todas las soluciones sean 0.

4.4. Condiciones que garantizan la no resolubilidad de las ecuaciones de
quinto grado por radicales

Teorema 4.8 La ecuaciéon general de grado b
v —ayt + by — i +dy—e=0 (4.60)
no es resoluble por radicales.

Supongase que existe una solucién yy de este tipo. El teorema (2.10) muestra que se
puede escribir

y=p+pRY™ 4 pRY™ 4 - 4 p,, RV (4.61)

Aqui, m es un nimero primo y R,p,p1,ps, - tienen la misma forma que y. Se
continua de esta forma hasta que estén representados como funciones racionales de
a,b,c,d,e. Usando R/p|* para reemplazar R, o tomando p; = 1, la ecuacién (4.61)

puede escribirse como

y=p+RY" 4+ pR™ 4o 4 py ROV (4.62)
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Sustituyendo la ecuacién (4.62) en la ecuacién (4.60), se obtiene
g+ @RY™ + uR¥™ 4 - 4 g ROVIM = (4.63)

donde, q,q1,qo,+ ,¢m_1 son funciones racionales de a,b,c,d,e y p,qo,---, asi
como R. Luego, se demuestra por reduccién al absurdo que para satisfacer la ecuacién

(4.63), debe tenerse
=1 =¢@=" =¢n1=0 (4.64)

Si se toma z = RY™ y se considera la ecuacién (4.63), se pueden obtener dos

ecuaciones
2" —R=0 (4.65)
G+ @2+ @+ A+ 2™ =0 (4.66)
Siq,q1,q2, ., qm—1 nO son iguales a cero simultdneamente, estas ecuaciones de-

ben tener una o més raices en comun. Si el nimero de raices es k, se puede en-
contrar una ecuaciéon de grado k, cuyos parametros serian funciones racionales de

R,q,q1,q92, - ,¢m_1. Considérese que la ecuacion es

Tzt 2t =0

Todas sus raices serfan las mismas que las raices de la ecuacién (4.64). Debido a
que la raiz de esta ecuacion tiene la forma oz, donde a,, es una raiz de la ecuacion

ay’ —1=0. A través del reemplazo, se pueden obtener las siguientes & ecuaciones

r+r1z+r222+---+rkzk:0

r+ariz 4+ alrez? 4 4 akrkzk =0

2 2 k k
T+ 1T 2 Qoo -+ ag izt =0
A partir de estas k ecuaciones, se puede obtener el valor de la funcién racional z,

que se representa por r, 11,79, -+ , 7. Debido a que estas cantidades en si mismas son
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funciones racionales de a, b, c,d,e, Ry p,p1,p2,- -+, 2 es una funcién racional de esas
cantidades.

Sin embargo, segtin la definicién z = RY™, z generalmente no puede ser un
nimero racional, lo que causa una contradicciéon. Para que la ecuacién (4.66) sea
verdadera, la tnica solucién posible es la (4.64). Luego, tomando y1, Y2, Y3, » Ym
para representar las raices de la ecuacion de grado m, o sea la raiz de la ecuacion

g™ 4™+ +1=0,

yl = p + Rl/m +p2R2/m + [N +pmilz(m71)/m

Yo = p+ aRY™ + aPpos R¥™ + oo 4 o, g 2 D/m
(4.67)

Ym = P+ am—lRl/m + am—2p2R2/m T apm_lz(m—l)/m

Baséndose en la ecuacién (4.67), y considerando la simetria de intercambio entre
diferentes soluciones, se afirma que m no podia ser igual o mayor que 5. De esta

manera, Abel afirmé que las ecuaciones quinticas no tenian soluciones.

Teorema 4.9 Un polinomio irreducible de grado cinco con coeficientes en los nime-
ros racionales Q es soluble por radicales si y solo si su grupo de Galois esta contenido

en el grupo de Frobenius.

Demostracién. Sea P un polinomio irreducible de grado cinco con coeficientes
en Q. Si P es soluble por radicales, entonces su grupo de Galois G es transitivo y
un subgrupo soluble de S5. Por tanto, G esta contenido en el normalizador de un
subgrupo de Sylow de orden 5 de S5. Por otro lado, un subgrupo de Sylow de orden
5 de S5 esta dado por un ciclo de longitud 5 c. Este ciclo ¢ pertenece al grupo de
Frobenius Fyy de orden 20. Entonces, el grupo de Galois GG, cuyo orden es divisi-
ble por 5, es conjugado a un subgrupo de Fyy. Finalmente, se deduce que el grupo

de Galois es isomorfo a Fy, al grupo diédrico Dy de orden 10 o al grupo ciclico Z/5Z.

Por otro lado, supongase que el grupo de Galois de P esta contenido en el grupo

de Frobenius Fyy. Se verifica que el subgrupo Fyy del grupo simétrico S5 es igual a
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GA(5), dado que Fy es transitivo y soluble. Por lo tanto, el grupo de Galois de P es
soluble como subgrupo del grupo soluble Fy,. Luego, se deduce que el polinomio P

es soluble por radicales.

Teorema 4.10 El polinomio irreducible de grado cinco f(z) = x° + pz® + q2? +
re + s € Q[z] es soluble por radicales si y solo si el polinomio fo0(x) tiene una raiz

racional.

Demostracion. El polinomio f es soluble por radicales si y solo si su grupo de
Galois G est4 contenido en o;Fhyo; ! para algtin o; € E'. Por otro lado, el grupo de
Frobenius Fy es el estabilizador de 0y, y se demuestra que el estabilizador Sy, de 6; es
igual a o;Fyo; ! para todo 1 < i < 6. Dado que G C 0;Fy0; ! para algtin i, entonces
o (6;) = 0; para todo o en el grupo de Galois G. Por lo tanto, se tiene que 0; € Q, lo

cual concluye la demostracion.

Teorema 4.11 El polinomio irreducible f(z) = 2° + pz® + g2 + rz + s € Q[X]
es resoluble por radicales si y solo si la ecuacién resolvente R(0; f) tiene una raiz
racional. En este caso, el polinomio resolvente R(#; f) factoriza como el producto de

un polinomio lineal y un polinomio irreducible de grado 5.

Demostracién. Dado que f(z) es resoluble <= Gal(f) C (Fy)' parat e T =
{1,(12),(13),(23), (123), (132)}. Por otro lado, se tiene que K (y,...,0s) = F, ya
que F/K (61,...,05) es de Galois y si g € S5 fija a todos los 6; se tendria que
g € N; Stab (6;) = Nyer (Fao)' = 1, luego Gal (F/K (61, ...,65)) = 1y se deduce que
F=K(0,...,05), luego evaluando se deduce también que £ = Q (6;,...,6).

Ademads, si o = (12345), se tiene que

Oy 5 O —— 03 — 04 — 05 —— 0,

De aqui se deduce 6; ¢ Q = Fixg(Gal(f)) con 2 < i < 6y R(0; f) puede tener
como maximo una tnica raiz racional que ademas no puede ser multiple. Por tanto en

este caso, se sigue que el polinomio f(z) es resoluble <= Gal(f) que esté contenido



40

en algin conjugado de Fyy <= R(6; f) tiene una raiz racional. Ademads, si eso sucede
RO;f) = (x—0)-qconqecQz]yq=TII",(z—0), el cual es irreducible ya que

Gal (f) actta transitivamente en sus raices.

Teorema 4.12 Sean a y b ntiimeros racionales tales que el trinomio quintico #°+ax+b
es irreducible. Entonces, la ecuacién x° 4 ax + b = 0 es soluble por radicales si y solo

si existen nimeros racionales €(= £1), ¢(> 0) y e(# 0) tales que

_ 5e(3 — 4dec) - —4e®(11e + 2¢)

4.68
2+1 7 2+1 ’ (4.68)
en tal caso, las raices de ° + ax + b = 0 son

T;=e (wjul + w¥uy + w¥ug + w4ju4> (7=0,1,2,3,4), (4.69)

donde w es una raiz primitiva quinta de la unidad, y wuq, us, us, usy son raices
racionales de u* + cu? + 1 = 0.

donde w = exp(27i/5) y

’U%U?) 1/5 U§U4 1/5 ’U%’Ul 1/5 ’UE’UQ 1/5
Uy = D2 ’ Ug = D2 ) us = D2 ) Uy = D2 (470)

vy =D ++/D —e/D, 'U2:_\/__\/D+€\/5

(4.71)
v3=—VD+\/D+eVD, vy=+D—+/D—e/D
D=c+1 (4.72)

Demostracion. Se comienza suponiendo que el polinomio quintico irreducible
x® + ax + b es soluble por radicales. Por lo tanto, el resolvente sexto de x® + az + b,

es decir,

284+8ax® + 40a%x* + 160a>z> + 4004 22
+ (5120° — 3125b") w + (256" — 9375ab")

tiene una raiz racional r . Por lo tanto, r satisface
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(r+2a)" (r? + 16a%) — 5°b"(r + 3a) = 0, (4.73)

lo que muestra que r # —2a, —3a ya que a # 0. Sea el nimero racional no negativo

¢ vy el nimero racional no nulo e de la siguiente manera:

3r — 16a —Hbe
_ 2 -7 - donde € = +1. 4.74
ir+3a) 7 20r+oa) N @

Entonces,

25 (r? + 1642)

2
| = 2T
e T PR
2
3 —dec = i,
T+ 3a
25(r + 2a)e
11 2c =
“r 2(r + 3a) '
de modo que
5¢'(3—4ec)  5Pab'(r+3a)
A+1  (r4+2a)t(r2+16a2)
y
—4e®(1le+2¢) 550°(r + 3a) B
2+1 ~(r+2a)*(r?2 +16a2)

lo que proporciona la parametrizacion requerida. Ahora se muestra que el trinomio

quintico irreducible

s 5et(3 — 4ec) 4e°(11e + 2¢)
"+ T —
c2+1 c2+1

(4.75)

con e = 1 es soluble por radicales. De hecho, no es necesario asumir que el quintico
es irreducible. Para e general, la transformacion x — ex da el resultado requerido. A

partir de (4.71), se nota que

U1+U4:2\/E, U2+’U3:—2\/5
V1V4 = E\/E, VU3 = —6\/5

(4.76)

y por lo tanto
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1)1+U2+U3+U4:0

(4.77)
V1V + VU3 = 0
Ademas, a partir de (4.70), se obtiene
’02’03 U2U4 ’021}1 U2UQ
ud = —2)2 ,ouy = 71372 , Uy = 712)2 , o oup = —;)2 (4.78)
Combinando las expresiones (4.76) y (4.78) resulta que
‘ ‘ (4.79)
Uy = ——=, Uz = ——=, :
14 \/E 2U3 \/E
v v v v
Ulug = 53, U§U4 = 527 u%ug = 51’ uiu2 = 54 (480)
y
U?UQ _ €V1V3 7 ugu4 _ €V3V4 ,
DVD DVD (4.81)
3 €V1 V9 3 €VaU4 )
Uy = ——F—= Uyuz =

DVD’ DvD

que dan las ecuaciones requeridas en vista de la expresion (4.77). A partir de

(4.71), (4.78), (4.79), (4.80) y (4.81), se dedude que

2,2 2,2 .
5 (U1U4 + UpUsg — U?UQ - U%U4 - ugul - uiu3 — U1U2U3U4)

 5(3—4ey/D—1)  5(3— dec) (4.82)
D o241
y
3 3 3 3
5 ((U1U3U4 + usuuz + uzUU4 + u4u1u2)

— (ulugui + uw%ug + u;;u%ui + u&t%u%)) (4.83)

44e +8vD — 1 4(11e + 2

—(u?+u§+u§+ui):—( €t ) _ _4le+20) C>,
D c2+1

que son las ecuaciones requeridas. Esto demuestra que

4 5(32— 4€C)x _ 4(11le+2¢)
2+1 2+1
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es soluble por radicales y tiene las raices dadas.
El discriminante del trinomio quintico z° + ax + b es 4%*a® + 5°b*. La ecuacién
2% + ax + b = 0 tiene exactamente una raiz real si 4*a® + 5°b* > 0. El discriminante

del quintico es

4455620
D5

2
(4603 — 84¢® — 3Tec — 122) >0

lo que implica que el quintico tiene exactamente una raiz real. Suponga ahora que
es irreducible sobre Q. Dado que es soluble por radicales, por lo tanto su grupo de
Galois es soluble. Por lo tanto, su grupo de Galois es isomorfo al grupo de Frobenius
Fyy de orden 20, al grupo diedral D5 de orden 10, o al grupo ciclico de orden 5. Sin
embargo, tiene raices complejas, por lo que su grupo de Galois no puede ser ciclico
de orden 5. Dado que el grupo de Galois de esta ecuacién es el grupo diedral Ds de
orden 10 si y solo si 5D es un cuadrado perfecto en Q. De lo contrario, el grupo de

Galois es el grupo de Frobenius Fy, de orden 20.
Corolario 4.4.1 X% —4X + 2 no es soluble por radicales.

Prueba.. Basta con mostrar que el grupo de Galois de Q())/Q no es soluble, donde
Q=X%—4X +2.

1. Basta con demostrar que () es irreducible y tiene exactamente dos raices no
reales. La irreducibilidad se sigue directamente del criterio de Eisenstein. ()
tiene al menos tres raices reales en Q porque hay al menos tres cambios de
signo: Q(—2)Q(—1) < 0,Q(—1)Q(1) < 0y Q(1)Q(2) < 0. Finalmente, como

. ; 4 . , P}
la derivada @' = 5X* — 4 tiene exactamente dos raices reales (iq/%), esto

implica que @ tiene a lo sumo tres raices reales, por lo tanto exactamente tres.

2. Para demostrar que G5 no es soluble, basta con mostrar que su subgrupo normal
25 tampoco es soluble. Por tanto, se llega a una contradiccién con el hecho de
que s es simple y de orden 5 X 4 X 3, y un grupo simple soluble debe tener

orden primo.
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CAPITULO V
ANALISIS Y DISCUSION DE RESULTADOS

5.1. Introduccién

En este capitulo se describe un analisis de las ecuaciones de quinto grado re-
solubles y no resolubles, resaltando los resultados mas relevantes de acuerdo a los
objetivos planteados en esta investigacién. Ademas, se establecen las conclusiones y

algunas lineas futuras que se pueden generar a partir de las mismas.

5.2. Anadlisis de los resultados

En los resultados presentados con respecto al objetivo 1 de esta investigacion, se
muestran algunas condiciones especificas para que una ecuacion de quinto grado sea
resoluble por radicales. La demostracion se basa en la sustitucion de las expresiones
de los coeficientes en la ecuacion general de quinto grado, se realizan operaciones alge-
braicas para reorganizar la ecuacién en una forma mas manejable y luego se extraen
factores comunes. Al final, se llega a una expresiéon mas simple que demuestra que la

ecuacion puede ser resuelta por radicales.

Ademas, se presentan otros dos teoremas sobre la resolubilidad de ecuaciones de
quinto grado con condiciones especificas. Uno de ellos involucra ecuaciones de la for-
ma 2° —a = 0, y el otro se aplica a ecuaciones de la forma 2° 4+ pz3 +qz? +rz+s = 0,
mostrando transformaciones que permiten reducir una ecuaciéon general de quinto

grado a una forma mas simple, eliminando el término de grado cuatro.

Con relaciéon al objetivo 2, se presentaron algunas propiedades de las ecuaciones
de quinto grado no resolubles desde la perspectiva de la teoria de grupos. El primer
teorema y su demostracion prueban que el grupo alternado Aj es simple. Para ello,
se utiliza un argumento por contradiccién que examina los posibles érdenes de un
subgrupo hipotético H y concluye que, en cada caso, tal subgrupo conduciria a una

contradiccion. De ahi se deduce que A5 no puede tener un subgrupo normal propio y
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no trivial, y por lo tanto, es simple. El segundo teorema y su demostracion afirman
que, para n > 5, el grupo simétrico S,, no es soluble, siendo el argumento también

por contradiccion.

Ademas, se establece que el grupo de Galois Gal(E/F') es soluble para un campo
F" con caracteristica 0 y un elemento a € F', si E es el cuerpo de descomposicion de
x™ —a sobre F', probandose esto para dos casos, que F' contenga o no la raiz primitiva
n-ésima de la unidad w. Adicionalmente, un conjunto de raices z1, 2, . . ., 25 pertenece
a las soluciones de la ecuacién de Bring-Jerrard 2° + az +b = 0 si y solo si satisfacen

un sistema de ecuaciones que suman 0 en las primeras potencias de z hasta el cubo.

En relacion al objetivo 3, se presenta un teorema que establece las condiciones
bajo las cuales las ecuaciones de quinto grado no pueden resolverse por radicales. Se
presenta la ecuacion general de grado 5 y se supone que existe una solucién de este
tipo. Luego, se muestra como se puede representar la solucién en términos de raices
racionales y se llega a la conclusién de que para satisfacer la ecuaciéon resultante, todas
las funciones racionales deben ser iguales a cero simultaneamente. A partir de esto, se
llega a una contradiccion y se demuestra que las ecuaciones quinticas no tienen solu-
ciones en términos de radicales. Este resultado muestra una limitaciéon fundamental

en la resolucion de ecuaciones de quinto grado.

Ademas, se presenta se establece una relacién entre el grupo de Galois del poli-
nomio y el grupo de Frobenius. Si el grupo de Galois esta contenido en el grupo de
Frobenius, entonces el polinomio es soluble por radicales. Luego, se demuestra que si
el grupo de Galois esta contenido en el grupo de Frobenius, el polinomio resolvente
asociado debe tener una raiz racional. La demostracién se basa en propiedades de las
raices y el grupo de Galois, lo que lleva a la conclusion de que si la ecuacion resol-
vente tiene una raiz racional, entonces el polinomio original es soluble por radicales.
Se muestra como ciertas ecuaciones de quinto grado no pueden resolverse mediante

radicales y como se puede determinar la resolubilidad de otros polinomios quinticos
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mediante el andlisis del grupo de Galois.

5.3. Conclusiones
En correspondencia con los objetivos planteados en esta investigacion, a continua-
cion se plantean las conclusiones mas importantes que se derivan de la presentacion

y analisis de los resultados:

1. Una ecuacion de quinto grado puede ser resuelta por radicales bajo condiciones
y relaciones especificas entre los coeficientes de la misma, las cuales también
pueden ser transformadas en una forma mas simple para su resoluciéon. Asimis-
mo, se establecio que si el grupo de Galois de un polinomio esta contenido en el
grupo de Frobenius, dicho polinomio es soluble por radicales, lo que proporciona
un criterio adicional para delimitar la resolubilidad de las ecuaciones de quinto

grado.

2. A través de la investigacion, se demostré la relevancia de la teoria de grupos
en el analisis de ecuaciones quinticas no resolubles. Se present la propiedad
de que el grupo alternado Aj es simple y que para n > 5, el grupo simétrico
Sy no es soluble. Ademas, se exploraron ciertas propiedades relacionadas con la
ecuacion de Bring-Jerrard, las cuales estan inherentemente vinculadas con las

ecuaciones de quinto grado no resolubles.

3. Se demostro que bajo ciertas condiciones, las ecuaciones de quinto grado no pue-
den ser resueltas por radicales. Esta demostracion se baso en una contradicciéon
que surge cuando se supone que una soluciéon en términos de raices racionales
puede satisfacer la ecuacién de quinto grado. Ademas, se establecié una relacion
entre el grupo de Galois del polinomio y el grupo de Frobenius, demostrando
que si el grupo de Galois no esta contenido en el grupo de Frobenius, entonces

la ecuacion no es resoluble por radicales.

En respuesta a la pregunta general de investigacion, el estudio sobre las ecua-

ciones de quinto grado indicé que bajo ciertas condiciones, algunas de ellas pueden
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resolverse por radicales, mientras que otras son intrinsecamente no resolubles de esta
manera. Se destaco la relevancia de la teoria de grupos en el analisis de las ecuaciones
no resolubles, y se establecié un criterio adicional basado en el grupo de Galois y el

grupo de Frobenius para determinar la resolubilidad.

5.4. Lineas futuras de investigacion
Dados los resultados planteados en esta investigacion, a continuacion se plantean
posibles lineas de investigacién que permitiran seguir profundizando en el estudio de

las ecuaciones de quinto grado no resolubles por radicales:

1. Aplicacion de la légica matemética y los sistemas formales en el analisis de la

resolubilidad de las ecuaciones quinticas.

2. Evaluacién de las ecuaciones de quinto grado no resolubles en la formacién de

fractales y patrones complejos.

3. Anélisis de las soluciones numéricas de las ecuaciones de quinto grado no reso-

lubles.

4. Estudio de la conexion entre las ecuaciones de quinto grado no resolubles y la

teoria de cuerdas.

5. Desarrollo de algoritmos para identificar si una ecuaciéon de quinto grado es o

no resoluble por radicales.
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Este apartado contempla un resumen de los recursos econémicos invertidos en el pro-

ceso de realizacion de esta tesis.

Descripcion Monto
Transporte y viaticos 4,000.00
Impresion §8,500.00
Encuadernado y empastado | 2,500.00
Fotocopias 750.00
Materiales e insumos 3,500.00
Imprevistos 3,000.00
Total 22,250.00

Anexo II. Cronograma de trabajo de la investigacion.

En este apartado se describen las diferentes etapas del proceso de elaboracion de esta

investigacion y sus respectivas fechas de ejecucion.

Descripcion.

Periodos de ejecucién.

Solicitud de titulo.

Abril, 2023.

Aprobacion del titulo.

Mayo, 2023.

Elaboracion y entrega del anteproyecto.

Mayo-junio, 2023.

Evaluacién del Anteproyecto.

Junio, 2023.

Elaboraciéon de capitulo IV y V.

Junio-julio, 2023.

Entrega de proyecto completo a la Facultad.

Agosto, 2023.

Graduacién.

Octubre, 2023.




