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RESUMEN

Esta tesis presenta una caracterización de las ecuaciones de quinto grado que no

son resolubles, cuyos objetivos investigativos fueron delimitar las ecuaciones de grado

5, que pueden ser resueltas por radicales, analizar las propiedades de las no resolu-

bles y establecer condiciones que garantizan su no resolubilidad por radicales. En la

metodología de esta tesis, se adoptó un enfoque de investigación no experimental,

transversal y descriptivo, utilizando el método analítico-deductivo para caracterizar

ecuaciones de quinto grado no resolubles. Se aplicó un enfoque cualitativo, analizando

estas ecuaciones desde la teoría de grupos.

Este estudio concluye que una ecuación de quinto grado puede ser resuelta por

radicales bajo condiciones específicas. También se identificó que si el grupo de Galois

de un polinomio está contenido en el grupo de Frobenius, la ecuación es resoluble por

radicales. Se demostró que ciertas ecuaciones no pueden ser resueltas por radicales

bajo condiciones particulares y se estableció un criterio adicional basado en el grupo de

Galois y el grupo de Frobenius para determinar la resolubilidad. En general, algunas

ecuaciones de quinto grado pueden resolverse por radicales, mientras que otras son

intrínsecamente no resolubles de esta manera.

Palabras claves: Ecuaciones, grupo de Galois, Frobenius, resolubilidad por radicales.
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CAPÍTULO I

INTRODUCCIÓN.

1.1. Introducción.

Este capítulo contiene aspectos importantes en el desarrollo de esta investiga-

ción, ya que presenta los antecedentes, el planteamiento del problema, los objetivos,

la justificación, además de los alcances y límites en que se enmarca esta propuesta

investigativa.

1.2. Antecedentes

1.2.1. Antecedentes históricos

Desde un principio, el uso de la palabra álgebra ha sido asociado con la reso-

lución de ecuaciones, generalmente usando las operaciones de adición, sustracción,

multiplicación, división y extracción de raíces; lo cual es conocido como resolución

por radicales (Rodríguez y Franco, 2019).

La resolubilidad de ecuaciones polinómicas por radicales ha sido un tema de in-

vestigación en matemáticas durante varios siglos. Los primeros avances en el tema

se remontan a los antiguos griegos, que encontraron fórmulas para resolver ecuacio-

nes lineales y cuadráticas. Uno de los resultados más fascinantes en el álgebra (y en

general en toda la matemática) es el teorema que dice que el polinomio general de

grado mayor o igual a cinco no es resoluble por radicales. Este resultado, descubierto

a finales del siglo XVIII tuvo que esperar casi 300 años, después de la solución de

la ecuación de cuarto grado, para su demostración como se expresa en Vanderwaer-

den (2013). Su demostración sorprendió a los matemáticos de la época, los cuales no

la aceptaron con mucho agrado, pues sus líneas de investigación estaban dirigidas a

encontrar una solución de la misma, según Katz y Parshall (2014). Este resultado

es atribuido a Abel y es generalmente identificado con la Teoría de Galois, pues es

un corolario de la teoría general de resolubilidad desarrollada por Galois (Rothman,

1982). Sin embargo, los trabajos de Abel fueron en realidad antes que los de Galois.
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Las contribuciones valiosas del médico y matemático italiano Paolo Ruffini al pro-

blema de la solubilidad de la ecuación general de quinto grado no son muy conocidas

ni bien entendidas. En realidad, las contribuciones de Ruffini han tenido un recono-

cimiento limitado y fueron rápidamente opacadas por los trabajos de sus sucesores

Abel, Cauchy y Galois, como se establece en Sorensen (1999). Prácticamente el único

matemático que valoró el trabajo de Ruffini fue Cauchy, y esto es sorprendente, pues

Cauchy era el peor entre todos los matemáticos en dar crédito a los trabajos de los

demás, tal como se expresa en (Rothman, 1982).

1.2.2. Antecedentes académicos

Conforme lo establece Simon (2005), en su publicación “Quadratic equations in

dimensions 4, 5 and more”, plantea la resolución sobre los racionales de una ecuación

cuadrática de dimensión 4 utilizando información local y utilizando un algoritmo pa-

ra construir una solución. Además, utiliza diversas herramientas como álgebra lineal

sobre campos finitos, la teoría de grupos de clases de formas cuadráticas binarias y la

reducción de formas cuadráticas indefinidas y unimodulares. Adicionalmente a esto,

se extiende este algoritmo a todas las dimensiones n ≥ 5, considerando dos casos por

separado según la paridad de n. Estos algoritmos pueden ser utilizados para encontrar

un subespacio totalmente isotrópico de dimensión máxima.

Muñoz (2011) en su publicación sobre “Abel y la imposibilidad de resolver la

quíntica por radicales”, ofrece en su última sección, una traducción comentada de la

memoria que Niels Henrik Abel, de su imposibilidad para demostrar la no resolubili-

dad de la ecuación de quinto grado mediante radicales.

Sosaya (2015) publicó su tesis de maestría titulada “Aspectos geométricos de la

irresolubilidad de una ecuación algebraica de grado cinco” en la que realizan una

demostración geométrica en comparación a la de la teoría de Galois, mostrando el

estudio de las deformaciones que sufren las raíces de un polinomio como consecuencia
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de una deformación del polinomio.

Por su parte, Rodríguez y Franco (2019), en su artículo de “Paolo Ruffini y la

Solubilidad de la Ecuación de Quinto Grado”, se presenta la evolución del problema

de la solubilidad de la ecuación de quinto grado; haciendo notar que Paolo Ruffini

fue el primer matemático en establecer que la ecuación general de quinto grado.

Granados (2020) publica un artículo titulado “Resolvente Del Polinomio De Quin-

to Grado” donde a pesar de la imposibilidad rigurosamente demostrada por Abel y

Galois, utiliza la resolvente, para obtener la solución de la ecuación polinómica de

quinto grado. Esto permite llevar la ecuación completa con todos sus coeficientes,

a una forma con solo tres términos y un solo parámetro independiente complejo,

denominado forma de Bring. Utiliza las transformaciones de Tschirnhaus y auxiliar-

mente las resolventes de los polinomios de segundo y tercer grados para lograr este fin.

Por otro lado, Jimenez (2020) en su estudio sobre los elementos algebraicos y

ecuaciones polinomiales de grado pequeño, presentan un método alternativo de reso-

lución de las ecuaciones de tercer y cuarto grado gracias a las Transformaciones de

Tschirnhaus, además, clasifican los grupos de Galois de cúbicas y cuarticas, además

de caracterizar cuando un polinomio de grado cinco es resoluble.

Ahora bien, Mei (2020) publicó un artítulo titulado “Una nueva comprensión del

problema de que la ecuación quíntica no tiene soluciones radicales´´, en el que señala

que las pruebas de Abel y Galois de que las ecuaciones quínticas no tienen soluciones

radicales no son válidas. Este demostró que a pesar que las ecuaciones quínticas gene-

rales se consideraban que no tenían soluciones radicales, existen soluciones radicales

para algunas ecuaciones quínticas con formas especiales. Este además señala que las

teorías de Abel y Galois se contradecían con el teorema fundamental del álgebra.

Por otro lado, Martínez (2022) publicó un artítulo titulado “Resolubilidad por
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radicales de algunos polinomios de grado cinco”, donde se busca que los grupos de

Galois estén asociados a los distintos polinomios, pues el Teorema de la Teoría de Ga-

lois afirma que un polinomio f es resoluble por radicales si y solo si su grupo de Galois

es resoluble. Además, se utilizan las ecuaciones resolventes y las funciones simétri-

cas elementales para relacionar los coeficientes del polinomio con las raíces del mismo.

1.3. Planteamiento del problema

Uno de los más grandes problemas que tuvo la matemática, fue determinar las

raíces de una ecuación algebraica de la forma anxn+· · ·+a1x+a0 = 0, siendo n un en-

tero no negativo. En correspondencia con esto, a lo largo de la historia, se presentaron

muchos intentos y formulaciones con el interés de dar con una fórmula que resolviese

este tipo de ecuaciones. De hecho, una de las fórmulas más utilizadas en las Matemá-

ticas es la denominada fórmula general para resolver ecuaciones cuadráticas, siendo

los babilonios los primeros que la resolvieron empleando el método de completar el

cuadrado. Posterior a esto, se encontró que las soluciones para algunas ecuaciones de

grado 4, podían ser convertidas en ecuaciones cuadráticas con simplemente sustituir

la expresión y = x2. Mucho tiempo después, en el siglo XVI, se determinó la fórmula

para resolver ecuaciones cúbicas, conocida como fórmula de Cardano, y luego de esto,

el método para encontrar las soluciones de una ecuación algebraica de grado cuatro

fue dada por Lodovico Ferrari.

En definitiva, fueron muchos los matemáticos que intentaron conseguir una for-

mulación que diera las soluciones de una ecuación algebraica de grado 5 y superior,

desconociendo que esto era imposible lograrlo, al menos con las matemáticas existen-

tes, a pesar que personajes de gran renombre como Ruffini, Evaristo Galois y Niels

Abel, plantearon resultados muy interesantes en este sentido.

Es innegable que las ecuaciones sirven para resolver diferentes problemas matemá-

ticos, geométricos, químicos, físicos o de cualquier otra índole, que tienen aplicaciones

tanto en la vida cotidiana como en la investigación y desarrollo de proyectos cien-
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tíficos. Conforme a la gran importancia de las mismas, y los múltiples intentos por

determinar una fórmula general para ecuaciones de quinto grado o más, este estudio

plantea responder a la pregunta de ¿Cuáles condiciones caracterizan las ecuaciones

de quinto grado que no son resolubles?

La respuesta a esta pregunta de investigación, supone a la vez, responder las

siguientes interrogantes:

1. ¿Cuáles restricciones caracterizan las ecuaciones de quinto grado que son reso-

lubles por radicales?

2. ¿Cuáles son las propiedades algebraicas que caracterizan a las ecuaciones de

quinto grado no resolubles por radicales?

3. ¿Cuáles son las condiciones que garantizan la no resolubilidad de las ecuaciones

de quinto grado por radicales?

1.4. Justificación.

Dentro de los grandes intentos realizados en la historia para conseguir una fórmu-

la que diera las soluciones de una ecuación algebraica de grado 5 y superior, Ruffini

haciendo uso de los trabajos sobre permutaciones de Lagrange, fue el primero en

acertar con la estrategia utilizada para demostrar la irresolubilidad por radicales de

una ecuación algebraica de grado 5 o más, problema que sería finalmente resuelto por

Abel. Este trabajo fue conocido por Evariste Galois, el cual da una solución desde la

teoría que propiamente lleva su nombre. En este sentido, esta investigación pretendió

aportar a ese interés marcado entre la comunidad científica matemática, al plantear

una caracterización de las ecuaciones de quinto grado que no son resolubles, desde

un enfoque analítico.

El estudio de las ecuaciones de quinto grado no resolubles permite explorar los

límites de la resolubilidad de ecuaciones polinómicas por radicales. La resolubilidad

por radicales es un tema fundamental en el álgebra y ha sido objeto de estudio des-

de los tiempos de los matemáticos clásicos. Por lo que comprender las condiciones
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que hacen que las ecuaciones de quinto grado sean intratables por radicales, ayudará

a comprender mejor las limitaciones de los métodos algebraicos clásicos y a explo-

rar otras herramientas matemáticas para abordar estos problemas. Estas ecuaciones

y su no resolubilidad por radicales tienen repercusiones en diferentes áreas de las

matemáticas. Por ejemplo, se relacionan con la teoría de Galois, que establece una

correspondencia entre las ecuaciones algebraicas y las extensiones de campos, además

que también tiene implicaciones en campos como la geometría algebraica, la teoría

de grupos y la teoría de números.

Además, su relevancia está marcada en el aporte bibliográfico que realizará esta

investigación a la universidad UTECO, ya que el estudio de las ecuaciones y sus mé-

todos de resolución es considerado una temática relevante en el marco de los planes

de estudios de Matemática existentes en la actualidad.

1.5. Objetivos.

1.5.1. General.

Caracterizar las ecuaciones de quinto grado que no son resolubles por radicales.

1.5.2. Específicos.

1. Delimitar las ecuaciones de quinto grado que pueden ser resueltas por radicales.

2. Analizar las propiedades de las ecuaciones de quinto grado no resolubles.

3. Establecer condiciones que garantizan la no resolubilidad de las ecuaciones de

quinto grado por radicales.

1.6. Alcances y límites

Esta investigación está orientada a la matemática pura, específicamente en álge-

bra, considerando aspectos analíticos, y diversas teorías que marcan las fundamenta-

ciones de la no resolubilidad de las ecuaciones de quinto grado.
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CAPÍTULO II

MARCO REFERENCIAL.

2.1. Introducción.

En este capítulo, se presenta un marco referencial para sustentar y comprender la

caracterización de las ecuaciones de quinto grado que no son resolubles por radicales.

2.2. Marco teórico.

2.2.1. Ecuaciones.

Definición 2.1 De acuerdo con Cox et al. (2007), una ecuación algebraica de grado

n es una expresión matemática de la forma:

anxn + an−1x
n−1 + . . . + a1x + a0 = 0,

donde x es la variable incógnita y los coeficientes an, an−1, . . . , a1, a0 son constan-

tes reales o complejas. El grado de la ecuación es n, que es el mayor exponente de x

en la ecuación.

Teorema 2.1 Según Grinberg (2020), el teorema fundamental del álgebra plantea

que toda ecuación algebraica de grado n con coeficientes complejos tiene exactamente

n raíces complejas, contando multiplicidades. En términos matemáticos, el teorema

puede formularse de la siguiente manera: siendo P (z) = anzn+an−1z
n−1+. . .+a1z+a0

una ecuación algebraica de grado n con coeficientes complejos a0, a1, . . . , an. Entonces,

existe al menos una raíz compleja z1 de P (z), es decir, P (z1) = 0. Además, si contamos

las raíces con multiplicidades, P (z) tiene exactamente n raíces complejas distintas.

Este teorema confirma que el sistema numérico complejo es algebraicamente ce-

rrado, es decir, no existe ninguna ecuación algebraica que no pueda resolverse dentro

del conjunto de los números complejos (Artin, 2011).

Teorema 2.2 . El teorema de la existencia de raíces reales establece que toda fun-

ción polinómica con coeficientes reales y de grado impar tiene al menos una raíz real.
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En términos matemáticos, se puede enunciar como:

Garrido (2009) plantea que dado P (x) = anxn + an−1x
n−1 + . . . + a1x + a0 un

polinomio de grado impar con coeficientes reales a0, a1, . . . , an. Entonces, existe al

menos un número real r tal que P (r) = 0. .

Teorema 2.3 Conforme lo establece González y López (2004), el teorema de Sturm

plantea que sea P (x) un polinomio de coeficientes reales. Considerando la sucesión de

polinomios de Sturm: f1(x), f2(x), . . . , fn(x) constituida por f1(x) = P (x), f2(x) =

P ′(x) y donde fi(x)(3 ≤ i ≤ n) es el opuesto del i ésimo resto que resulta al aplicar

el algoritmo del máximo común divisor de Euclides a los polinomios P (x) y P ′(x) (se

divide P (x) entre P ′(x) y a continuación se divide cada divisor entre el opuesto del

correspondiente resto). Entonces, el número de raíces, simples o múltiples, de P (x) en

cualquier intervalo (a, b) ⊆ R es igual a la diferencia V (b) − V (a), donde V (c) (c =

a, b) denota el número de variaciones de signos en la sucesión f1(c), f2(c), . . . , fn(c).

Este teorema, un resultado fundamental del Álgebra clásica, indica exactamente

el número de raíces reales de un polinomio de coeficientes reales en cualquier inter-

valo (a, b) ⊆ R. En particular, para (a, b) = (−∞, +∞) = R, el teorema de Sturm

proporciona el número total de raíces reales de los polinomios de coeficientes reales,

por lo que constituye la versión real del teorema fundamental del álgebra.

Teorema 2.4 En Jiménez (2020), se establece que si todas las raíces de un ecuación

polinómica de coeficientes reales y grado n

anxn + . . . + a0 = 0; ai ∈ R(0 ≤ i ≤ n); an ̸= 0

son reales, entonces el cuadrado de cada coeficiente no extremo es estrictamente

mayor que el producto los dos coeficientes adyacentes

a2
k > ak−1ak+1 (k = 1, 2, . . . , n − 1)
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2.2.1.1. Ecuación general de segundo grado.

De acuerdo con Artin (2011), una ecuación de segundo grado es de la forma

ax2 + bx + c = 0. Una forma de encontrar una fórmula general para calcular las

soluciones es mediante el método de completar cuadrados, lo que conlleva a despejar

x de la siguiente manera:

ax2 + bx + c = 0

x2 + b

a
x + c

a
= 0

x2 + b

a
x + b2

4a2 + c

a
= b2

4a2(
x + b

2a

)2

= b2 − 4ac

4a2

x = −b ±
√

b2 − 4ac

2a

2.2.1.2. Ecuación general de grado 3 .

Según Ivorra (2011), una ecuación de grado 3, es de la forma x3 +ax2 +bx+c = 0.

El primer paso para resolver esta ecuación cúbica es haciendo la sustitución que

permite simplificarla o reducirla: x = y − a
3 reemplazando en la ecuación cubica, se

tiene:

0 =
(

y − a

3

)3
+ a

(
y − a

3

)2
+ b

(
y − a

3

)
+ c

0 = y3 +
(

b − a2

3

)
y +

(
2a2

27 − ab

3 + c

)

Si se hace p = b − a2

3 yq = 2a2

27 − ab
3 + c, entonces se puede escribir la ecuación de

la forma

y3 + py = q

Si ahora se considera la identidad algebraica, (r − s)3 + 3rs(r − s) = r3 − s3

Si se eligen r y s de modo que 3rs = pyr3−s3 = q, entonces la identidad algebraica

se puede reescribir como
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(r − s)3 + p(r − s) = q

De este modo, x = r − s será una solución de la ecuación cubica reducida. El

problema de resolver la ecuación cubica reducida se transforma en el problema de

resolver el sistema de ecuaciones simultaneas:

r3 − s3 = q

rs = p

3
De lo anterior se tiene que (r3 − s3)2 = q2 y 4(rs)3 = 4

(
p
3

)3
. Al sumar estas

ecuaciones y realizar algunos procesos algebraicos, se tiene que:

(
r3 + s3

)2
= r6 + 2r3s3 + s6 = q2 + 4p3

27
O bien,

r3 + s3 =
√

q2 + 4p3

27
Ahora, si se resuelven las ecuaciones

r3 − s3 = pyr3 + s3 =
√

q2 + 4p3

27
en forma simultánea, se pueden obtener los valores de r3ys3, y por lo tanto de r

y s:

r = 3

√√√√√1
2

q +
√

q2 + 4p3

27

 = 3

√√√√q

2 +
√

q2

4 + p3

27

s = 3

√√√√√1
2

−q +
√

q2 + 4p3

27

 = 3

√√√√−q

2 +
√

q2

4 + p3

27

Por tanto, como x = r − s

x = 3

√√√√q

2 +
√

q2

4 + p3

27 − 3

√√√√−q

2 +
√

q2

4 + p3

27
Esta es la fórmula conocida como fórmula de Cardano.



11

2.2.1.3. Ecuación general de grado 4

Teorema 2.5 De acuerdo con Ivorra (2011), el teorema de Ferrari establece que las

raíces de la ecuación

x4 + ax3 + bx2 + cx + d = 0

están dadas por

x =
M ±

√
M2 − 4(N − H)

2 − a

4 , x =
−M ±

√
M2 − 4(N + H)

2
donde

p = 8b − 3a2

8 , q = 8c − 4ab + a3

8 , r = 256d − 64ac + 16a2b − 3a4

256
N es una raíz de la ecuación

N3 − p

2N2 − rN + 4pr − q2

8 = 0

Y M, H se determinan mediante las ecuaciones

p = 2N − M2, q = −2MR, r = N2 − H2

2.2.1.4. Ecuaciones resolubles por radicales.

Definición 2.2 Sosaya (2015) plantea que siendo n ∈ N, se dice que la ecuación

general de grado n es resoluble por radicales si existen polinomios p1, . . . , pN de co-

eficientes complejos (en n, n + 1, . . . , n + N − 1 variables respectivamente) y enteros

positivos k1, . . . , kN , tales que, para cualquier polinomio fijado

p(x) = xn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0

Con a1, . . . , an−1 ∈ C y para cada raíz r de P, existen x1, . . . , xN ∈ C tales que

satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones
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xk1
1 = p1 (a0, a1, . . . , an−1)

... = xk2
1 = p2 (a0, a1, . . . , an−1, x1)

...

xkN
N = pN (a0, a1, . . . , an−1, x1, . . . , xN−1)

Siendo xN = r. Se denotarán los valores x1, x2, . . . , xN radicales intermedios.

Definición 2.3 Simon (2005) sostiene que l : Cn → Cn definida por

ι(z) = (ι1(z), ι2(z), . . . , ιn(z)) (2.1)

De tal forma que oιi(z) = constante oιi(z) = zi donde z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn.

Se define,

P ι =
{

P (ι(z)) := xn + ιn(z)xn−1 + · · · + ι2(z)x + ι1(z) = 0
z

∈ Cn
}

Definición 2.4 Sosaya (2015) plantea que P l es una clase de ecuaciones algebraicas

y P (ι(z)) es una clase de polinomios. Sea ι como en la definición (2.1), sea P l una

clase de ecuaciones algebraicas. Se dice que P l es resoluble por radicales si existen

polinomios p1, . . . , pN de coeficientes complejos (en n, n + 1, . . . , n + N − 1 variables

respectivamente) y enteros positivos k1, . . . , kN tales que para cualquier z ∈ Cn fijado

y para cada raíz r de P (ι(z)), existen x1, . . . , xN ∈ C tales que satisfacen el siguiente

sistema de ecuaciones

xk1
1 =p1 (a0, a1, . . . , an−1)

xk2
2 =p2 (a0, a1, . . . , an−1, x1)

......

xkN
N =pN (a0, a1, . . . , an−1, x1, . . . , xN−1) ,

Definición 2.5 Según Portuondo (2017), las ecuaciones ciclotómicas son un tipo es-

pecial de ecuaciones polinómicas vinculadas a las raíces de la unidad en los números

complejos. Para un número entero no negativo n, una ecuación ciclotómica es una
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ecuación polinómica cuyas soluciones son precisamente las n-ésimas raíces de la uni-

dad. Estas son los números complejos que, al ser elevados a la n-ésima potencia,

resultan en 1.

Matemáticamente, las n-ésimas raíces de la unidad son los números complejos de

la forma cos
(

2πk
n

)
+ i sin

(
2πk
n

)
, donde i es la unidad imaginaria y k varía de 0 a n−1.

El polinomio ciclotómico Φn(x) para n se define como el producto de (x−ω) para

cada n-ésima raíz de la unidad ω que es una raíz primitiva. Una raíz primitiva es

aquella cuyo orden multiplicativo (es decir, el menor exponente positivo que resulta

en 1 al elevar la raíz) es exactamente n.

Φn(x) =
∏

(x − ω)

donde el producto se extiende a todas las raíces primitivas n-ésimas de la unidad.

Los coeficientes de estos polinomios son siempre 1, -1 o 0 y tienen un grado ϕ(n),

donde ϕ es la función de Euler. Por lo tanto, resolver una ecuación ciclotómica implica

encontrar todas las n-ésimas raíces de la unidad en los números complejos.

2.2.2. Teoría de grupos.

2.2.2.1. Fundamentos de la teoría de grupos

Definición 2.6 Según se señala en Zaia (2018), un grupo es un par (G, ∗), donde G es

un conjunto y * una operación binaria sobre G verificando las siguientes propiedades:

1. La operación es asociativa, (x · y) · z = x · (y · z), cualesquiera que sean x, y, z

elementos de G. Por ello, en lo sucesivo se escribirá (x ·y) ·z = x ·(y ·z) = x ·y ·z.

También cuando ello no suponga ambigüedad, se suprimirá el ů para designar

la operación, es decir, se colocará xy en lugar de x · y, (en concordancia con

esto, se escribirá también que G es un grupo en lugar de (G, ·) es un grupo).

2. Existe un elemento neutro e ∈ G. Es decir, ∃e ∈ G | ex = xe = x, ∀x ∈ G (el

elemento neutro es único, pues si e′ es neutro también, se tiene e = ee′ = e′ )
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3. Para cada x ∈ G existe un x−1 ∈ G tal que xx−1 = x−1x = e. El elemento x−1

se denomina inverso (u opuesto) de x. (Tal inverso es único pues si xy = e, se

tiene y = x−1xy = x−1e = x−1 por la propiedad asociativa).

Si x, y ∈ G entonces (xy)−1 = y−1x−1 (ya que, por la unicidad del inverso, de

y−1x−1xy = y−1y = e se deduce (xy)−1 = y−1x−1.

Definición 2.7 Dubreil (2021) establece que un grupo G es abeliano si satisface la

propiedad conmutativa, es decir, si xy = yx, ∀x, y ∈ G. Frecuentemente se reserva

para estos grupos el símbolo + para denotar la operación, el 0 para el neutro y con

−x se indicará el opuesto de x.

Si en un conjunto G está definida una operación asociativa, se dirá que un ele-

mento x ∈ G es idempotente si x2 = xx = x. En este caso, xn := x · n · x = x para

todo número natural n. Pues bien, si G es un grupo, el único elemento idempotente

de G es el neutro (x2 = x ⇒ x = x−1xx = x−1x = e).

Definición 2.8 Dubreil (2021) señala que un subconjunto no vacío H de un grupo

G se dirá que es un subgrupo de G si la operación de G induce en H una estructura

de grupo con el mismo elemento neutro. Es decir,

1. xy ∈ H, ∀x, y ∈ H

2. e ∈ H

3. x−1 ∈ H, ∀x ∈ H.

Observación 2.2.1 Según Rodríguez et al. (2021), un subconjunto no vacío H de

un grupo G es un subgrupo de G si, y solo si, se satisface la propiedad

x, y ∈ H ⇒ x−1y ∈ H

Si {Hi | i ∈ I} es una familia de subgrupos del grupo G entonces ⋂i∈I Hi es

también subgrupo de G. En efecto, de x, y ∈ ⋂
i∈I Hi se deduce inmediatamente
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x−1y ∈ ⋂
i∈I Hi ya que, para cada i ∈ Hi, se tiene x−1y ∈ Hi al ser cada Hi un

subgrupo de G.

Con la determinación de la naturaleza de los subgrupos de (Z, +) se inicia la

teoría de divisibilidad en Z. Si H es un tal subgrupo y si s ̸= 0 es el menor entero

positivo que está en H entonces H = sZ, es decir, H consiste en el conjunto de

los múltiplos de s (Si t ∈ H, el algoritmo de Euclides proporciona enteros q, r con

0 ⩽ r < s tales que t = qs + r, con lo que se obtiene r = t − qs ∈ H ya que qs ∈ H;

de ello se deduce que r = 0 por la selección de s.

Definición 2.9 Rodríguez et al. (2021) indica que si (G, ·) y (L, ∗) son grupos, una

aplicación f : G → L es un homomorfismo de grupos si

f(xy) = f(x) ∗ f(y), ∀x, y ∈ G

Un homomorfismo biyectivo se llamará isomorfismo.

Así, un homomorfismo f : G → L es un isomorfismo si, y solo si, existe una

aplicación inversa f−1 : L → G (que resulta ser también homomorfismo de grupos).

Con la notación L ≃ G se indicará que L y G son grupos isomorfos, es decir, que

existe un isomorfismo entre ellos.

Definición 2.10 Para el homomorfismo f : G → L se definen dos subgrupos impor-

tantes:

1. Imagen de f , es el subgrupo f(G) de L y se escribirá Im(f) = f(G).

2. El núcleo de f , denotado con Ker(f), se define como Ker(f) = f−1 ({eL}).

Además Ker(f) es un subgrupo de G con la siguiente propiedad:

Si x ∈ G e y ∈ Ker(f), como

f
(
xyx−1

)
= f(x) ∗ f(y) ∗ f

(
x−1

)
= f(x) ∗ eL ∗ [f(x)]−1 = eL

se sigue que xyx−1 ∈ Ker(f).
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Definición 2.11 Toth (2002) establece que si G es un grupo y H es un subgrupo de

G, se dice que H es subgrupo normal (o invariante) de G si satisface cualquiera de

las propiedades equivalentes siguientes:

1. xHx−1 ⊂ H, ∀x ∈ G

2. xHx−1 = H, ∀x ∈ G

3. xH = Hx, ∀x ∈ G.

4. H ∽=∽ H.

Definición 2.12 Se dice que un grupo finito, G, es soluble si tiene una serie de

composición

{e} = G0 ⊄
=

G1 ⊄
=

G2 . . . ⊄
=

Gn = G

Tal que Gi+1/Gi
∼= Zpi

con pi primo, 0 ≤ i < n (Calavia, 2019).

Teorema 2.6 Sea G un grupo finito y H ◁ G, entonces G es soluble si y solo si G/H

y H lo son. Además, todo subgrupo de un grupo soluble es soluble (Calavia, 2019).

Definición 2.13 Grupos simétricos. Sea n ∈ N. Se define Sn como el conjunto de

las biyecciones

σ = {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n}

Otazo (2014) establece que este conjunto Sn junto con la operación usual de

composición de funciones forman una estructura de grupo ( Sn, ·), llamado Grupo

Simétrico de grado n. A una bisección σ ∈ Sn se le llamará permutación y a los

elementos del dominio, índices de la permutación.

Teorema 2.7 Dubreil (2021) establece que el teorema de la correspondencia plantea

que siendo G un grupo y H un subgrupo normal de G. Existe una biyección que

conserva las inclusiones entre el retículo de subgrupos (subgrupos normales) de G/H

y el de subgrupos (subgrupos normales) de G que contienen a H.
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Proposición 2.2.1 Si H es un grupo y para cada i ∈ I está definido un homomorfis-

mo de grupos fi : H → Gi, existe un único homomorfismo de grupos f : H → ∏
i∈I Gi

tal que πj ◦ f = fj, para cada j ∈ J (Dubreil, 2021).

Teorema 2.8 Teorema de Lagrange. Si G es un grupo finito y H es un subgrupo de

G, entonces el orden de H divide al orden de G. Además

#G = #H(G : H)

en donde (G : H) indica el indice de H en G, es decir, el número de clases de

equivalencia de H en G (Dubreil, 2021).

2.2.2.2. Teoría de Galois

Definición 2.14 Si F es un cuerpo, el conjunto Aut(F ) de todos los automorfis-

mos de F es un grupo con la operación definida por la composición de aplicaciones

(Rodríguez et al., 2021).

Definición 2.15 Calavia (2019) plantea que siendo F un cuerpo y G un subgrupo

del grupo Aut(F ). Se define el cuerpo fijo por G como

F G := {x ∈ F | σ(x) = x, ∀σ ∈ G}

Si F : K es una extensión de cuerpos se define el grupo de Galois de la extensión

F : K como

Gal(F/K) := {σ ∈ Aut(F )|σ|K = idK}

Teorema 2.9 Rodríguez et al. (2021), plantea que el teorema fundamental de la

teoría de Galois sostiene que dado E : K una extensión finita de Galois y G =

Gal(E/K), si F = {F | F es cuerpo intermedio entre K y E} y S = {H | H es

subgrupo de G}, entonces existe una biyección, que invierte las inclusiones, Ψ : F →

S, definida por Ψ(F ) = Gal(E/F ), cuya inversa es la aplicación Φ : S → F , definida

mediante Φ(H) = EH .
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Para cada F ∈ F la extensión E : F es de Galois finita, y son equivalentes las

afirmaciones

1. F : K es de Galois finita.

2. El grupo Ψ(F ) = Gal(E/F ) es un subgrupo normal de G.

Además, si F : K es de Galois se tiene

Gal(F/K) ≃ Gal(E/K)/ Gal(E/F )

Teorema 2.10 Según lo establece Brown (2005), cualquier función algebraica y que

resuelva la ecuación

y5 − ay4 + by3 − cy2 + dy − e = 0 (2.2)

entonces puede ser escrita en la forma:

y = a0 + a1R
1
p + a2R

2
p + · · · + ap−1R

p−1
p

donde p es un número primo, y a0, . . . , ap−1, R son funciones algebraicas de un orden

inferior a y.

Demostración. Se nota que al factorizar p y escribir radicales de p como una se-

cuencia anidada, se puede asumir que p es primo. Por ejemplo, 6
√

α = 3
√

2
√

α.

Se considera una función algebraica v como se establece en el enunciado del

teorema, de modo que por definición, v puede escribirse como v = F
G

donde

G = g0 + g1R
1
p + g2R

2
p + · · · + gqR

q
p

para algún q ∈ N y p primo, y de manera similar para F . Luego, se consideran las

sustituciones R
1
p 7→ ξR

1
p , R

1
p 7→ ξ2R

1
p , . . . , R

1
p 7→ ξp−1R

1
p donde ξ ̸= 1 es una solución

a la ecuación xp − 1 = 0. Se observa que hay p − 1 sustituciones diferentes, lo que

da p − 1 valores diferentes para G, que se denotan como G1, . . . , Gp−1. Por tanto, se

considera la expresión

v = FG1G2 · · · Gp−1

GG1G2 · · · Gp−1
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Por lo que el denominador de v se puede escribir como una función algebraica de

orden 0. Para ver esto, simplemente se multiplica la expresión y se agrupan términos:

GG1G2 · · · Gp−1 =
(
g0 + g1R

1
p + g2R

2
p + · · · + gqR

q
p

)
×
(
g0 + g1ξR

1
p + g2ξ

2R
2
p + · · · + gqξ

qR
q
p

)
× · · · ×

(
g0 + g1ξ

p−1R
1
p + g2ξ

2(p−1)R
2
p + · · · + gqξ

q(p−1)R
q
p

)
donde se ha utilizado el hecho de que

1 + ξ + ξ2 + · · · + ξp−1 = 1 − ξp

1 − ξ
= 0

Si g0 es un polinomio, se concluye. Si contiene más radicales, se puede repetir el

proceso hasta que no queden radicales, lo que deja un g0 que es simplemente una

función racional de los coeficientes, es decir, una función algebraica de orden 0.

Usando este hecho, se puede escribir

v = F

G
= FG1G2 · · · Gp−1

GG1G2 · · · Gp−1
= f0 + f1R

1
p + · · · fqR

q
p

como una función algebraica de orden k para algún entero positivo k, donde se

ha absorbido la función racional GG1G2 · · · Gp−1 en el numerador y los fi y R son

funciones algebraicas de orden k − 1. Se puede suponer que q < p, ya que si no, se

puede escribir p = n1q + m1 y así R
q
p = Rm1R

n1
p . Luego, se puede absorber el Rm1

en los coeficientes fi. Lo cual concluye la demostración.

Proposición 2.2.2 Suponga que xp − R ∈ F [x] es irreducible y que α es una raíz.

Sea β un elemento de F (α) con β /∈ F . Entonces existe un γ ∈ F (α) tal que γp ∈ F

y

β = a0 + γ + a2γ
2 + · · · + ap−1γ

p−1

donde a0, a2, . . . , ap−1 ∈ F .

Definición 2.16 Noor (2009) define el grupo de Frobenius F20 de orden 20 como el

subgrupo del grupo simétrico S5 generado por las permutaciones (12 345) y (2354).



20

CAPÍTULO III

DISEÑO METODOLÓGICO

3.1. Introducción

En este capítulo, se especifican los componentes metodológicos que guiaron el

proceso de elaboración de esta investigación. Aquí se presenta el diseño, método, ti-

po, enfoque y procedimientos realizados para el desarrollo de este proyecto.

3.2. Marco metodológico

3.2.1. Diseño de la investigación

La metodología de esta investigación se rige por un diseño no experimental, tal

como lo describen Hernández-Sampieri et al. (2018), puesto que no se lleva a cabo una

manipulación intencional de las variables. En cuanto al tiempo de estudio, se adopta

un enfoque transversal, que Hernández y sus coautores definen como una estrategia

en la que los datos se recopilan en un único punto temporal.

3.2.2. Método de investigación

Este estudio se basó en el uso del método analítico-deductivo con fines de caracte-

rizar las ecuaciones de quinto grado no resolubles. Según Espinoza (2020), el método

analítico es una estrategia de investigación que busca desglosar un fenómeno en sus

componentes esenciales para entender su naturaleza, causas y efectos. Paralelamente,

se aplicó el razonamiento deductivo, lo que permitió derivar conclusiones a partir de

los hallazgos obtenidos y de esta manera, confirmar los objetivos establecidos en este

estudio.

3.2.3. Tipo de investigación

Tal como se plantea en Martínez (2018), esta investigación se fundamentó en una

metodología descriptiva, debido a que se pretendió describir las propiedades de las

ecuaciones de quinto grado que no son resolubles por radicales, además de plantear

ciertas condiciones que las caracterizan.
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3.2.4. Enfoque de la investigación

Este estudio contempla utilizar un enfoque cualitativo debido a la naturaleza

intrínsecamente compleja de las ecuaciones de quinto grado no resolubles y su carac-

terización desde la perspetiva de la teoría de grupos (Creswell y Poth, 2018).

3.3. Procedimientos.

En este apartado se incluye una descripción de las diferentes etapas del proceso

a realizar en este trabajo de investigación:

1. Se realizó la solicitud de aprobación de esta temática investigativa.

2. Se realizó una amplia consulta bibliográfica, sobre los aspectos básicos y fun-

damentaciones de los métodos de Newton y Halley en la resolución de las ecua-

ciones de orden superior.

3. Se presentó al asesor para su revisión, corrección y posterior validación.

4. Se sometió la propuesta de ante proyecto a la Facultad de Postgrado y Educa-

ción Continuada, a los fines de valorar la relevancia de la misma.

5. Se procedió con las correcciones realizadas por los respectivos jurados en ter-

minos de contenido, redacción y metodología.

6. Se elaboraron los capítulos IV y V, y los demás elementos constitutivos del

proyecto, según los reglamentos de la UTECO.

7. Se entregó tres ejemplares a la Facultad de Postgrado y Educación Continuada

del borrador final, con fines de la presentación y/o defensa del mismo.
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CAPÍTULO IV

PRESENTACIÓN DE LOS RESULTADOS

4.1. Introducción

Las ecuaciones quínticas son ecuaciones que en general, no pueden ser resueltas

utilizando solo operaciones algebraicas básicas y radicales. Sin embargo, se presentan

casos especiales que si pueden ser resueltas de esta forma. Es por esto, que en este

capítulo, se presentan distintos teoremas, proposiciones y ejemplos a los fines de ca-

racterizar las ecuaciones de quinto grado resolubles y no resolubles por radicales.

4.2. Ecuaciones de quinto grado resolubles por radicales

La forma general de una ecuación de quinto grado implica que esta se puede

presentar en formas tan variadas que es prácticamente imposible establecer cuáles

son todas las ecuaciones de este orden que pueden resueltas por radicales. En tal

sentido, en esta sección se presentan algunas relaciones y formas que deben cumplir

los coeficientes de estas ecuaciones para asegurar que serán resolubles por radicales.

Teorema 4.1 Una ecuación de la forma

x5 + Ax4 + Bx3 + Cx2 + Dx + E = 0 (4.1)

es resoluble por radicales si se cumple que para cualesquiera a, b, c, d, e ∈ R

A = a + b + d

B = c + a(b + d) + bd + e

C = c(a + d) + abd + e(a + b)

D = c(a + e) + abe

E = ace

Demostración Sustituyendo los expresiones de A, B, C, D y E en la ecuación (4.1),

según los valores denotados, se tiene que:
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x5 + [a + b + d] x4 + [c + a(b + d) + bd + e] x3+

[c(a + d) + abd + e(a + b)] x2 + [c(a + e) + abe] x + [ace] = 0
(4.2)

Realizando algunas operaciones algebraicas, se tiene que puede ser expresada de

la forma:
x5 + (a + b)x4 + (c + ab)x3 + acx2

+ dx4 + (a + b)dx3 + (c + ab)dx2 + acdx

+ ex3 + e(a + b)x2 + e(c + ab)x + ace = 0

Al extraer los factores comunes en cada bloque de expresiones, se tiene:

x2
[
x3 + (a + b)x2 + (c + ab)x + ac

]
dx
[
x3 + (a + b)x2 + (c + ab)x + ac

]
e
[
x3 + (a + b)x2 + (c + ab)x + ac

]
Por lo que,

(
x2 + dx + e

) [
x3 + (a + b)x2 + (c + ab)x + ac

]
= 0

Si ahora solo se toma la expresión, x3 + (a + b)x2 + (c + ab)x + ac, se organizan

estratégicamente los términos y se extrae el factor común, se tiene
[
x3 + bx2 + cx

]
+
[
ax2 + abx + ac

]
= x

[
x2 + bx + c

]
+ a

[
x2 + bx + c

]
Por tanto la ecuación (4.2), puede ser planteada como:

(
x2 + dx + e

) (
x2 + bx + c

)
(x + a) = 0

puesto que las soluciones de la ecuación (x2 + dx + e) = 0, Y (x2 + bx + c) = 0 están

dadas por la fórmula general de ecuaciones cuadráticas y de (x + a) = 0 se obtiene

que x = −a, se concluye la demostración del teorema.

Teorema 4.2 Las ecuaciones de grado 5 de la forma

x5 − a = 0 (4.3)

siendo a ∈ R son resolubles por radicales.
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Demostración. Si x5 − a = 0 entonces es x = 5
√

a es una de las raíces de dicha

ecuación. Ahora bien, al dividir x5 − a

x − 5
√

a
, se tiene que:

x5 − a =
(
x − 5

√
a
) (

x4 + x3 5
√

a + x2 5
√

a2 + x
5
√

a3 + 5
√

a4
)

= 0

Luego se sigue que la ecuación x4 + x3 5
√

a + x2 5
√

a2 + x
5
√

a3 + 5
√

a4 = 0, puede ser

resuelta por radicales, de acuerdo a la fórmula establecida por Ferrari en (2.5) .

Teorema 4.3 La ecuación quíntica de la forma

x5 + px3 + qx2 + rx + s = 0 (4.4)

es resoluble por radicales.

Demostración. De acuerdo al teorema (2.5), las soluciones de la ecuación ciclotómica

quíntica ζ5 − 1 = 0 son

ζ = ei2π/5 = cos 2π

5 + i sin 2π

5

Introduciendo cuatro variables y, z, u, v y utilizando el determinante circular de

quinto grado, Tang (2012) demostró la siguiente ecuación idéntica

x5 + px3 + qx2 + rx + s =
4∏

j=0

(
x + ζjy + ζ2jz + ζ3ju + ζ4jv

)
(4.5)

Las relaciones entre los coeficientes p, q, r, s y las variables y, z, u, v son

p = −5(yv + zu) (4.6)

q = 5(yz2 + zv2 + uy2 + vu2) (4.7)

s = 5(yv2 + z2u2 − y3z − z3v − u3y − v3u − yzuv) (4.8)

s = y5+z5+u5+v5−5y3uv−5z3yu−5u3zv−5v3yz+5u2v2y+5u2v2z+5z2v2u+5y2z2v

(4.9)

De acuerdo con las ecuaciones (4.4) y la (4.5), entonces:

x + ζjy + ζ2jz + ζ3ju + ζ4jv = 0 (4.10)



25

donde las cinco soluciones de las ecuaciones quínticas son

xj = −ζjy − ζ2jz − ζ3ju − ζ4jv, j = 0, 1, 2, 3, 4 (4.11)

Si se usa p, q, r, s para representar y, z, u, v en función de las ecuaciones (4.6)-

(4.9) se obtienen las cinco soluciones de las ecuaciones quínticas. A continuación, se

presentan algunos ejemplos particulares.

Proposición 4.2.1 Sea q = 0 en la ecuación (4.4), se convierte en

x5 + px3 + rx + s = 0 (4.12)

y es resoluble por radicales.

Demostración. De acuerdo con la ecuación (4.7), para q = 0, se hace y = 0 y v = 0.

Sustituyéndolos en las ecuaciones (4.6), (4.8) y (4.9), se obtiene

p = −5zu (4.13)

r = 5z2u2 (4.14)

s = u5 + z5 (4.15)

A partir de las ecuaciones (4.13) y (4.14), se obtiene p2 = 5r. De acuerdo a la

(4.13), se tiene que z = −p/(5u). Sustituyéndolos en la (4.15), se deduce

u10 − su5 −
(

p

5

)5
= 0 (4.16)

La solución de la ecuación (4.16) es

u5 = s

2 ±
√(

s

2

)2
+
(

p

5

)5

Haciendo

u =
s

2 +
√(

s

2

)2
+
(

p

5

)5
 1

5

De acuerdo con la (4.13), implica que
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z =
s

2 −
√(

s

2

)2
+
(

p

5

)5
− 1

5

Por lo tanto, bajo la condición de que se cumpla la ecuación (4.16), la solución

(j = 0) en la ecuación (4.11) es x0 = −z − u, o

x0 = −

s

2 +
√(

s

2

)2
+
(

p

5

)5
 1

5

−

s

2 −
√(

s

2

)2
+
(

p

5

)5
 1

5

(4.17)

Al considerar la ecuación (4.15), se puede verificar directamente que la ecuación

(4.17) es la solución de la ecuación (4.12). Otras cuatro soluciones están determinadas

por la ecuación (4.11). Por otro lado, para la cúbica, se tiene

x3 + px + s = 0

x0 =
−s

2 +
√(

s

2

)2
+
(

p

3

)3
 1

3

+
−s

2 −
√(

s

2

)2
+
(

p

3

)3
 1

3

La solución de la ecuación quíntica (4.12) es similar a la de la ecuación cúbica si

los coeficientes p y r en la ecuación satisfacen la relación p2 = 5r.

Proposición 4.2.2 Si se hace p = 0 en la ecuación quíntica (4.4), la ecuación se

convierte en

x5 + qx2 + rx + s = 0 (4.18)

y es resoluble por radicales.

Demostración. Tomando u = v = 0 en la ecuación (4.6) y sustituyéndolos en las

ecuaciones (4.7)-(4.9), se obtiene

q = 5yz2 o yz2 = 1
5q (4.19)

r = −5y3z o y3z = −1
5r (4.20)

s = y5 + z5 (4.21)

Estas tres fórmulas anteriores satisfacen
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(y3z)2

yz2 + (yz2)3

y3z
= y5 + z5 (4.22)

Considerando las ecuaciones (4.19)-(4.21), la ecuación (4.22) puede expresarse

como

q4 + 25qrs − 5r3 = 0

A partir de las ecuaciones (4.19) y (4.20), se tiene

y =
(

r2

5q

)1/5

, z = −
(

q3

25r

)1/5

Por lo tanto, una solución de la ecuación (4.18) es

x0 = y + z =
(

r2

5q

)1/5

−
(

q3

25r

)1/5

Otras cuatro soluciones están determinadas por la ecuación (4.11).

Teorema 4.4 Cualquier ecuación x5 + Bx4 + Cx3 + Dx2 + Ex + F = 0 se puede

convertir al eliminar el término de grado cuatro, en el polinomio x5 + cx3 + dx2 +

ex + f = 0.

Demostración. Si el polinomio se dispone en la forma de (x2 + px + q) (x3 − px2 + q′) =

0, entonces se puede simplificar de la siguiente manerad, donde pq′ ̸= 0, p ̸= 0 y q′ ̸= 0

x5 − px4 + q′x2 + px4 − p2x3 + pq′x + qx3 − pqx2 − qq′ = 0

⇒ x5 −
(
p2 − q

)
x3 + (q′ − pq) x2 + pq′x + qq′ = 0

(4.23)

y1 : p2 − q = −c (4.24)

y2 : q′ − pq = d (4.25)

y3 : pq′ = e (4.26)

y4 : qq′ = f (4.27)

De las ecuaciones (4.26) y (4.27) se obtiene (p−q)q′ = e−f . Sumando la ecuación

(4.24) y (4.25) se obtiene p2−q+q′−pq = −c+d y por tanto, p(p−q)−q+q′ = −c+d.
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Multiplicando ambos lados por q′: p(p−q)q′−qq′+q′2 = (−c+d)q′. De la ecuación

(4.26) se obtiene p = e/q′. Sustituyendo el valor de p y la ecuación (p − q)q′ = e − f

en p2 − q + q′ − pq = −c + d se obtiene (e/q′) (e − f) − f + q′2 = (−c + d)q′

⇒ e(e − f) − fq′ + q3 = (−c + d)q′2

⇒ q′3 + (c − d)q′2 − fq′ +
(
e2 − ef

)
= 0

Esto se puede resolver mediante el método de Cardano y al obtener el valor de

q′, se puede encontrar los valores de p y q a partir de las ecuaciones (4.26) y (4.27).

Por lo tanto, las raíces del polinomio provienen de (x2 + px + q) (x3 − px2 + q′) = 0.

Ejemplo 4.1 Resolver x5 + 5x4 − 27x3 − 13x2 + 82x − 48 = 0.

Al eliminar el término de grado cuatro, se obtiene y5−37y3+88y2+12y−112 = 0.

Sea (y2 + py + q) (y3 − py2 + q′) = 0. Aquí c = −37, d = 88, e = 12 y f = −112, y

las ecuaciones son p2 − q = −(−37) = 37, q′ − pq = 88, pq′ = 12, qq′ = −112

c − d = −37 − 88 = −125, e2 − ef = 122 − 12(−112) = 144 + 1344 = 1488 (4.28)

Ahora en la ecuación anterior q′3 + (c − d)q′2 − fq′ + (e2 − ef) = 0 se convierte en

q3 +(−125)q′2 − (−112)q′ +1488 = 0 ⇒ q′3 −125q′2 +112q′ +1488 = 0. Esto se puede

resolver mediante el método de Cardano. Se obtiene q′ = 4 y pq′ = 12 ⇒ p = 12
4 = 3

y qq′ = −112 ⇒ q = −112
4 = −28. Teniendo (y2 + 3y − 28) (y3 − 3y2 + 4) = 0. Al

resolver se tiene que y = −7, 4 y y = 2, 2, −1, y al poner el valor en x = y − 1 se

obtiene x = −8, 3 y 1, 1, −2. Estas son las raíces del polinomio dado.

Otra forma de como abordar el planteamiento de que la ecuación general quín-

tica a5x
5 + a4x

4 + a3x
3 + a2x

2 + a1x + a0 = 0 puede ser reducida, a través de una

transformación apropiada, a la ecuación:

y5 + b3y
3 + b2y

2 + b1x + b0 = 0 (4.29)

Para eso, se usará la identidad (uv)5 +
(

v5−u5

2

)2
=
(

v5+u5

2

)2
para obtener la solución

algebraica de la ecuación quíntica reducida (4.29) anterior. Para hacerlo, se convierte

la ecuación (4.29) a la (4.30) sujeta a la condición (4.31) siguiente:
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(uv)5+k1
(uv)3

(
v5−u5

2

)2

(uv)3 +k2
(uv)2

(
v5−u5

2

)2

(uv)2 +k3
uv
(

v5−u5

2

)2

uv
−
(

v5 + u5

2

)2

= 0 (4.30)

k1 + k2 + k3 = 1 (4.31)

donde:

y = uv (4.32)

b3 = k1

(
v5−u5

2

)2

(uv)3 (4.33)

b2 = k2

(
v5−u5

2

)2

(uv)2 (4.34)

b1 = k3

(
v5−u5

2

)2

uv
(4.35)

b0 = −
(

v5 + u5

2

)2

(4.36)

de las ecuaciones (4.32) y (4.33), se tiene

b2

b3
= k2

k1
uv (4.37)

asi mismo, de las ecuaciones (4.34) y (4.35), se obtiene

b1

b2
= k3

k2
uv (4.38)

Ahora bien, combinando las ecuaciones (4.37) y (4.38), se deduce

b2
2

b1b3
= k2

2
k1k3

(4.39)

Las ecuaciones (4.31), (4.39) junto con otra ecuación más pueden ser utilizadas

para determinar las raíces de los parámetros k1, k2 y k3 en términos de los coeficientes

a1, a2 y a3. Ahora se obtendrá esta otra ecuación. Partiendo de la expresión (4.38):

uv = b1k2

b2k3
(4.40)
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de la ecuación (4.36),

v5 + u5 = ±2
√

−b0 (4.41)

Mediante las ecuaciones (4.35) y (4.40)

v5 − v5 = ±2
√

b1uv

k3
= ±2

√√√√b2
1k2

b2k2
3

(4.42)

Por medio de las ecuaciones (4.30) y (4.31):

b3(uv)3 + b2(uv)2 + b1(uv) =
(

v5 − u5

2

)2

(4.43)

Sustituyendo (4.40) y (4.42) en (4.43), se obtiene

b3

(
b1k2

b2k3

)3

+ b2

(
b1k2

b2k3

)2

+ b1

(
b1k2

b2k3

)
= b2

1k2

b2k2
3

(4.44)

b3

(
b1k2

b2k3

)2

+ b2

(
b1k2

b2k3

)
+ b1 = b1

k3
(4.45)

En la ecuación (4.45), se ha obtenido la tercera ecuación que puede ser utilizada

para obtener las raíces de los parámetros k1, k2 y k3 en términos de los coeficientes

b1, b2 y b3. A partir de la ecuación (4.39),

k1 = k2
2b1b3

k3b2
2

(4.46)

Sustituyendo (4.46) en (4.31), se deduce

k2
2b1b3

k3b2
2

+ k2 + k1 = 1 (4.47)

k2
2 + k3b

2
2

b1b3
k2 + k3b

2
2

b1b3
(k1 − 1) = 0 (4.48)

Resolviendo la ecuación (4.48), implica que

k2 =
−k3b2

2
b1b3

±
√(

k3b2
2

b1b3

)2
− 4k3b2

2
b1b3

(k1 − 1)
2 (4.49)

Simplificando la expresión (4.45),

k2
2 + k2

(
b2

2k3

b1b3

)
+ 1

b3

(
b1 − b1

k3

)(
b2k3

b1

)2

= 0 (4.50)
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La solución de esta ecuación, es como se muestra en la siguiente formulación,

k2 =
− b22k3

b1b3
±
√(

b22k3
b1b3

)2
− 4

b3

(
b1 − b1

k3

) (
b2k3
b1

)2

2 (4.51)

Ahora igualando la expresiones (4.49) y (4.51) y deshacer la ecuación resultante

para obtener una ecuación cuártica en k3.

−k3b2
2

b1b3
±
√(

k3b2
2

b1b3

)2
− 4k3b2

2
b1b3

(k1 − 1)
2 =

− b2
2k3

b1b3
±
√(

b22k3
b1b3

)2
− 4

b3

(
b1 − b1

k3

) (
b2k3
b1

)2

2
(4.52)

de donde(
b2

2k3

b1b3
− k3b

2
2

b1b3

)2

=±

√√√√(b22k3

b1b3

)2

− 4
b3

(
b1 − b1

k3

)(
b2k3

b1

)2

− ±

√√√√(k3b2
2

b1b3

)2

− 4k3b2
2

b1b3
(k1 − 1)


2

(4.53)

(
b2

2k3

b1b3
− k3b

2
2

b1b3

)2

=

(
b2

2k3

b1b3

)2

− 4
b3

(
b1 − b1

k3

)(
b2k3

b1

)2

+
(

k3b
2
2

b1b3

)2

− 4k3b
2
2

b1b3
(k1 − 1)

±

√√√√√
(b22k3

b1b3

)2

− 4
b3

(
b1 − b1

k3

)(
b2k3

b1

)2
(k3b2

2
b1b3

)2

− 4k3b2
2

b1b3
(k1 − 1)


de ahí que

(b2
2k3

b1b3
− k3b

2
2

b1b3

)2

−

(b2
2k3

b1b3

)2

− 4
b3

(
b1 − b1

k3

)(
b2k3

b1

)2

+
(

k3b
2
2

b1b3

)2

− 4k3b
2
2

b1b3
(k1 − 1)

2

=
(b2

2k3

b1b3

)2

− 4
b3

(
b1 − b1

k3

)(
b2k3

b1

)2
(k3b

2
2

b1b3

)2

− 4k3b
2
2

b1b3
(k1 − 1)


(4.54)

La ecuación (4.54) es una ecuación cuártica en el parámetro desconocido k3 y los

coeficientes de la ecuación (4.29). La ecuación anterior es algebraicamente determi-

nada. Ahora, de las ecuaciones (4.42) y (4.43):
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v5 = ±
√

−b0 ± b1

k3

√
k2

b2
(4.55)

u5 = ±
√

−b0 ∓ b1

k3

√
k2

b2
(4.56)

De la ecuación (4.55):

(uv)5 = −b0 − b2
1k2

k2
3b2

(4.57)

y = uv = 5

√√√√−b0 − b2
1k2

k2
3b2

(4.58)

4.3. Propiedades de las ecuaciones de quinto grado no resolubles

En este apartado, se muestran distintos resultados desde la perspectiva de la

teoría de grupos, que si bien no caracterizan directamente las ecuaciones de quinto

grado no resolubles por radicales, si establecen las propiedades de los grupos que no

son resolubles.

Teorema 4.5 El grupo alternado A5 es simple.

Demostración. Si A5 tuviera un subgrupo normal propio y no trivial H, entonces

el orden de H debe ser igual a 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12 o 30. Dado que A5 contiene 24

elementos de orden 5, 20 elementos de orden 3 y ningún elemento de orden 15, entonces

1. Si |H| = 3, 6, 12 o 15, se tendría que |A5/H| es primo respecto a 3, lo que

implicaría que H debe contener los 20 elementos de orden 3, lo cual es una

contradicción.

2. Si |H| = 5, 10 o 20, entonces |A5/H| es primo respecto a 5, lo que implicaría

que H debe contener los 24 elementos de orden 5, lo cual también es una

contradicción.

3. Si |H| = 30, entonces |A5/H| es primo respecto a 5 y 3, lo que implicaría que

H debe contener los 44 elementos de orden 3 y 5, lo cual nuevamente lleva a

una contradicción.
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4. Si |H| = 2 o |H| = 4, entonces |A5/H| = 30 o 15, pero los grupos de orden

30 o 15 contienen un elemento de orden 15 que A5 no tiene, lo que lleva a otra

contradicción.

Por lo tanto, se concluye que A5 es simple, como se deseaba demostrar.

Teorema 4.6 Si n ≥ 5, entonces Sn no es soluble.

Demostración. Por contradicción, se asumirá que para n ≥ 5, el grupo Sn es

soluble. Dado que todo subgrupo de un grupo soluble también es soluble, se infiere

que An, el grupo alternado de grado n, también es soluble. Además, dado que An es

simple para todo n ̸= 4, y en particular, para n ≥ 5. Se procede a demostrar que esta

suposición conduce a una contradicción.

Si An es soluble, entonces existe una serie < e >= G0 < G1 < . . . < Gn = An tal

que Gi es un subgrupo normal en Gi+1 y el cociente Gi+1/Gi es un grupo abeliano

para i = 0, 1, . . . , n − 1. Sin embargo, An es un grupo simple, lo que implica que los

únicos subgrupos normales de An son < e > y An en sí mismo. Por lo tanto, la serie

sugerida sería < e >< An, lo que implica que An/ < e >= An es un grupo abeliano.

Esta conclusión resulta en una contradicción, ya que para n ≥ 5, el grupo alterna-

do An no es abeliano. Por lo tanto, se concluye que la suposición inicial es incorrecta,

y se demuestra que Sn no es soluble para n ≥ 5.

Teorema 4.7 Sea F un campo con característica char(F ) = 0 y a ∈ F . Supongase

que E es el cuerpo de descomposición de xn −a sobre F . Entonces, el grupo de Galois

Gal(E/F ) es soluble.

Demostración. Existen dos casos posibles: o bien F contiene la raíz primitiva

n-ésima de la unidad ω, o bien no la contiene.

En el caso en que F contiene la raíz primitiva n-ésima de la unidad, se elige b como

una raíz de f(x) = xn−a en E. Se sabe que las raíces de f(x) son b, ωb, ω2b, . . . , ωn−1b,
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lo cual implica que E = F (b). Dado que E se descompone sobre F , se tiene que ω ∈ F .

Se desea demostrar que Gal(E/F ) es abeliano. Como b es una raíz de f(x), los elemen-

tos en Gal(E/F ) llevan b a otra raíz de f(x). Sean ϕ, τ ∈ Gal(E/F ) arbitrarios. Dado

que ω ∈ F es constante, se tiene que ϕ, τ fijan ω, y que ϕ(b) = ωib y τ(b) = ωjb. Se

quiere demostrar que ϕτ = τϕ. Al calcular ϕ(τ(b)) = ϕ(ωjb) = ϕ(ωj)ϕ(b) = ωjωib =

ωi+jb, y que τ(ϕ(b)) = τ(ωib) = τ(ωi)τ(b) = ωiωjb = ωi+jb = ϕ(τ(b)), se concluye

que Gal(E/F ) es abeliano. Dado que todos los subgrupos de un grupo abeliano son

normales, se llega a la conclusión de que Gal(E/F ) es soluble.

En el caso en que F no contiene la raíz primitiva n-ésima de la unidad, ω, se

elige b como una raíz de f(x) = xn − a en E. Si a = 0, entonces se tiene que

b = 0, y se sabe que los automorfismos fijan b, por lo que Gal(E/F ) es abeliano

y, por lo tanto, soluble. Si a ̸= 0, se asume que b ̸= 0. Dado que b y ωb están en

E, se tiene que ωb/b = ω ∈ E, lo que implica que F (ω) ⊂ E, y F (ω) es el cuerpo

de descomposición de xn − 1 sobre F . Sean ϕ, τ ∈ Gal(F (ω)/F ), donde ϕ(ω) = ωi

y τ(ω) = ωj. Se desea demostrar que ϕτ = τϕ. Al calcular ϕ(τ(ω)) = ϕ(ωj) =

(ϕ(ω))j = (ωi)j y τ(ϕ(ω)) = τ(ωi) = (τ(ω))i = (ωj)i = (ωi)j = ϕ(τ(ω)), se concluye

que Gal(F (ω)/F ) es abeliano. Dado que E también es el cuerpo de descomposición de

f(x) sobre F (ω), donde F (ω) contiene ω, la raíz primitiva n-ésima de la unidad, se tie-

ne que Gal(E/F (ω)) es abeliano. Por tanto, la serie 1 ⊆ Gal(E/F (ω)) ⊆ Gal(E/F )

es una serie normal. Dado que Gal(E/F (ω)) y Gal(F (ω)/F ) son abelianos, donde

Gal(F (ω)/F ) ∼= Gal(E/F )/Gal(E/F (ω)), son solubles. Por lo tanto, se concluye que

Gal(E/F ) es soluble, como se deseaba demostrar.

Una ecuación no resoluble por radicales en sentido general, es la ecuación de

Bring-Jerrard, que denota una familia de ecuaciones en dos parámetros de la forma

z5 + az + b = 0, con a, b ∈ C no simultáneamente 0. Para esto se denotará como

S ⊂ C5 al conjunto de soluciones de dicha familia, es decir

S =
{
(z1, . . . z5) ∈ C5 | z1, . . . , z5 son raíces de z5 + az + b = 0 con a, b ∈ C

}
.
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Notar que si (z1, z2, z3, z4, z5) ∈ S son raíces de la ecuación z5 + az + b = 0,

entonces:



a = σ4 (z1, z2, z3, z4, z5) := z2z3z4z5 + z1z3z4z5 + z1z2z4z5 + z1z2z3z5

+ z1z2z3z4.

b = −σ5 (z1, z2, z3, z4, z5) := −z1z2z3z4z5.

(4.59)

Proposición 4.3.1 (z1, z2, . . . , z5) ∈ S si y sólo si satisfacen el siguiente sistema de

ecuaciones:
5∑

i=1
zi = 0,

5∑
i=1

z2
i = 0,

5∑
i=1

z3
i = 0.

Demostración. (z1, . . . , z5) ∈ S si y sólo si existen a, b ∈ C tales que ∏5
i=1(z−

zi) = z5 + az + b. Eso significa que el coeficiente de z4 tiene que ser 0 , por lo que

∑
i

zi = 0

obteniendo así la primera ecuación. También el coeficiente de z3 debe anularse,

de donde σ2 (z1, . . . , z5) := ∑
i<j zizj = 0 . De forma que

0 =
(∑

i

zi

)2

=
∑

i

z2
i + 2

∑
i<j

zizj si y sólo si

∑
i

z2
i = 0.

Finalmente, como también el coeficiente de z2 es 0 , entonces σ3 (z1, . . . z5) :=∑
i<j<k zizjzk = 0. Además, se obtiene una ecuación equivalente:

0 =
(∑

i

zi

)3

=
∑

i

z3
i + 3

∑
i

z2
i

∑
j ̸=i

zj

+ 6
 ∑

i<j<k

zizjzk

 si y sólo si

∑
i

z3
i = 0
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A continuación, se presentan varios lemas, cuya comprobación se realiza conside-

rando el sistema de ecuaciones de la proposición (4.3.1) según el caso. Resolviendo

el sistema, se obtiene que sólo tiene solución si todo zi = 0, pero eso significaría que

a = b = 0, lo cual no puede ser.

Lema 4.1 Una ecuación de la forma z5 + az + b = 0 con a y b no simultáneamente

cero, tiene a lo más una raíz de multiplicidad 2.

Lema 4.2 Si 0 es una raíz de una ecuación de la forma z5 + az + b = 0 con a y b no

simultáneamente cero, entonces el resto de las raíces son distintas de 0 .

Lema 4.3 No existe ecuación de la forma z5+az+b = 0 con a y b no simultáneamente

cero tal que sus cinco soluciones sean todas reales.

Si todas las soluciones son reales, su cuadrado es positivo, y entonces para satis-

facer la ecuación del sistema, es necesario que todas las soluciones sean 0.

4.4. Condiciones que garantizan la no resolubilidad de las ecuaciones de

quinto grado por radicales

Teorema 4.8 La ecuación general de grado 5

y5 − ay4 + by3 − cy2 + dy − e = 0 (4.60)

no es resoluble por radicales.

Supongase que existe una solución y0 de este tipo. El teorema (2.10) muestra que se

puede escribir

y = p + p1R
1/m + p2R

2/m + · · · + pm−1R
(m−1)/m (4.61)

Aquí, m es un número primo y R, p, p1, p2, · · · tienen la misma forma que y. Se

continua de esta forma hasta que estén representados como funciones racionales de

a, b, c, d, e. Usando R/pm
1 para reemplazar R, o tomando p1 = 1, la ecuación (4.61)

puede escribirse como

y = p + R1/m + p2R
2/m + · · · + pm−1R

(m−1)/m (4.62)
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Sustituyendo la ecuación (4.62) en la ecuación (4.60), se obtiene

q + q1R
1/m + q2R

2/m + · · · + qm−1R
(m−1)/m = 0 (4.63)

donde, q, q1, q2, · · · , qm−1 son funciones racionales de a, b, c, d, e y p, q2, · · · , así

como R. Luego, se demuestra por reducción al absurdo que para satisfacer la ecuación

(4.63), debe tenerse

q = q1 = q2 = · · · = qm−1 = 0 (4.64)

Si se toma z = R1/m y se considera la ecuación (4.63), se pueden obtener dos

ecuaciones

zm − R = 0 (4.65)

q + q1z + q2z
2 + · · · + qm−1z

m−1 = 0 (4.66)

Si q, q1, q2, · · · , qm−1 no son iguales a cero simultáneamente, estas ecuaciones de-

ben tener una o más raíces en común. Si el número de raíces es k, se puede en-

contrar una ecuación de grado k, cuyos parámetros serían funciones racionales de

R, q, q1, q2, · · · , qm−1. Considérese que la ecuación es

r + r1z + r2z
2 + · · · + rkzk = 0

Todas sus raíces serían las mismas que las raíces de la ecuación (4.64). Debido a

que la raíz de esta ecuación tiene la forma αµz, donde αµ es una raíz de la ecuación

αm
µ − 1 = 0. A través del reemplazo, se pueden obtener las siguientes k ecuaciones

r + r1z + r2z
2 + · · · + rkzk = 0

r + αr1z + α2r2z
2 + · · · + αkrkzk = 0

...

r + αk−1r1z + α2
k−2r2z

2 + · · · + αk
k−1rkzk = 0

A partir de estas k ecuaciones, se puede obtener el valor de la función racional z,

que se representa por r, r1, r2, · · · , rk. Debido a que estas cantidades en sí mismas son
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funciones racionales de a, b, c, d, e, R y p, p1, p2, · · · , z es una función racional de esas

cantidades.

Sin embargo, según la definición z = R1/m, z generalmente no puede ser un

número racional, lo que causa una contradicción. Para que la ecuación (4.66) sea

verdadera, la única solución posible es la (4.64). Luego, tomando y1, y2, y3, · · · , ym

para representar las raíces de la ecuación de grado m, α sea la raíz de la ecuación

xm−1 + xm−2 + · · · + x + 1 = 0,

y1 = p + R1/m + p2R
2/m + · · · + pm−1z

(m−1)/m

y2 = p + αR1/m + α2p2R
2/m + · · · + αm−1pm−1z

(m−1)/m

...

ym = p + αm−1R1/m + αm−2p2R
2/m + · · · + αpm−1z

(m−1)/m

(4.67)

Basándose en la ecuación (4.67), y considerando la simetría de intercambio entre

diferentes soluciones, se afirma que m no podía ser igual o mayor que 5. De esta

manera, Abel afirmó que las ecuaciones quínticas no tenían soluciones.

Teorema 4.9 Un polinomio irreducible de grado cinco con coeficientes en los núme-

ros racionales Q es soluble por radicales si y solo si su grupo de Galois está contenido

en el grupo de Frobenius.

Demostración. Sea P un polinomio irreducible de grado cinco con coeficientes

en Q. Si P es soluble por radicales, entonces su grupo de Galois G es transitivo y

un subgrupo soluble de S5. Por tanto, G está contenido en el normalizador de un

subgrupo de Sylow de orden 5 de S5. Por otro lado, un subgrupo de Sylow de orden

5 de S5 está dado por un ciclo de longitud 5 c. Este ciclo c pertenece al grupo de

Frobenius F20 de orden 20. Entonces, el grupo de Galois G, cuyo orden es divisi-

ble por 5, es conjugado a un subgrupo de F20. Finalmente, se deduce que el grupo

de Galois es isomorfo a F20, al grupo diédrico D10 de orden 10 o al grupo cíclico Z/5Z.

Por otro lado, supongase que el grupo de Galois de P está contenido en el grupo

de Frobenius F20. Se verifica que el subgrupo F20 del grupo simétrico S5 es igual a
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GA(5), dado que F20 es transitivo y soluble. Por lo tanto, el grupo de Galois de P es

soluble como subgrupo del grupo soluble F20. Luego, se deduce que el polinomio P

es soluble por radicales.

Teorema 4.10 El polinomio irreducible de grado cinco f(x) = x5 + px3 + qx2 +

rx + s ∈ Q[x] es soluble por radicales si y solo si el polinomio f20(x) tiene una raíz

racional.

Demostración. El polinomio f es soluble por radicales si y solo si su grupo de

Galois G está contenido en σiF20σ
−1
i para algún σi ∈ E ′. Por otro lado, el grupo de

Frobenius F20 es el estabilizador de θ1, y se demuestra que el estabilizador Sθi
de θi es

igual a σiF20σ
−1
i para todo 1 ≤ i ≤ 6. Dado que G ⊆ σiF20σ

−1
i para algún i, entonces

σ (θi) = θi para todo σ en el grupo de Galois G. Por lo tanto, se tiene que θi ∈ Q, lo

cual concluye la demostración.

Teorema 4.11 El polinomio irreducible f(x) = x5 + px3 + qx2 + rx + s ∈ Q[X]

es resoluble por radicales si y solo si la ecuación resolvente R(θ; f) tiene una raíz

racional. En este caso, el polinomio resolvente R(θ; f) factoriza como el producto de

un polinomio lineal y un polinomio irreducible de grado 5.

Demostración. Dado que f(x) es resoluble ⇐⇒ Gal(f) ⊆ (F20)t para t ∈ T =

{1, (12), (13), (23), (123), (132)}. Por otro lado, se tiene que K (θ1, . . . , θ6) = F , ya

que F/K (θ1, . . . , θ6) es de Galois y si g ∈ S5 fija a todos los θi se tendría que

g ∈ ⋂
i Stab (θi) = ⋂

t∈T (F20)t = 1, luego Gal (F/K (θ1, . . . , θ6)) = 1y se deduce que

F = K (θ1, . . . , θ6), luego evaluando se deduce también que E = Q (θ1, . . . , θ6).

Además, si σ = (12345), se tiene que

θ2
σ−→ θ6

σ−→ θ3
σ−→ θ4

σ−→ θ5
σ−→ θ2

De aquí se deduce θi /∈ Q = FixE(Gal(f)) con 2 ≤ i ≤ 6 y R(θ; f) puede tener

como máximo una única raíz racional que además no puede ser múltiple. Por tanto en

este caso, se sigue que el polinomio f(x) es resoluble ⇐⇒ Gal(f) que está contenido
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en algún conjugado de F20 ⇐⇒ R(θ; f) tiene una raíz racional. Además, si eso sucede

R(θ; f) = (x − θ) · q con q ∈ Q[x] y q = ∏6
i=2 (x − θi), el cual es irreducible ya que

Gal (f) actúa transitivamente en sus raíces.

Teorema 4.12 Sean a y b números racionales tales que el trinomio quíntico x5+ax+b

es irreducible. Entonces, la ecuación x5 + ax + b = 0 es soluble por radicales si y solo

si existen números racionales ϵ(= ±1), c(≥ 0) y e(̸= 0) tales que

a = 5e4(3 − 4ϵc)
c2 + 1 , b = −4e5(11ϵ + 2c)

c2 + 1 , (4.68)

en tal caso, las raíces de x5 + ax + b = 0 son

xj = e
(
ωju1 + ω2ju2 + ω3ju3 + ω4ju4

)
(j = 0, 1, 2, 3, 4), (4.69)

donde ω es una raíz primitiva quinta de la unidad, y u1, u2, u3, u4 son raíces

racionales de u4 + cu2 + 1 = 0.

donde ω = exp(2πi/5) y

u1 =
(

v2
1v3

D2

)1/5

, u2 =
(

v2
3v4

D2

)1/5

, u3 =
(

v2
2v1

D2

)1/5

, u4 =
(

v2
4v2

D2

)1/5

(4.70)


v1 =

√
D +

√
D − ϵ

√
D, v2 = −

√
D −

√
D + ϵ

√
D

v3 = −
√

D +
√

D + ϵ
√

D, v4 =
√

D −
√

D − ϵ
√

D

(4.71)

D = c2 + 1 (4.72)

Demostración. Se comienza suponiendo que el polinomio quíntico irreducible

x5 + ax + b es soluble por radicales. Por lo tanto, el resolvente sexto de x5 + ax + b,

es decir,

x6+8ax5 + 40a2x4 + 160a3x3 + 400a4x2

+
(
512a5 − 3125b4

)
x +

(
256a6 − 9375ab4

)
tiene una raíz racional r . Por lo tanto, r satisface
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(r + 2a)4
(
r2 + 16a2

)
− 55b4(r + 3a) = 0, (4.73)

lo que muestra que r ̸= −2a, −3a ya que a ̸= 0. Sea el número racional no negativo

c y el número racional no nulo e de la siguiente manera:

ϵc = 3r − 16a

4(r + 3a) , e = −5bϵ

2(r + 2a) , donde ϵ = ±1. (4.74)

Entonces,

c2 + 1 = 25 (r2 + 16a2)
16(r + 3a)2 ,

3 − 4ϵc = 25a

r + 3a
,

11ϵ + 2c = 25(r + 2a)ϵ
2(r + 3a) ,

de modo que

5e4(3 − 4ϵc)
c2 + 1 = 55ab4(r + 3a)

(r + 2a)4 (r2 + 16a2) = a

y

−4e5(11ϵ + 2c)
c2 + 1 = 55b5(r + 3a)

(r + 2a)4 (r2 + 16a2) = b,

lo que proporciona la parametrización requerida. Ahora se muestra que el trinomio

quíntico irreducible

x5 + 5e4(3 − 4ϵc)
c2 + 1 x − 4e5(11ϵ + 2c)

c2 + 1 (4.75)

con e = 1 es soluble por radicales. De hecho, no es necesario asumir que el quíntico

es irreducible. Para e general, la transformación x → ex da el resultado requerido. A

partir de (4.71), se nota que


v1 + v4 = 2

√
D, v2 + v3 = −2

√
D

v1v4 = ϵ
√

D, v2v3 = −ϵ
√

D

(4.76)

y por lo tanto
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 v1 + v2 + v3 + v4 = 0

v1v4 + v2v3 = 0
(4.77)

Además, a partir de (4.70), se obtiene

u5
1 = v2

1v3

D2 , u5
2 = v2

3v4

D2 , u5
3 = v2

2v1

D2 , u5
4 = v2

4v2

D2 (4.78)

Combinando las expresiones (4.76) y (4.78) resulta que

u1u4 = − ϵ√
D

, u2u3 = ϵ√
D

, (4.79)

u1u
2
2 = v3

D
, u2

3u4 = v2

D
, u2

1u3 = v1

D
, u2

4u2 = v4

D
(4.80)

y

u3
1u2 = ϵv1v3

D
√

D
, u3

2u4 = − ϵv3v4

D
√

D
,

u3
3u1 = − ϵv1v2

D
√

D
, u3

4u3 = ϵv2v4

D
√

D

(4.81)

que dan las ecuaciones requeridas en vista de la expresión (4.77). A partir de

(4.71), (4.78), (4.79), (4.80) y (4.81), se dedude que

5
(
u2

1u
2
4 + u2

2u
2
3 − u3

1u2 − u3
2u4 − u3

3u1 − u3
4u3 − u1u2u̇3u4

)
= 5(3 − 4ϵ

√
D − 1)

D
= 5(3 − 4ϵc)

c2 + 1

(4.82)

y

5
((

u3
1u3u4 + u3

2u1u3 + u3
3u2u4 + u3

4u1u2
)

−
(
u1u

2
3u

2
4 + u2u

2
1u

2
3 + u3u

2
2u

2
4 + u4u

2
1u

2
2

))
−
(
u5

1 + u5
2 + u5

3 + u5
4

)
= −(44ϵ + 8

√
D − 1)

D
= −4(11ϵ + 2c)

c2 + 1 ,

(4.83)

que son las ecuaciones requeridas. Esto demuestra que

x5 + 5(3 − 4ϵc)
c2 + 1 x − 4(11ϵ + 2c)

c2 + 1
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es soluble por radicales y tiene las raíces dadas.

El discriminante del trinomio quíntico x5 + ax + b es 44a5 + 55b4. La ecuación

x5 + ax + b = 0 tiene exactamente una raíz real si 44a5 + 55b4 > 0. El discriminante

del quíntico es

4455e20

D5

(
4ϵc3 − 84c2 − 37ϵc − 122

)2
> 0

lo que implica que el quíntico tiene exactamente una raíz real. Suponga ahora que

es irreducible sobre Q. Dado que es soluble por radicales, por lo tanto su grupo de

Galois es soluble. Por lo tanto, su grupo de Galois es isomorfo al grupo de Frobenius

F20 de orden 20, al grupo diedral D5 de orden 10, o al grupo cíclico de orden 5. Sin

embargo, tiene raíces complejas, por lo que su grupo de Galois no puede ser cíclico

de orden 5. Dado que el grupo de Galois de esta ecuación es el grupo diedral D5 de

orden 10 si y solo si 5D es un cuadrado perfecto en Q. De lo contrario, el grupo de

Galois es el grupo de Frobenius F20 de orden 20.

Corolario 4.4.1 X5 − 4X + 2 no es soluble por radicales.

Prueba.. Basta con mostrar que el grupo de Galois de Q(Q)/Q no es soluble, donde

Q = X5 − 4X + 2.

1. Basta con demostrar que Q es irreducible y tiene exactamente dos raíces no

reales. La irreducibilidad se sigue directamente del criterio de Eisenstein. Q

tiene al menos tres raíces reales en Q porque hay al menos tres cambios de

signo: Q(−2)Q(−1) < 0, Q(−1)Q(1) < 0 y Q(1)Q(2) < 0. Finalmente, como

la derivada Q′ = 5X4 − 4 tiene exactamente dos raíces reales
(
±
√

2√
5

)
, esto

implica que Q tiene a lo sumo tres raíces reales, por lo tanto exactamente tres.

2. Para demostrar que S5 no es soluble, basta con mostrar que su subgrupo normal

A5 tampoco es soluble. Por tanto, se llega a una contradicción con el hecho de

que A5 es simple y de orden 5 × 4 × 3, y un grupo simple soluble debe tener

orden primo.
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CAPÍTULO V

ANÁLISIS Y DISCUSIÓN DE RESULTADOS

5.1. Introducción

En este capítulo se describe un análisis de las ecuaciones de quinto grado re-

solubles y no resolubles, resaltando los resultados más relevantes de acuerdo a los

objetivos planteados en esta investigación. Además, se establecen las conclusiones y

algunas líneas futuras que se pueden generar a partir de las mismas.

5.2. Análisis de los resultados

En los resultados presentados con respecto al objetivo 1 de esta investigación, se

muestran algunas condiciones específicas para que una ecuación de quinto grado sea

resoluble por radicales. La demostración se basa en la sustitución de las expresiones

de los coeficientes en la ecuación general de quinto grado, se realizan operaciones alge-

braicas para reorganizar la ecuación en una forma más manejable y luego se extraen

factores comunes. Al final, se llega a una expresión más simple que demuestra que la

ecuación puede ser resuelta por radicales.

Además, se presentan otros dos teoremas sobre la resolubilidad de ecuaciones de

quinto grado con condiciones específicas. Uno de ellos involucra ecuaciones de la for-

ma x5 −a = 0, y el otro se aplica a ecuaciones de la forma x5 +px3 +qx2 +rx+s = 0,

mostrando transformaciones que permiten reducir una ecuación general de quinto

grado a una forma más simple, eliminando el término de grado cuatro.

Con relación al objetivo 2, se presentaron algunas propiedades de las ecuaciones

de quinto grado no resolubles desde la perspectiva de la teoría de grupos. El primer

teorema y su demostración prueban que el grupo alternado A5 es simple. Para ello,

se utiliza un argumento por contradicción que examina los posibles órdenes de un

subgrupo hipotético H y concluye que, en cada caso, tal subgrupo conduciría a una

contradicción. De ahí se deduce que A5 no puede tener un subgrupo normal propio y
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no trivial, y por lo tanto, es simple. El segundo teorema y su demostración afirman

que, para n ≥ 5, el grupo simétrico Sn no es soluble, siendo el argumento también

por contradicción.

Además, se establece que el grupo de Galois Gal(E/F ) es soluble para un campo

F con característica 0 y un elemento a ∈ F , si E es el cuerpo de descomposición de

xn −a sobre F , probándose esto para dos casos, que F contenga o no la raíz primitiva

n-ésima de la unidad ω. Adicionalmente, un conjunto de raíces z1, z2, . . . , z5 pertenece

a las soluciones de la ecuación de Bring-Jerrard z5 + az + b = 0 si y solo si satisfacen

un sistema de ecuaciones que suman 0 en las primeras potencias de z hasta el cubo.

En relación al objetivo 3, se presenta un teorema que establece las condiciones

bajo las cuales las ecuaciones de quinto grado no pueden resolverse por radicales. Se

presenta la ecuación general de grado 5 y se supone que existe una solución de este

tipo. Luego, se muestra cómo se puede representar la solución en términos de raíces

racionales y se llega a la conclusión de que para satisfacer la ecuación resultante, todas

las funciones racionales deben ser iguales a cero simultáneamente. A partir de esto, se

llega a una contradicción y se demuestra que las ecuaciones quínticas no tienen solu-

ciones en términos de radicales. Este resultado muestra una limitación fundamental

en la resolución de ecuaciones de quinto grado.

Además, se presenta se establece una relación entre el grupo de Galois del poli-

nomio y el grupo de Frobenius. Si el grupo de Galois está contenido en el grupo de

Frobenius, entonces el polinomio es soluble por radicales. Luego, se demuestra que si

el grupo de Galois está contenido en el grupo de Frobenius, el polinomio resolvente

asociado debe tener una raíz racional. La demostración se basa en propiedades de las

raíces y el grupo de Galois, lo que lleva a la conclusión de que si la ecuación resol-

vente tiene una raíz racional, entonces el polinomio original es soluble por radicales.

Se muestra cómo ciertas ecuaciones de quinto grado no pueden resolverse mediante

radicales y cómo se puede determinar la resolubilidad de otros polinomios quínticos
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mediante el análisis del grupo de Galois.

5.3. Conclusiones

En correspondencia con los objetivos planteados en esta investigación, a continua-

ción se plantean las conclusiones más importantes que se derivan de la presentación

y análisis de los resultados:

1. Una ecuación de quinto grado puede ser resuelta por radicales bajo condiciones

y relaciones específicas entre los coeficientes de la misma, las cuales también

pueden ser transformadas en una forma más simple para su resolución. Asimis-

mo, se estableció que si el grupo de Galois de un polinomio está contenido en el

grupo de Frobenius, dicho polinomio es soluble por radicales, lo que proporciona

un criterio adicional para delimitar la resolubilidad de las ecuaciones de quinto

grado.

2. A través de la investigación, se demostró la relevancia de la teoría de grupos

en el análisis de ecuaciones quínticas no resolubles. Se presentó la propiedad

de que el grupo alternado A5 es simple y que para n ≥ 5, el grupo simétrico

Sn no es soluble. Además, se exploraron ciertas propiedades relacionadas con la

ecuación de Bring-Jerrard, las cuales están inherentemente vinculadas con las

ecuaciones de quinto grado no resolubles.

3. Se demostró que bajo ciertas condiciones, las ecuaciones de quinto grado no pue-

den ser resueltas por radicales. Esta demostración se basó en una contradicción

que surge cuando se supone que una solución en términos de raíces racionales

puede satisfacer la ecuación de quinto grado. Además, se estableció una relación

entre el grupo de Galois del polinomio y el grupo de Frobenius, demostrando

que si el grupo de Galois no está contenido en el grupo de Frobenius, entonces

la ecuación no es resoluble por radicales.

En respuesta a la pregunta general de investigación, el estudio sobre las ecua-

ciones de quinto grado indicó que bajo ciertas condiciones, algunas de ellas pueden
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resolverse por radicales, mientras que otras son intrínsecamente no resolubles de esta

manera. Se destacó la relevancia de la teoría de grupos en el análisis de las ecuaciones

no resolubles, y se estableció un criterio adicional basado en el grupo de Galois y el

grupo de Frobenius para determinar la resolubilidad.

5.4. Líneas futuras de investigación

Dados los resultados planteados en esta investigación, a continuación se plantean

posibles líneas de investigación que permitirán seguir profundizando en el estudio de

las ecuaciones de quinto grado no resolubles por radicales:

1. Aplicación de la lógica matemática y los sistemas formales en el análisis de la

resolubilidad de las ecuaciones quínticas.

2. Evaluación de las ecuaciones de quinto grado no resolubles en la formación de

fractales y patrones complejos.

3. Análisis de las soluciones numéricas de las ecuaciones de quinto grado no reso-

lubles.

4. Estudio de la conexión entre las ecuaciones de quinto grado no resolubles y la

teoría de cuerdas.

5. Desarrollo de algoritmos para identificar si una ecuación de quinto grado es o

no resoluble por radicales.
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Anexo I. Presupuesto.

Este apartado contempla un resumen de los recursos económicos invertidos en el pro-

ceso de realización de esta tesis.

Descripción Monto

Transporte y viáticos 4,000.00

Impresión 8,500.00

Encuadernado y empastado 2,500.00

Fotocopias 750.00

Materiales e insumos 3,500.00

Imprevistos 3,000.00

Total 22,250.00

Anexo II. Cronograma de trabajo de la investigación.

En este apartado se describen las diferentes etapas del proceso de elaboración de esta

investigación y sus respectivas fechas de ejecución.

Descripción. Periodos de ejecución.

Solicitud de título. Abril, 2023.

Aprobación del título. Mayo, 2023.

Elaboración y entrega del anteproyecto. Mayo-junio, 2023.

Evaluación del Anteproyecto. Junio, 2023.

Elaboración de capítulo IV y V. Junio-julio, 2023.

Entrega de proyecto completo a la Facultad. Agosto, 2023.

Graduación. Octubre, 2023.


