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Analisis del método de discos y arandelas para calcular volimenes de

solidos de revolucidn.

Maribel Nunez Nunez Dr. Victor José Galan Céspedes

Sustentante Asesor

RESUMEN

La investigacién subraya la relevancia del calculo integral en la determinacion
precisa de volimenes de solidos de revolucién, destacando métodos como el de aran-
delas y discos. La investigacion, de naturaleza inductivo-deductiva, busca ampliar
la comprension de estos métodos matematicos para su aplicacion en la obtencién
de volumenes a sélidos de revolucion. Ademsés el tipo de investigacién se despliega
a través de la exploracién documental, con un enfoque cualitativo y un diseno no

experimental.

Dentro los principales resultados de esta investigacion se determina que la uti-
lizaciéon de una cantidad infinita de elementos demuestra la eficacia de estas herra-
mientas para lograr aproximaciones volumétricas cada vez mas precisas. Se aborda
la distincion entre el método de discos y el de arandelas, senalando sus diferencias

fundamentales en términos de flexibilidad y capacidad para manejar formas comple-
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jas. GeoGebra, como herramienta, se destaca por ofrecer representaciones dinamicas
que optimizan el tiempo y revelan comportamientos dificiles de capturar con métodos
tradicionales, mejorando la precision de las aproximaciones volumétricas. La eleccion
entre los métodos de discos y arandelas se sugiere depender de la forma especifica del
solido, resaltando la conveniencia del primero para formas cilindricas simples y del

segundo para formas mas complejas.
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CAPITULO I
INTRODUCCION

1.1 Introduccion.

En la rama del analisis matematico, una parte esencial es el calculo integral,
que se centra en el estudio de procesos de acumulacion y cambio. A través de es-
te campo de las matematicas, podemos abordar cuestiones relacionadas con areas,
volimenes, velocidades, tasas de cambio y muchas otras aplicaciones en la ciencia y

la ingenieria.

Esta disciplina se desarroll6 principalmente como una respuesta a interrogantes
que surgieron en el calculo diferencial. El calculo integral permite resolver o encon-
trar la acumulacion total o la suma acumulada de pequenos cambios a lo largo de un
intervalo continuo. Su notacién y técnicas, como las integrales definidas e indefinidas,
se han convertido en herramientas esenciales para modelar y resolver problemas en

una amplia gama de campos cientificos y tecnologicos.

En este primer capitulo se presentaron los aspectos introductorios concer-
nientes a este trabajo de investigacion; se describiran: los antecedentes histéricos
y académicos, el planteamiento del problema, la justificacion, los objetivos y la deli-

mitacion del tema.



1.2 Antecedentes.

1.2.1 Antecedentes histdricos

Los griegos dieron un impulso al desarrollo del calculo al utilizar ideas que fue-
ron retomadas por los creadores del célculo diferencial e integral. Demdcrito (siglo V
a.C.) calculé el volumen de pirdmides y conos, considerandolos que estaban formados
por un nimero infinito de secciones de grosor infinitamente pequenas (indivisibles).

(Garzén et al, 2013).

Eudoxo de Cnido (408-355 a.C.) cred el método de exhausién, antecedente del
calculo integral para calcular areas y voliumenes, al postular que “toda magnitud fi-
nita puede ser agotada mediante la resta de una cantidad determinada”. Con este
método él logréo demostrar que el volumen de una piramide es la tercera parte del de
un prisma de su misma base y altura. Ademas demostré que el volumen de un cono

es la tercera parte del de un cilindro de su misma base y altura (Katz, 2009).

Arquimedes (287-212 A.c.), considerado el precursor del calculo integral, hizo
una de las més significativas contribuciones griegas. Arquimedes utilizé el método de
Eudoxo (de exhausién) para el célculo de dreas y volimenes. Por supuesto, es un
ejemplo temprano de integracion, el cual condujo a aproximar valores de w. Entre
otras “integrales” calculadas por Arquimedes, estdn el volumen y area de una esfera,
volumen y area de un cono, drea de una elipse, volumen de cualquier segmento de
un paraboloide de revolucién y de un segmento de un hiperboloide de revolucién.

(Villalba, 2002)

Johannes Kepler (1571-1630). Naci6 en Leonberg, Sacro Imperio Romano, hoy
Alemania. En su trabajo sobre el movimiento planetario, tuvo que encontrar el area

de sectores de una elipse; para ello su método consistié en determinar las dreas como



sumas de lineas. En cambio, en su trabajo Nueva Geometria Sélida de los Barriles
de Vino calcul6 en forma exacta o aproximada el volumen de més de 90 sélidos de
revolucién, considerando el sélido compuesto de infinitos cuerpos infinitesimales de

voliumenes conocidos. (Villalba, 2002)

Para determinar con precision el volumen de un barril de vino, Kepler pensé
en el vino en un barril lleno, o en cualquier cuerpo sélido, como formado por nume-
rosas laminas delgadas dispuestas en capas, y trato el volumen como la suma de los
volimenes de estas hojas. En el caso de un barril de vino, cada una de estas hojas

era un cilindro. (Klein, 2004).

1.2.2 Antecedentes académicos.

Alwis, Tilak. (2022), en su articulo “Volumes of Solids of Revolution via Sum-
mation Methods”, se propuso calcular volimenes de ciertos sélidos de revolucion sin

usar Integracion, y concluy6 lo siguiente:

En este articulo, mostramos céomo calcular los voliimenes de ciertos solidos
de revolucion utilizando un método de suma. El método tradicional calcula direc-
tamente éstos volimenes mediante ciertas integrales definidas, basadas en el método

de discos o el método de carcasa y, en general, es mas rapido que el método propuesto.

Vergara Ibarra, J. L. (2022), en su articulo “Sélidos de Revolucién y suma de
Riemann en GeoGebra”, se propuso aplicar los métodos de discos, arandelas y capas
para calcular el volumen de sélidos de revolucién con el programa GeoGebra, y con-

cluyé lo siguiente:



Mediante la variaciéon en aumento de la cantidad de las formas geométricas
como son los rectangulos,discos, anillos y capas cilindricas se puede analizar y com-
prender de manera intuitiva la idea de limite como el drea bajo la curva o volumen

de un sdlido.

El valor del volumen por medio de las sumas de Riemann es obtenido a la vez
que se suman las formas geométricas que modelan el solido; esto permite pensar y

entender la aplicacién de las sumas de Riemann en dos y tres dimensiones.

M Widiasri et al (2019), en su articulo Computer vision system in measure-
ment of the volume and mass of egg using the disc method ”, se propusieron calcular
el volumen y masa de un huevo utilizando un sistema de visién de computadora y el

método de discos, y concluyeron lo siguiente:

El método propuesto se ha utilizado en 50 muestras de huevos desde 9 angulos
diferentes (0°, 35°, 45°, 60°, 90°, 120°, 135°, 150°, 180°). segun los resultados de los
experimentos, en el método propuesto midié con éxito el volumen y la masa de los

huevos de forma rapida, exacta, precisa y sin danar el huevo.

1.3 Planteamiento del problema.

A través de la historia, el interés humano por la determinacién del volumen de
distintos cuerpos geométricos ha sido motivado por su amplia aplicabilidad en cam-
pos tan diversos como la ingenieria, la manufactura e incluso la medicina, donde la
medicién de liquidos, aire procesado y otros elementos es fundamental. No obstante,
el cédlculo de dichos volumenes se torna una tarea desafiante para muchos, debido a

la complejidad inherente de ciertos sélidos, especialmente en aquellos de revolucion.



La problemética radica en que algunos cuerpos sélidos de forma redonda pre-
sentan secciones transversales no uniformes, lo cual dificulta su medicién mediante los
enfoques tradicionales de la geometria elemental. Por consiguiente, surge la necesidad
imperiosa de explorar alternativas y métodos que permitan aproximar o calcular con

precision los volimenes asociados a estas estructuras.

Entre los métodos mas populares y ttiles para lograr resultados casi precisos
se encuentran el método de los discos y el de las arandelas o anillos. Sin embargo,
estos métodos se enfrentan a limitaciones especificas, lo que subraya la importancia
de analizarlos, profundizar en su comprensiéon y, en algunos casos, descartar su apli-
cabilidad en escenarios particulares. Esta exclusividad o singularidad de los métodos
implica un anélisis detallado y critico para comprender su alcance y sus limitaciones
en la aproximacion de volimenes en cuerpos de formas complejas, destacando asi la
necesidad de estrategias mas avanzadas en el ambito del calculo integral y la geo-

metria para abordar estas dificultades de manera mas eficiente y precisa.

De acuerdo a lo expuesto anteriormente se emiten las siguientes preguntas de inves-

tigacion:
General:

., Como pueden ser utilizado los métodos de discos y arandelas para calcular

volumenes a sélidos de revolucion?
Especificas:

,Cudl es la relacion entre la cantidad de discos o arandelas utilizados y la

precision del calculo de volumen?

,Cudles ventajas y desventajas tiene el método de discos y arandelas para

obtener volimenes a sélidos de revolucion?

. La herramienta computacional GeoGebra puede ser eficiente para implemen-



tar el método de discos y arandelas en el calculo automatico de volimenes?

JExisten ciertos sélidos que presentan desafios particulares para los métodos?

1.4 Objetivos

1.4.1 Objetivo general

Usar el método de discos y el de arandelas en el calculo de volimenes de cuer-

pos de revolucion.

1.4.2 Objetivos especificos.

Examinarla relacion entre la cantidad de discos o arandelas utilizados y la pre-

cisién del célculo de volumen.

= Analizar las ventajas y desventajas que tienen los métodos de discos y arandelas

para obtener volimenes a solidos de revolucién.

= Examinar la herramienta computacional GeoGebra, con respecto a su eficiencia,
para implementar el método de discos y arandelas en el calculo automatico de

volumenes.

» Examinar si existen ciertos solidos que presentan desafios particulares para los

métodos.

1.5 Justificacion

El calculo integral ha sido una herramienta fundamental a lo largo del tiempo
para la determinacién de volimenes en cuerpos geométricos, particularmente en el

caso de solidos de revolucion. Métodos tales como el de las arandelas, discos y otros



han sido empleados para aproximar o precisar el volumen de estos solidos. La impor-
tancia de analizar estos métodos radica en la variedad de aplicaciones que poseen, lo
cual ha motivado a los matematicos a profundizar en su estudio con el fin de obtener

volumenes de sélidos de revolucion de manera mas precisa.

Estas técnicas, mencionadas anteriormente, han encontrado una amplia utili-
zacion en diversas disciplinas debido a su eficacia en el célculo, permitiendo obtener
resultados que se acercan de manera significativa a la precision exacta. En consecuen-
cia, el propdsito de esta investigacion es fomentar el reconocimiento y estudio més
detallado de estos métodos, ya que su comprension aportaria beneficios significativos
en multiples campos de aplicacién. La intencién es impulsar un mayor conocimiento
y comprension de estas herramientas matematicas para su aplicacion méas amplia y

precisa en la resolucion de problemas reales.

1.6 Delimitacion del tema.

Esta investigacion se especificé en las matematicas aplicada, en corresponden-
cia en el area del calculo integral, utilizando asi los métodos de los discos y el de las
arandelas. Orientandose en un constructor de aspecto analitico y aplicativo de ambos

métodos para el calculo de volimenes de sélidos de revolucion.



CAPITULO 11
MARCO REFERENCIAI

2.1 Introduccion.

En este capitulo se presentaron las definiciones y teoremas, mismos que son
de suma importancia para el desarrollo efectivo de esta investigacién, representando

estas informaciones el marco teérico.

2.2 Marco tedrico

2.2.1 Calculo integral.

Calculo integral, rama del célculo que se ocupa de la teoria y aplicaciones
de las integrales. Mientras que el calculo diferencial se centra en tasas de cambio,
como las pendientes de las rectas tangentes y las velocidades, el calculo integral se
ocupa del tamano o valor total, como longitudes, areas y volimenes. Las dos ramas
estan conectadas por el teorema fundamental del calculo, que muestra como se calcula
una integral definida utilizando su antiderivada (una funcién cuya tasa de cambio, o
derivada, es igual a la funcién que se integra). Por ejemplo, la integracién de una fun-
cién de velocidad produce una funcion de distancia, que permite calcular la distancia

recorrida por un objeto durante un intervalo de tiempo. (Britannica, 2016)

2.2.1.1. Funcién

Es una regla f que asigna a cada elemento x de un conjunto A exactamente

un elemento, llamado f(z), de un conjunto B. (Jiménez R, 2006)

En otras palabras Sean A y B dos conjuntos no vacios, que llamamos dominio y



conjunto de llegada respectivamente. Entendemos por funcién de A en B a toda regla
que hace corresponder a cada elemento del dominio un tnico elemento del conjunto

de llegada.

Teoremas sobre el calculo

Teorema 2.2.1 (Teorema fundamental del cédlculo) Si f es continua en el in-
tervalo cerrado [a,b] y F' es una antiderivada de f en el intervalo [a,b], entonces

(Larson y Edwards, 2009)

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).

Teorema 2.2.2 (Segundo teorema fundamental del cdlculo) Si f es continua
en el intervalo abierto I que contiene a, entonces, para todo x en el intervalo, (Larson

y Edwards, 2015)

L[ 1] = s

2.2.1.2. Integral

Se denomina primitiva de la funcién f(z) en un intervalo (a,b) a toda funcién
F(z) diferenciable en (a,b) y tal que F'(z) = f(z) . (Cardona Guio, Juan Pablo, et
al, 2016)
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2.2.1.3. Sumatoria de Riemann

Asumamos que f esta definida en un intervalo [a,b], pero no es necesariamente
continua en dicho intervalo. Sea una particién arbitraria del intervalo

A=Tog<T1 < Ty <+ < Tp1 <Tp=2>=

Y sea Ax; la longitud del i-ésimo subintervalo. Ademas, sea ¢; cualquier punto

del subintervalo i-ésimo, la suma

n
Z flei)Azi, xio < ¢ <

i=1

se le conoce como suma de Riemann para la particion A. (Larson y Hostetler,

1993)

2.2.1.4. Integral definida

Si f estd definida en el intervalo [a,b] y el limite de la suma de Riemann
existe, entonces decimos que f es integrable en [a,b] y denotamos este limite mediante:

(Larson y Hostetler, 1993)

" b
uifﬁio;f (c1)Az; = / f(z)dz

2.2.2 Solido de revolucion

Un soélido de revolucién es un objeto que se obtiene al rotar geométricamente
sobre una superficie plana, alrededor de una recta que se encuentra en el mismo plano,

usualmente y. (Candela et al, 2021)
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2.2.2.1. Cono

El cono es un cuerpo de revolucién engendrado por un triangulo rectangulo al

girar sobre uno de sus catetos como eje. (Madrid, 2015)

vertice
F

altura

generatnz

Figura 2.1: Sélido de revolucién Cono. (Construccién propia)

Elementos de un cono

Generatriz: Es la recta que une el vértice con cualquier punto de la directriz. Es
decir, cualquier segmento que une el vértice con el contorno de la base. Ademas, es

la hipotenusa del tridngulo rectangulo que se esta girando para formar el cono.

Vértice: Es el punto exterior la directriz donde coinciden todas las generatrices de la

figura. Se trata de la cuspide del cuerpo geométrico.

Altura: Es el segmento perpendicular que une vértice y la base. Coincide con el

cateto alrededor del cual rota el tridngulo para generar el cono. (Westreicher, 2020)



12

2.2.2.2. Cilindro

De acuerdo con Madrid (2015), el cilindro es un cuerpo de revolucién engen-

drado por un rectangulo al girar sobre uno de sus lados como eje.

Figura 2.2: Sélido de revolucién Cilindro. (Construccién prpia)

Los elementos de un cilindro son los siguientes

Bases: Son los dos circulos que constituyen la cara superior y la cara inferior del

cilindro.
Eje: Es la recta imaginaria sobre la cual se gira para generar el cilindro.

Generatriz: Es el lado opuesto al eje que se genera con la formacion del cilindro

(CD).

Altura: Es la longitud del segmento que une de forma perpendicular (formando un
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dngulo de 90°) ambas bases. Si el cilindro es recto, coincide con el eje, une los cen-
tros de las bases, y ademds su longitud coincide con la de la generatriz (AB=CD).

(Guillermo Westreicher, 2020)

2.2.2.3. Esfera

La esfera es un cuerpo geométrico generado por una semicircunferencia que gira
alrededor de un determinado eje. Es decir, la esfera es un cuerpo o sélido de revolucién,
pues se puede obtener haciendo girar una figura o superficie plana alrededor de un

eje. (Guillermo Westreicher, 2020)

Ecuador

Paralelo

Figura 2.3: Sélido de revolucién Esfera. (https://economipedia.com/definiciones/|
solido-de-revolucion.html)

Los elementos de una esfera son los siguientes

Eje: Es la recta imaginaria sobre la cual gira la semicircunferencia que forma la esfera.

Centro: Es el punto equidistante a cualquier punto del contorno de la esfera, es decir,

de la superficie esférica.

Radio: (Segmento AD): Es la distancia entre el centro y cualquier punto de la super-


https://economipedia.com/definiciones/solido-de-revolucion.html
https://economipedia.com/definiciones/solido-de-revolucion.html
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ficie esférica.
Cuerda: Es el segmento que une dos puntos cualesquiera de la superficie esférica.

Diametro (Segmento BC): Es aquella cuerda que tiene la particularidad de pasar por

el centro de la esfera. Su longitud es el doble del radio.

Meridianos: Son las circunferencias que se obtienen al cortar la esfera con planos que

albergan al eje.

Paralelos: Son las circunferencias resultantes de cortar la esfera con planos que sean

perpendiculares al eje (que corten el eje formando un dngulo de 909).

Ecuador: Es la circunferencia que se obtiene al cortar la esfera con un plano perpen-
dicular al eje y que, a su vez, contiene el centro de la figura. Se puede también definir

como el paralelo con la mayor longitud.

Polos: (Punto B y Punto C): Son los puntos del eje ubicados en la parte superior e

inferior de la superficie esférica.

2.2.2.4. Toro

El toroide es un sélido de revolucién que se genera al hacer girar un poligono, o
una curva, alrededor de un eje que es exterior, es decir, que no lo contiene. El toroide
se caracteriza por tener una forma hueca, como la de un anillo, un donut, o incluso

puede asemejarse al neumatico de un coche. (Guillermo Westreicher, 2020)
Cuando se trata de una circunferencia la que gira, nos encontramos frente a

un tipo particular de toroide llamado toro.

El toro habitual incrustado en el espacio tridimensional tiene forma de rosqui-
lla, pero el concepto de toro es extremadamente 1til también en espacios de dimensio-
nes superiores. En general, los toros también pueden tener multiples agujeros, con el
término n-toro usado para un toro con n-agujeros. El caso especial de un toroide de 2
a veces se denomina toroide doble, el toroide de 3 se llama toroide triple. (Weisstein,

2022)
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Figura 2.4: Sélido de revolucién Toro. (https://economipedia.com/definiciones/
solido-de-revolucion.html)

2.2.2.5. Hiperboloide

Un hiperboloide es una superficie cuadratica que puede tener una o dos hojas.
El hiperboloide de una hoja es una superficie de revoluciéon obtenida al rotar una
hipérbola sobre la bisectriz perpendicular a la linea entre los focos (Hilbert y Cohn-

Vossen, 1991)

Figura 2.5: Sélido de revolucién Hiperboloide. (https://mathworld.wolfram.com/
One-SheetedHyperboloid.html)

2.2.3 Volumen de un sélido de revolucién

En general, para el calculo del volumen de un sélido de revolucién se puede

recurrir al calculo integral. Una forma, llamada el método de discos, consiste en divi-


https://economipedia.com/definiciones/solido-de-revolucion.html
https://economipedia.com/definiciones/solido-de-revolucion.html
 https://mathworld.wolfram.com/One-SheetedHyperboloid.html
 https://mathworld.wolfram.com/One-SheetedHyperboloid.html
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dir la figura en infinitos discos o porciones circulares, haciendo una sumatoria de sus

volimenes. (Guillermo Westreicher, 2020)

Otro método es el de las arandelas, utilizado cuando tenemos una figura hueca
como el toroide, donde el eje de revolucién no esta contenido en la regién plana que

gira. (Guillermo Westreicher, 2020)

2.2.4 Meétodos para calcular volimenes de sélidos de revolucion
2.2.4.1. Método de los discos

El método o la técnica consiste expresar el volumen del sélido como el limite

de una suma de los voliimenes de discos de aproximacion. (Hoffmann y Bradley, 1994)

Encontrar el volumen de un solido general de revolucién, se considera un sélido
de revolucién formado al girar una region plana alrededor del eje indicado. Para
determinar el volumen de este sélido se hace rotar un rectangulo representativo en la
region plana, y cuando ese rectangulo se hace girar alrededor del eje de revolucién, se

genera un disco cuyo volumen es: (Larson y Edwards, 2015)

AV = 1R*Ax
Aproximando el volumen del solido por n de estos discos de ancho Az y radio

R(x;) se obtiene

Esta aproximacién mejora a medida que ||A]| — 0(n — oo). Por lo que se

puede definir el volumen del solido como

b
Volumen del sélido = lim 7Y [R(z)]” Az :7T/ [R(z)]? da
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Figura 2.6: Volumen del disco.(Esta imagen fue tomada del libro de célculo tomo 1
de Larson y Edwards )

revolucion J por n discos
Ax

Figura 2.7: Método de los discos. (Esta imagen fue tomada del libro de célculo tomo
1 de Larson y Edwards )

Para obtener el volumen mediante el método de disco se deben de utilizar una de las

dos ecuaciones siguientes:

Cuando el eje de revolucion es horizontal
b
— / (R(2)]? da (2.1)

Cuando el eje de revolucién es vertical

—n [ (R dy 22)
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2.2.4.2. Método de las arandelas

Es el caso en que el area que gira en torno al eje de revolucién de su variable
independiente, estd producido por la figura limitada por dos funciones. (Paniagua y

Castele, 2002)

Figura 2.8: Método de las arandelas. (https://www.redalyc.org/journal/6079/
607968030005 /html /)

Si ry R son los radios interiores y exteriores de la arandela y w es la anchura,
su volumen estd dado por V = m(R? — r?)w (Bruce y Larson, 2010). Por lo tanto, si

f(z) > g(z) se tienen las expresiones siguientes:

V= / wlf(@)? — g(x)de (2.3)
V= / T[f(y)? — g(y)?]dx (2.4)

2.2.4.3. Meétodo de las capas

El método se llama asi, porque utiliza capas cilindricas. Cuando un rectangulo
se hace girar alrededor de su eje de revolucion, se forma una capa cilindrica o tubo.
Para encontrar el volumen de esta capa, se consideran dos cilindros. El radio del
cilindro mas grande corresponde al radio exterior de la capa, y el radio del cilindro

mas pequeno corresponde al radio interior de la capa. (Larson y Edwards, 2015)


https://www.redalyc.org/journal/6079/607968030005/html/
https://www.redalyc.org/journal/6079/607968030005/html/

Figura 2.9: Método de capas cilindricas.

El volumen de la capa es

AV = 2x[p(y)h(y)] Ay

El volumen de un sélido de revolucién se puede calcular mediante la expresion

n d
Volumen del solido = lim ZWZ[p(yi)h(yi)]Ay: 27r/ [p(y)h(y)]dy
N .

19
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CAPITULO III
METODOLOGIA

3.1 Introduccién.

En este capitulo se presentaron todos los aspectos metodologicos que permi-
tiran el desarrollo de esta investigacién. Aqui, se encuentran el tipo y diseno de la

investigacion, asi también el enfoque y el método.

3.2 Diseno de investigacién

Conforme a la intervenciéon el diseno de la investigacién es no experimental,
porque solo nos competen observar los fenémenos y no intervenir en ellos, implica que
no se utilizé un cardcter manipulativo de forma intencionada (Sampieri et al., 2014).
De acuerdo al tiempo de estudio el diseno de este proyecto es transversal, ya que
con respecto al mismo autor los datos son recolectados en un solo lapso de tiempo,
es decir, en un solo momento, y el mismo se realizdé durante el periodo 2023-2024.
Con relacion a la busqueda de la causa, el diseno es analitico-descriptivo, porque
implica un registro de informacién en forma de analisis, descripcién e interpretacién,
basdndose en el comportamiento comparativo de los métodos, esto segun Pelella y

Martins (2012).

3.3 Tipo de investigacion

Esta investigacion fue del tipo exploratorio, porque busca enfatizar el conoci-
miento de temas no muy notables o conocidos, para recopilar y profundizar informa-
ciones mas acabada, es decir, segiin (Sampieri et al., 2014), es exploratoria cuando
la revision de la literatura revela que s6lo hay pocas guias investidas o conceptos

vagamente relacionados con el problema de estudio, o bien, si deseamos indagar sobre
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temas y areas desde otro enfoque. Del mismo modo fue descriptivo, ya que busca
especificar las propiedades, las caracteristicas y los perfiles de personas, grupos, co-
munidades, procesos, objetos o cualquier otro fenémeno que se someta a un analisis.
Y de igual manera este proyecto tuvo un caracter documental, porque con respec-
to a (Arias, 2012), esta se fundamenta en la recopilacién, organizacién y anélisis de

informaciones escritas, habladas o audiovisuales.

3.4 Enfoque de la investigacion

El presente proyecto tuvo un enfoque cualitativo, porque esta no se enfoca en
manipular o medir variables. Es decir, segiin (Sampieri et al., 2014), este enfoque usa
la recopilacién de datos sin medicién numérica, para relucir o afinar preguntas de

investigacion para el proceso de anélisis.

3.5 Meétodo de la investigacién

El método utilizado fue el inductivo-deductivo, el cual consiste en explorar en
documentos y encontrar explicaciones, para luego describir y analizar los métodos
aplicados a los cuerpos de revolucién. Esta investigacion es inductiva, ya que busca
revisar documentos, para identificar ciertos resultados e inducir algunas propiedades,
que permiten verificar los objetivos y dar respuesta a las preguntas de investigacién.
Y, es deductiva debido a que se trata de extraer conclusiones sobre resultados impor-

tantes y asi verificar los objetivos planteados. (Rodriguez et al., 2017)

3.6 Procedimientos

En esta seccién se describieron los diferentes pasos que se desarrollaron para

realizar esta investigacion. Hasta el momento se han agotado las siguientes etapas:

Se llend y luego se envié el formulario de solicitud de tema de investigacion;
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luego se convocd a una reunion en donde se defendié el tema de investigacion. Luego
de que se aprob6 el tema, se realizaron varias reuniones presenciales y virtuales con
el asesor, en las cuales se fueron presentando los avances del anteproyecto. Se entregd

el anteproyecto con los tres primeros capitulos terminados.

Se recogieron los anteproyectos con las sugerencias del jurado evaluador. Se
tomaron en cuenta las sugerencias del jurado y se corrigieron algunos aspectos del
anteproyecto. Se realizd una reunion con el asesor, en la cual se traté el tema sobre el
capitulo IV y el capitulo V, para hablar sobre los aspectos importantes de estos dos

capitulos y como desarrollarlos de manera adecuada.

Se imprimieron y encuadernaron los tres ejemplares con los 5 capitulos para
los jurados. Se recibieron los ejemplares con las correcciones de los jurados, y por

ultimo se entregd este ejemplar con todas las correcciones hechas.
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CAPITULO IV
PRESENTACION DE LOS RESULTADOS

4.1 Introduccion.

Este capitulo tiene como objetivo analizar los métodos de discos y arandelas
para calcular volimenes a sélidos de revolucion, para lograr esto, se presentaron una

serie de resultados, en los que queda evidenciado el uso de estos métodos.

4.2 Relaciéon entre la cantidad de discos o arandelas utilizados y la pre-

cisién del calculo del volumen.

La integral definida como el limite de sumas.

Teorema 4.2.1 Dada una funcién continua y = f(z), a < z < b, y un nimero
e > 0. Entonces, existe un nimero 0 > 0 con la siguiente propiedad: si los puntos
ag < a; < ... < @, donde ay = a y a,, = b, satisfacen la desigualdad ap — ar_1 < o
para cada k = 1,2,...,m y si los puntos x1,...,x,, son elegidos de los intervalos

g, A1, ..y A1, A, Tespectivamente (es decir, a1 < x < ay), entonces

<eE.

m b
S Fla)(ax — ax1) — / f(2)de

Teorema 4.2.2 Dada una funcién continua y = f(x), a < x < b, y una secuencia
normal de particiones de este segmento. Si el punto x,, ;, pertenece al k-ésimo intervalo
de la n-ésima particién (es decir, ap -1 < Tpg < app paraun k = 1,2,....0,; n =

1,2,...), entonces

b ln
[ radde = lim > ) ans - anecs)

k=1
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Dado un € > 0. Elegimos N de tal manera que n > N y que se cumpla la
desigualdad r, < ¢, es decir, que todos los intervalos de la n-ésima particion tienen
una longitud < 0 (donde § tiene el mismo significado que en el teorema anterior).

Entonces por el teorema 4.2.1 tenemos

<e. (4.1)

In b
> fnans — tnir) = [ o)t
k=1 @

Esto significa que se cumple la igualdad (4.1). En particular, se deduce que
si todos los segmentos de la n-ésima particién son de la misma longitud, es decir,

27"(b — a), entonces

b 2"
/ Flayde = (b—a) 2" 3" Flan)
a k=1

La notacién / ’ ydx estd estrechamente relacionada con el Teorema 2. El simbolo [, la
letra S modiﬁ?:ada, tenia que indicar la suma de infinitos términos “infinitesimales” de
la forma ydzx; este concepto que no estaba bien definido desde el punto de vista 16gico
ahora queda expresado estrictamente en el Teorema 4.2.2. Se ve claramente que este
teorema representa la integral definida, no como una suma infinita sino como un limite

de sumas de un numero creciente de términos.

El volumen y el area superficial de un sélido de revolucién

Sea una funcién continua y = f(z), o < z < b, dada. Ademas, sea f(x) > 0.
Denotamos por P la regién formada por los puntos x, y que satisfacen las condiciones
a<z<b0<y< f(x). Al girar la regién P alrededor del eje X, obtenemos un

solido de revolucién. Denotemos su volumen como V. Tenemos

b
(13) V= 7T/ v dx
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Para explicar esta formula, consideremos una secuencia normal de particiones

(ver teorema 4.2.2). Sea

Figura 4.1: Secuencia normal de particiones.

f(znx) la cota superior de la funcién f en el intervalo a, 1, a, k. Reempla-
zando el area de nuestra curva que se encuentra sobre este intervalo por el segmento
y = f(xnx) obtenemos al rotar alrededor del eje X un cilindro con la base 7 f(z,x)?

y con la altura a, , — a, -1, y por lo tanto con el volumen

ﬂ-f(];n,k)Q(&n,k - @n,kfl)'

Procediendo de esta manera para cada k (siendo n constante), reemplazamos
el solido de revolucion considerado por otro, circunscrito en el sélido dado y com-
puesto por un cierto nimero de cilindros. El volumen de este solido es la suma de los
volimenes de los cilindros particulares: denotando este volumen como V,,, tenemos

entonces

Anélogamente, al reemplazar la cota superior por la cota inferior en la cons-
truccién anterior, demostramos que V' es el limite de los volimenes de ciertos sélidos
inscritos en el sélido de revolucion considerado, cada uno de los cuales es la suma de

cierto numero de cilindros en este caso.
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4.2.1 Método de discos

Ejemplo 1 Encontrar el volumen de un sélido formado al hacer girar la curva y =

1/x, desde x = 1 hasta = = 2, alrededor del x

Para poder entender este problema, es conveniente realizar un bosquejo re-
presentativo, como se muestra en la figura 4.1a, y = 1/z se observa la curva junto
con el elemento diferencial, es decir, un disco x con radio R(z) = 1/z. En la Figura
4.1b se representa todo el sélido, junto con el elemento diferencial, o sea con el disco

representativo.

El volumen del elemento diferencial mostrado en la figura 4.1a es aproxima-
damente mR(z;)2Az, donde R(x;) representa el radio del disco y Az es el grosor de
esa rebanada. El radio R(z;) es la distancia desde el eje x hasta la curva, de ahi

R(z;) = 1/x;.

y=1/x

R(x)=1/x

(a)

Figura 4.2: Bosquejo del método de discos.(https://espanol.libretexts.org/
Matematicas))

Si se rebana el solido en n rebanadas igualmente espaciadas, se puede aproxi-

mar el volumen total, sumando el volumen aproximado de cada disco:

n 2
) 1
Volumen aproximado = Zﬂ' (— Ax
i=1 Li
Tomando el limite de la suma anterior cuando n — oo nos da el volumen real

o aproximado del sélido generado; y mediante esta suma de Riemann nos permite

evaluar el limite como una integral definida.


https://espanol.libretexts.org/Matematicas/ )
https://espanol.libretexts.org/Matematicas/ )
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Como se esta girando alrededor del eje horizontal, se trabajara con la ecuacién

2.1

4.2.2 Meétodo de arandelas

Ejemplo 2 Obtener el volumen del solido formado, el cual rota por la regién deli-

mitada y = 22 — 22+ 2y y = 22 — 1 alrededor del eje x.

Igual que en el ejemplo anterior, es conveniente realizar un bosquejo represen-
tativo del problema, como se muestra en la figura 4.2a, se observa la regién entre las
dos curvas y = 22 — 22 + 2 y y = 2 — 1. En la figura 4.2b al girar alrededor del eje
x se engendraran secciones transversales en forma de arandelas. En la Figura 4.2c se

muestra el solido de revolucién completo.
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y v y
54 54
T T =x ] x
1 2 3 1 3
54 — 5]
(a) (b)

Figura 4.3: Bosquejo del métodos de Arandela. (https://espanol.libretexts.org/
Matematicas))

El radio exterior de la arandela es R(z) = 2z — 1; el radio interior de la misma
es r(x) = 2° — 2z + 2. Como la regién estd delimitada desde un z = 1 hasta un x = 3,
se integra de la siguiente forma para obtener el volumen del sdlido, ya que, la regién

rota alrededor del eje horizontal se tomara la ecuacion 2.3.

3
V:ﬂ'/ (22 —1)* = (2* — 20+ 2)*) da
1
3
:n/ (42° — 4z +1— (2" — 42® + 82* — 8x + 4)) dx
1

3
:7T/ (—x4+4x3—4w2+4x—3)dx
1

3

5 3 )
15 4 3° 4
=7 |——+1*" = 1P 4+2(1)2 = 3(1)| — |—= +3* - =3°+2(3)> - 3(3)
5 3 5 3
104
= —TU


https://espanol.libretexts.org/Matematicas/ )
https://espanol.libretexts.org/Matematicas/ )
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4.3 Ventajas y desventajas que tienen los métodos de discos y de aran-

delas para obtener volimenes a sélidos de revolucién.

4.3.1 Ventajas del método de discos

= Ideal para sélidos de revolucién con formas cilindricas simples.
= Se puede aplicar a otros sélidos con secciones transversales conocidas.

= Puede adaptarse para manejar sélidos con agujeros o region bajo dos funciones.

4.3.1.1. Desventajas del método de discos

» Estd limitado a sélidos de revolucién con formas cilindricas, y su adaptabilidad

a formas mas complejas puede ser limitada o su aplicabilidad es muy compleja.

4.3.1.2. Ventajas del método de arandelas

= Eficiente para solidos de revolucién.
= Permite calcular volimenes con formas irregulares.

= Conceptualmente es sencillo de entender.

4.3.1.3. Desventajas del método de arandelas

= No es adecuado para todos los tipos de sélidos.
= Requiere una correcta divisién en anillos para una precisién éptima.

= Puede ser complicado de aplicar a problemas complejos.
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4.4 La herramienta computacional GeoGebra para implementar el méto-
do de discos y arandelas en la eficiencia del calculo automatico de

volimenes.

En este aspecto, la herramienta GeoGebra cuenta con diversos modos de re-
presentacion, tales como la vista algebraica, la de calculo simbdlico CAS, ademas
de las representaciones graficas bidimensionales y tridimensionales, entre otras. Es-
tas distintas vistas estan interconectadas para generar y activar de manera dindmica
elementos algebraicos y gréficos, posibilitando su transformacién fluida de una di-
mension a otra. Estas representaciones no solo optimizan el tiempo, sino que también
ofrecen la capacidad de exhibir una amplia gama de comportamientos del objeto en
estudio, algo que resultaria complicado lograr mediante métodos tradicionales como

el dibujo con lapiz y papel.

La visualizacion tridimensional en GeoGebra presenta un modelo geométri-
co que posibilita la creacién de sdlidos de revolucién ajustables. La representaciéon
analitica y numérica combina definiciones con ecuaciones en el software, permitiendo
que las formas geométricas de la vista grafica 2D y 3D sean dindamicas y manipulables,
junto con la valoracién de las aproximaciones del volumen del sélido. Ademés se va a
observar, de manera simultanea, que a medida que el solido de revolucién se acerca a

su forma real, la aproximacion del volumen tiende a ser mas precisa.

Método de Discos

~ Vista Grafica X | » Vista Algebraica
A Cv Nimero
$=189.94
® n=31
Texto
® textol = “Vi = ? ™

—12v3 42346 ,,

v
® textod = “V» = 189.94 v’"

» Vista Grafica 3D

® texto2 = “A; =

Niimero de formas geométricas

Figura 4.4: Construccion gréfica del método de disco. (Construccién propia )
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Para demostrar la eficiencia de la herramienta GeoGebra se aborda el siguiente
ejercicio, con el objetivo de calcular las sumas de Riemann, para luego obtener el

volumen del sélido mediante la integracién en la representacién tridimensional.

Para calcular la suma de los discos en la representacién tridimensional de
la Figura 4.4, empleamos el comando Suma(< Lista >) y reemplazamos C, que
representa la lista de discos, ajustando el deslizador para asignarle el valor de n = 150.
Al introducir S = Suma(C), en la entrada se obtiene el resultado de la suma en la
representacion algebraica de la Figura 4.2.

~ Vista Algebraica
= iv e
Nimero
§=19284
® n=150
Texto

> Vista Grafica 3D

Figura 4.5: Valor de las sumas de Riemann y sélido. (Construccién propia )

Después de eso, para determinar el volumen del sélido de revolucion, utiliza-
mos la férmula V =7 fab [R(z)]? dz y la adaptamos al comando Integral(<funcién>,
<Extremo inferior del intervalo>, <Extremo superior del intervalo>) para obtener
la solucién al problema. Al introducir V' = Integral(rw f(x)? a,b) en la entrada, se
obtiene el volumen V', como se muestra en la (Figura 4.6b) de la representacién alge-

braica.

Al comparar los resultados de S'y V' observamos que a medida que n aumenta,

S tiende hacia V' y cuando n tiende al infinito S se aproxima o es V.

Para obtener el volumen exacto de la (Figura 4.6a), activamos la vista célculo

simbélico CAS y también ingresamos el comando Integral(r f(x)?, a,b).
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~ Calculo Simbdlico (CAS) Al | ~ Vista Algebraica
T i | v fev
V_1=Integral(pi  a, b Nimero
~-interal(p ) - §5=192.84
1 Vi — 493 - ® V=1983.6
S B -® c=2253
‘ ® n=150
a) Volumen exacto b) Volumen de S, V

Figura 4.6: Volumen S, V' y valor exacto. (Construccién propia )

Método de Arandelas

>

~ Vista Grafica ~ Vista Grafica 3D
W | ~ Dv O~ ®v D~

Figura 4.7: Construccion del método de arandelas. (Construccién propia )

En primer lugar se observa en la figura 4.7, la construcciéon del método de
arandelas en el programa, luego de esto, Para obtener una aproximacién del volumen
mediante sumas, ajustamos n hasta 200 e ingresamos S, = Suma(Cr — C,) en la
entrada, obteniendo este resultado en la vista algebraica. El volumen del sélido de
revolucion, calculado a través de la integral V = fabﬂ[ f(x)? — g(x?)]dx se obtiene
ingresando la siguiente sintaxis en la entrada de la vista CAS: V, = Integral(m((f)?—

(9)?),a,b). Ambos valores se presentan visualmente en la Figura 4.8.

~ Vista Algebraica
[+ fiv
s,=9.89
s,=52
S, =9226
~® a=-08
® b=18
~® n=200
<
~ Cdlculo Simbélico (CAS)
T i
V_a=Integral(pi((T-(g)’), a, b)

1
OV, =92.78

Figura 4.8: Volumen de S, y V,. (Construccién propia )
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4.5 Formas que presentan desafios particulares para los métodos.

Algunas formas o sélidos de revolucién y situaciones pueden presentar desafios
particulares al aplicar métodos como el de las arandelas y de discos para calcular

volumenes de sélidos de revolucion.

, g -
x=-1 L 34 f !
|
- + 1+V4 -
2
14 hY l
AL AT ERIE Ay
AP——} f
Va -y \ -
] X | i
/ \ : :
/ | ; /
\ ; y
14 J L H H 4
/ . '
/ | '
S PP Lt DL T |
-~ < ) o
23—
|
x=-1 x=-

Figura 4.9: Sélido de revolucién esferoide con interseccién central.(Imagen tomada
del libro de Calculo de Purcell)

En la Figura 4.9, se evidencia el uso del método de las arandelas, pero se
dificultaria, si se intentase por el método de discos, ya que, la regién acotada esta

definida por dos funciones. Entonces el método mas conveniente es el de arandelas.

Figura 4.10: Sélido de revolucion, toroide
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Como se puede apreciar en la Figura 4.10, tanto el método de discos como el
método de las arandelas son faciles de aplicar, aunque para el método de los discos
que se limita a solidos con un hueco en el centro, aqui si se rebana el solido de forma
horizontal al eje de giros, el cdlculo del volumen por el método disco, puede ser eficaz.
Como se esta frente a un cuerpo de revolucién definido por dos funciones, el método
de las arandelas se ejecutara de manera eficaz, ya sea perpendicularmente a los ejes

de la abscisa o de la ordenada.

Figura 4.11: Sélido de revolucién, paraboloide. (Imagen tomada del libro de Calculo
de Purcell)

De manera analitica en la Figura 4.11, el método de las arandelas seria comple-
jo de aplicar, ya que no se presenta bajo una regién entre dos funciones, sin embargo
el método de discos resulta ser el mas conveniente, de modo que se pueden rebanar

discos de forma cilindrica.
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CAPITULO IV
CONCLUSIONES

5.1 Introduccion.

En este capitulo, se han reunido los resultados fundamentales y los logros més
destacados de la tesis, lo cual posibilité derivar las conclusiones més significativas de
la investigacion. Para concluir, este apartado culmina con la propuesta de posibles

direcciones para investigaciones futuras.

5.1.1 conclusiones.

En este estudio de investigacion, se llevd a cabo un andlisis con el objetivo de
analizar el método de discos y el de arandelas para calcular voliimenes de solido de

revolucion.

= Incremento en la cantidad de elementos: A medida que se aumenta la
cantidad de discos o arandelas utilizadas, se esta dividiendo el sélido en elemen-
tos mas pequenos y, por lo tanto, se obtiene una representacién mas detallada

de la forma del sélido.

Aumento de la precisiéon: Cuanto mas discos o arandelas se usen en la apro-
ximacion, mas se acercara la suma de los volimenes individuales al volumen
real del sélido. En el limite, a medida que la cantidad de elementos tiende a
infinito, la aproximacion se convierte en la integral definida, y el resultado se

vuelve mas preciso.

Convergencia hacia la solucién exacta: Al utilizar una cantidad infinita
de discos o arandelas, la aproximacion converge hacia la solucion exacta del

volumen del sélido.

= El método de disco y arandelas comparten la capacidad de abordar sélidos

de revolucion, pero sus diferencias fundamentales residen en la flexibilidad y
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complejidad de los sélidos que pueden manejar. Mientras el método de discos es
mas versatil al adaptarse a secciones transversales conocidas y a ciertos solidos
con agujeros, el método de arandelas destaca por su eficiencia y capacidad para
lidiar con cuerpos irregulares, es decir, si el sélido presenta una irregularidad

mas compleja este es mas eficiente.

GeoGebra es una herrramienta que ofrece diversas representaciones interconec-
tadas que dinamizan objetos algebraicos y graficos, permitiendo transforma-
ciones fluidas entre dimensiones. Estas representaciones optimizan el tiempo y
revelan comportamientos dificiles de capturar con métodos tradicionales. Espe-
cialmente, la vista grafica 3D facilita la construccién de sélidos de revolucion
modificables, mejorando la precisién de las aproximaciones volumétricas a me-
dida que el sélido se acerca a su forma real. En conjunto, esta herramienta
demuestra eficacia y exactitud, superando las limitaciones de las representacio-

nes estaticas convencionales.

La obtencién de volimenes mediante el método de discos y arandelas, aplicado
a solidos de revolucién, presenta desafios en la precision del célculo debido a
la variabilidad de la forma tridimensional. La eleccion entre ambos métodos a
menudo dependera de la forma especifica del sélido. Si el solido tiene una forma
cilindrica simple, el método de discos puede ser mas conveniente. Si la forma es

mas compleja, el método de arandelas puede ser preferible.

Lineas futuras de investigacién

Como lineas futuras de investigacién se pueden considerar las siguientes:

1. Anaélisis de los errores en el Método de discos y arandelas, y propuesta de

estrategias para minimizarlos.

2. Analisis comparativo entre el método de discos y arandelas y otros métodos

para el calculo de volimenes de sélidos de revolucion.
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3. Aplicar el método de discos y arandelas a sélidos de revolucién con formas
geométricas mas complejas, explorando su validez y eficacia en contextos méas

diversos.
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Anexo A: Recursos

Dentro de los recursos utilizados se encuentran los recursos humanos,

tecnologicos y bibliograficos.

Recusos

La sustentante, el asesor las personas
Humanos que han realizado la impresién y encua-
dernacion del trabajo de investigacion.
Computadora, impresora, celular, el
Wifi y el vehiculo de transporte.
Libros, revistas, articulos de investiga-
Bibliograficos cion, articulos web, diccionarios digita-
les y paginas web.

Tecnolégicos

Tabla 5.1: Recursos

Anexo B: Presupuesto

Presupuesto
Descripcion Costo
Impresion 27,900
Encuadernacion 3,000
Vidticos y transporte | 10,853
Imprevistos 3,000
Total 44,753

Tabla 5.2: Presupuesto
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