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pañado a lo largo de este camino. Su guı́a ha sido mi luz en los momentos de incertidumbre,

mi refugio en las dificultades y mi inspiración constante para seguir adelante. Sin Su gracia

y bendición, este logro no habrı́a sido posible.

A mi familia, pilar fundamental en mi vida, este logro es tanto mı́o como suyo. Gracias

por su amor incondicional, por animarme, por creer en mı́, motivarme y celebrar conmigo

cada pequeño paso. Especialmente a mis padres, Henry Monegro Santos y Luisa Suandry

Almanzar Rosario, por su ejemplo, su esfuerzo y su apoyo constante, por enseñarme el
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A mis compañeros de estudio, especialmente a Michael Núñez Ventura, Ricaury Benitez,
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RESUMEN

Este estudio presenta un análisis comparativo exhaustivo de los métodos de Halley y Bairs-

tow para la resolución de ecuaciones no lineales y de orden superior. El objetivo principal

fue evaluar y comparar el rendimiento de estos métodos en términos de convergencia, pre-

cisión, estabilidad numérica y eficiencia computacional.

Se implementaron ambos métodos en Python, utilizando bibliotecas cientı́ficas como NumPy

y SymPy. Se diseñaron experimentos numéricos que abarcaron una variedad de ecuacio-

nes, incluyendo polinómicas, transcendentales, con raı́ces múltiples y de orden superior.

Se evaluaron métricas como el número de iteraciones hasta la convergencia, error absoluto

final, tiempo de ejecución y orden de convergencia observado.

Los resultados demuestran que el método de Halley exhibe convergencia cúbica y alcanza

precisiones del orden de 10−12, mientras que el método de Bairstow muestra convergencia

cuadrática con precisiones del orden de 10−8. El método de Halley resultó más eficiente
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para ecuaciones transcendentales y raı́ces simples, mientras que Bairstow demostró mayor

robustez en polinomios de alto grado y en el manejo de raı́ces complejas.

La investigación proporciona criterios claros para la selección del método más apropiado

según las caracterı́sticas especı́ficas del problema a resolver.

IX



1

CAPÍTULO I
INTRODUCCIÓN

1.1 Introducción

En este capı́tulo se presenta un conjunto de investigaciones que guardan estrecha

relación con el tema de esta investigación y que funcionarán como marco de referencia pa-

ra el desarrollo de la misma. Las investigaciones en cuestión constituyen los antecedentes

históricos y académicos y hacen referencia a los métodos de Halley y Bairstow, ası́ como a

su aplicación en la resolución de ecuaciones de orden superior.

Además, este capı́tulo incluye el planteamiento del problema, los objetivos, la jus-

tificación de la investigación y los alcances del estudio, elementos que ilustran lo que se

persigue conseguir con esta investigación.

1.2 Antecedentes.

1.2.1 Antecedentes históricos.

1.2.1.1 Origen y desarrollo de los métodos iterativos para resolver ecuaciones no li-

neales

El desarrollo de los métodos iterativos para resolver ecuaciones no lineales tiene

sus raı́ces en los trabajos pioneros de matemáticos como Isaac Newton y Joseph Raphson

en los siglos XVII y XVIII. Sin embargo, no fue hasta principios del siglo XX cuando se

produjeron avances significativos en este campo.

Edmond Halley, nació el 8 de noviembre de 1656 en Haggerston, y murió el 14 de

enero de 1742 en Greenwich, Inglaterra. El método de Halley, propuesto por él mismo en

1694, fue uno de los primeros métodos iterativos más avanzados para resolver ecuaciones

no lineales. Este método, también conocido como el método de la tercera aproximación de

Newton, mejoró la convergencia del método de Newton al incorporar información adicio-
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nal sobre la segunda derivada (Householder, 1970).

Por otro lado, Leonard Bairstow (1880-1963), fue miembro de la Orden del Imperio

Británico y nació en 1880 en Halifax, West Yorkshire. Es recordado principalmente por sus

trabajos en aviación y por el Método de Bairstow, mediante el cual se pueden encontrar las

raı́ces enteras e imaginarias de un polinomio de grado arbitrario. Este método, fue publica-

do en 1914 y desarrollado por Leslie Bairstow en 1920, fue diseñado especı́ficamente para

encontrar raı́ces reales y complejas de polinomios de orden superior (Ralston & Rabino-

witz, 2001). Este método se basa en la factorización de polinomios y ha sido ampliamente

utilizado en el campo del análisis numérico.

1.2.2 Antecedentes históricos del método de Halley

De acuerdo con Eggen(2023), Edmund Halley nace el 8 de noviembre según el ca-

lendario gregoriano y 29 de octubre según calendario juliano en el distrito de Haggerston,

ciudad de Londres, muere el 14 de enero de 1742 en Greenwich, Inglaterra. Éste fue un

astrónomo, matemático y fı́sico inglés, quien realizó el cálculo de la órbita del cometa Ha-

lley. Fue amigo de Isaac Newton y miembro de la Royal Society.

En correspondencia con Scavo y Thoo(1995), Halley quedó impresionado por el

trabajo del ingenioso profesor de matemáticas Thomas Fautet de Lagny, quien publicó un

libro en Parı́s en 1692, donde presentó fórmulas que servı́an para la extración de raı́ces de

potencias puras, de manera especial, la raı́z cúbica. El resultado que impresionó a Halley

fue el de la raı́z de 3
√

a3 + b con a, b ∈ Z el cual se encuentra entre

a + ab

3a3 + b
y

a

2 +
√

a2

4 + b

3a
para a3 > b > 0 (1.1)

Estas fómulas fueron nombradas por Halley como fórmulas racional e irracional,

respectivamente. Cada caso es especial, sin embargo, Halley prefirió la fómula irracional

antes que la racional debido al gran divisor que posee ésta última, lo que significa que difi-

cultarı́a el trabajo del cálculo en algunas aplicaciones.
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De acuerdo a Ezquerro (2001), Halley inició su demostración de la fórmula de

Lagny tratando de conseguir un término corrector ε de forma que (a + ε)3 = a3 + b lo

cual lo lleva a b = 3a2ε + 3aε2 + ε3. obviando el término ε3 quedando expresado como

b ≈ 3a2ε + 3aε2 de donde se pueden tener cálculos aproximados para ε como se muestra a

continuación
b

3a2 ≈ ε + ε2

a
≈ ε (1.2)

ε ≈ b

3a2 + 3aε
(1.3)

luego al reemplazar (1.2) en (1.3) se obtiene

ε ≈ b

3a2 + 3a
b

3a2

= ab

3a3 + b

∴ la aproximación para la forma racional de Lagny estarı́a dada por:

3
√

a3 + b ≈ ab

3a3 + b
(1.4)

Usando esta notación, definiendo f(x) = x3 − a3 − b y tomando x0 = a, entonces la

expresión (1.4) corresponde a lo que serı́a el primer paso del Método de Halley expresado

de la siguiente forma:

xn+1 = xn − 2
2 − Lf (xn)

f(xn)
f ′(xn) (1.5)

de donde

Lfxn = f(xn)f ′′(xn)
f ′(xn)2 (1.6)

Según Scavo y Thoo (1995), Halley también admiraba el trabajo del matemático

francés del siglo XVI, François Viéte, popularizador de lo que más tarde se conocerı́a como

el método de Horner una técnica de aproximación iniciada por varios matemáticos chinos

en el siglo XII. El método de Viéte, como se le suele llamar, es un algoritmo lineal con-

vergente similar al método de la Bisección y se le puede aplicar a cualquier polinomio que
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por lo menos tenga una solución real. También se puede usar para producir valores inicia-

les del método de Newton-Raphson y de otros métodos interativos de orden superior, algo

que el mismo Halley podrı́a haber hecho. Al parecer, el método de Viéte fue un importante

precursor del método de Halley y de los métodos de búsqueda de raı́ces en general co-

mo el Newton-Raphson. Halley, al escribir su artı́culo en el año 1694, aparentemente no se

percató de que su método hacı́a uso de las derivadas o fluxiones, como él lo habrı́a llamado.

De acuerdo con Kollerstrom (1992), ésto no es sorprendente considerando que fue

Simpson en 1740 quien conectara las derivadas con el método de Newton-Raphson; lo que

es verdaderamente sorprendente es que Brook Taylor reconociera la derivada para el méto-

do de Halley en 1712, Feigenbaum (1985), es decir, notó lo que Halley no habı́a logrado

comprender: que los coeficientes en los ejemplos de Halley están directamente relaciona-

dos con las derivadas sucesivas del polinomio original.

A pesar del gran avance que tuvo Taylor, no pudo lograr una fórmula general para el

método de Halley. Quien pudo obtener este gran alcance un siglo después fue Schrödinger,

al derivar la función de iteración lo que conocemos hoy en dı́a como el método de Halley.

En su artı́culo Schröder E. (1870), hace mención a la fórmula del Halley de una manera

muy pasajera debido a que estaba interesado en las funciones de interación orden superior,

por consiguiente Kobal(2002), en un artı́culo publicado en 1891 presentó la derivada de

la fórmula de Halley pero por desgracia ésta quedó confusa . Luego, Frame(1944) tuvo

éxito al derivar por primera vez la función de interación usando el polinomio de Taylor de

segundo grado.

1.2.3 Desarrollo Históricos del Método de Bairstow.

El desarrollo histórico del Método de Bairstow representa un hito significativo en

el campo del análisis numérico y la ingenierı́a aeronáutica. Este método debe su nombre

a Leonard Bairstow (1880-1963), un distinguido ingeniero británico que lo desarrolló du-

rante su trabajo en el Real Instituto Aeronáutico de Inglaterra. La primera publicación del

método apareció en 1914, aunque la versión más refinada y ampliamente conocida fue pre-
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sentada en 1920, surgiendo como respuesta a las necesidades especı́ficas de la industria

aeronáutica durante la Primera Guerra Mundial.

La motivación principal para el desarrollo del método surgió de la necesidad de

calcular con precisión las caracterı́sticas aerodinámicas de las aeronaves, especı́ficamente

en problemas relacionados con el flutter (vibración aerodinámica). Los métodos existentes

en ese momento resultaban inadecuados para manejar eficientemente polinomios de grado

superior con coeficientes reales, lo que llevó a Bairstow a innovar con un enfoque que bus-

caba factores cuadráticos en lugar de raı́ces individuales, permitiendo mantener todos los

cálculos en el dominio real, incluso cuando se encontraban raı́ces complejas.

Durante las décadas siguientes a su introducción, el método ganó considerable po-

pularidad en la industria aeronáutica, experimentando diversas mejoras en su estabilidad

y convergencia. Con la llegada de la era computacional en la década de 1950, el método

de Bairstow se adaptó exitosamente para su implementación en computadoras digitales, lo

que llevó al desarrollo de algoritmos más eficientes y robustos basados en sus principios

originales.

La evolución del método continuó a través de las décadas: en los años 60 se im-

plementó en FORTRAN y otros lenguajes de programación temprana; durante los 70 se

realizaron importantes mejoras en la selección de valores iniciales; en los 80 surgieron va-

riantes hı́bridas que combinaban el método de Bairstow con otras técnicas; y desde los 90

hasta la actualidad, se han desarrollado optimizaciones para arquitecturas de computación

moderna.

El impacto histórico del método de Bairstow ha sido significativo, revolucionando

el cálculo de raı́ces polinómicas en ingenierı́a aeronáutica y proporcionando una base sólida

para el desarrollo de otros métodos numéricos. A pesar de ciertas limitaciones identificadas,

como la sensibilidad a la elección de valores iniciales y problemas de convergencia en ca-

sos especı́ficos, el método ha demostrado su utilidad en numerosas aplicaciones prácticas,
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desde el diseño de aeronaves durante las guerras mundiales hasta el análisis de vibraciones

en estructuras.

En la actualidad, el legado del método de Bairstow persiste en la educación ma-

temática y la práctica ingenieril. Continúa siendo una parte fundamental en los cursos de

análisis numérico y ha influido significativamente en el desarrollo de métodos modernos

para encontrar raı́ces. Su enfoque único de mantener los cálculos en el dominio real si-

gue siendo valioso para muchas aplicaciones prácticas, demostrando cómo una solución

desarrollada para un problema especı́fico puede evolucionar hasta convertirse en una herra-

mienta estándar en el análisis numérico.

1.2.4 Antecedentes académicos

Los siguientes son algunos detalles de investigaciones que tienen relación con el

tema de esta investigación.

Ezquerro et al. (2001), en su trabajo titulado “El Método de Halley: Posiblemente el

Método más Redescubierto del Mundo”, dicen que muchos, pero no todos, de los procesos

iterativos de tercer orden se ajustan a la forma de la función iterativa y que se puede probar

que todos los procesos iterativos de tercer orden están dados por la función de iteración

donde b es una función arbitraria que esta acotada para valores próximos de la raı́z.

Romero (2016), en su tesis titulada Análisis Comparativo entre los “Métodos Ite-

rativos de Newton y Halley y su Aplicación para la Solución de Sistemas de Ecuaciones

no Lineales”, concluyó que el método de Halley presenta una mayor eficacia y rapidez de

convergencia al hallar la solución de un sistema de ecuaciones no lineales. Aunque, el coste

computacional es alto dado que, se necesitan más operaciones que en el método de Newton,

lo que eleva el grado de dificultad al momento de implementar el algoritmo.

López et al. (2019), en su artı́culo titulado “Las raı́ces de un polinomio a través

de Bairstow”, publicado en la revista MICA, llegaron a la conclusión de que, el método
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de Bairstow proporciona una aproximación eficaz para encontrar las raı́ces de polinomios

de alto grado. A través de la aplicación de iteraciones sucesivas y cálculos algebraicos, el

método puede converger a soluciones precisas. Aunque observaron que su eficacia puede

verse afectada por la elección inicial de valores y la sensibilidad a las condiciones iniciales.

1.3 Planteamiento del problema

En el campo de la resolución numérica de ecuaciones no lineales, los métodos de

Halley y Bairstow representan herramientas valiosas con caracterı́sticas distintivas. Sin em-

bargo, aún no existe un estudio exhaustivo que compare sistemáticamente su rendimiento

y aplicabilidad en diversos escenarios, especialmente en ecuaciones de orden superior. La

necesidad de comprender las circunstancias óptimas para aplicar cada método, consideran-

do factores como convergencia, estabilidad numérica y precisión, resulta fundamental para

su implementación efectiva en aplicaciones prácticas.

La implementación efectiva de estos métodos en entornos de programación presen-

ta desafı́os significativos que requieren un análisis detallado. Para el método de Halley,

es crucial desarrollar estrategias robustas para el cálculo de derivadas de orden superior y

el manejo de singularidades. En el caso del método de Bairstow, la implementación debe

abordar cuidadosamente la división sintética y la búsqueda eficiente de factores cuadráti-

cos, considerando aspectos como la precisión numérica y la estabilidad computacional.

El diseño y ejecución de experimentos numéricos comprensivos constituye otro as-

pecto crı́tico del problema. Es necesario establecer un conjunto representativo de ecuacio-

nes que permita evaluar el comportamiento de ambos métodos bajo diferentes condiciones,

incluyendo variaciones en el grado de las ecuaciones, la naturaleza de las raı́ces y la sensi-

bilidad a las condiciones iniciales. La recopilación y análisis sistemático de estos resultados

experimentales es fundamental para comprender el rendimiento comparativo de los méto-

dos.

La determinación de las circunstancias óptimas para la aplicación de cada método
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requiere un análisis profundo de sus caracterı́sticas especı́ficas. Factores como la veloci-

dad de convergencia, la estabilidad numérica, la precisión en las soluciones y la eficien-

cia computacional deben evaluarse en diferentes contextos prácticos. Esta comprensión es

esencial para proporcionar directrices claras sobre la selección del método más apropiado

según las caracterı́sticas particulares del problema a resolver.

En este contexto, surge la pregunta de investigación: ¿Cómo se comparan los méto-

dos de Halley y Bairstow en la resolución de ecuaciones de orden superior?

Para responder esta pregunta principal, se plantean las siguientes interrogantes es-

pecı́ficas:

¿Cómo se implementan efectivamente los métodos de Halley y Bairstow en un en-

torno de programación para realizar experimentos numéricos?

¿Qué resultados se obtienen al ejecutar experimentos numéricos que cubran diferen-

tes tipos de ecuaciones y escenarios iniciales?

¿En cuáles circunstancias es más conveniente aplicar uno u otro método?

¿Cómo se comparan los métodos de Halley y Bairstow en términos de su implemen-

tación, comportamiento bajo diferentes escenarios y rendimiento (convergencia, pre-

cisión, estabilidad numérica y eficiencia computacional) para la resolución de ecua-

ciones de orden superior?

1.4 Justificación

Comprender y resolver ecuaciones de orden superior es fundamental en matemáti-

cas y ciencias aplicadas. Estas ecuaciones aparecen en una amplia gama de problemas,

desde la fı́sica y la ingenierı́a hasta la economı́a y la biologı́a. Por lo tanto, evaluar la efi-

cacia de métodos numéricos como Halley y Bairstow en la resolución de estas ecuaciones

tiene un impacto directo en la capacidad de abordar problemas del mundo real.
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Aunque tanto el método de Halley como el de Bairstow son métodos numéricos

ampliamente utilizados para resolver ecuaciones, es importante determinar cuál de ellos

es más efectivo en términos de precisión y eficiencia. Esta comparación es relevante para

los cientı́ficos e ingenieros que deben elegir el método adecuado para sus aplicaciones es-

pecı́ficas.

Si la investigación encuentra diferencias significativas entre los dos métodos, esto

podrı́a llevar a mejoras en su implementación o incluso a la creación de nuevos métodos

numéricos más eficientes. Esto contribuirı́a al avance en la resolución de ecuaciones de or-

den superior y, en última instancia, a la mejora de la precisión de los modelos matemáticos

utilizados en diversas disciplinas. Esta investigación es importante porque abordara una

cuestión fundamental en matemáticas y ciencias aplicadas, tiene el potencial de mejorar la

eficiencia de la resolución de ecuaciones de orden superior y contribuir al conocimiento en

este campo.

1.5 Objetivos

1.5.1 Objetivo general

ealizar un análisis comparativo detallado de los métodos de Halley y Bairstow para

resolver ecuaciones de orden superior, evaluando su implementación, comportamiento y

contextos óptimos de aplicación.

1.5.2 Objetivos especı́ficos

Desarrollar implementaciones robustas de los métodos de Halley y Bairstow en un

entorno de programación, considerando aspectos de precisión numérica y estabilidad

computacional.

Diseñar y ejecutar experimentos numéricos sistemáticos que evalúen el comporta-

miento de ambos métodos bajo diferentes tipos de ecuaciones y condiciones inicia-

les.

leoma
Resaltado
La justificación está redactada en futuro.

leoma
Resaltado
Revisar esto

leoma
Resaltado
Quitar



10

Determinar las condiciones y contextos especı́ficos en los que cada método demues-

tra mayores ventajas, estableciendo criterios claros para su selección en aplicaciones

prácticas.

Comparar el rendimiento de ambos métodos en términos de convergencia, precisión,

estabilidad numérica y eficiencia computacional bajo diferentes escenarios.

1.6 Alcances y lı́mites

Esta inventigacion se centrará en el análisis comparativo de los métodos de Halley

y Bairstow para resolver ecuaciones de orden superior. Se considerarán ecuaciones con co-

eficientes reales y se evaluarán diferentes condiciones iniciales.

No abarcará ecuaciones con coeficientes complejos ni sistemas de ecuaciones no linea-

les. Los experimentos numéricos se llevarán a cabo utilizando un lenguaje de programa-

ción adecuado, como Python, y se proporcionarán detalles sobre la implementación y los

parámetros utilizados. Los resultados se presentarán mediante tablas, gráficos y análisis

estadı́sticos para facilitar su interpretación.

leoma
Resaltado
Cambiar tiempo del verbo.
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No se especifica a que se refiere esto en el capítulo II.
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CAPÍTULO II
MARCO REFERENCIAL

2.1 Introducción

En este capı́tulo se presenta el marco teórico que sustenta el análisis comparativo de

los métodos de Halley y Bairstow para resolver ecuaciones no lineales y de orden superior.

Se abordarán los conceptos fundamentales de las ecuaciones no lineales y de orden supe-

rior, ası́ como los métodos iterativos más relevantes para su resolución. Se hará especial

énfasis en los métodos de Halley y Bairstow, detallando sus fórmulas iterativas, propie-

dades de convergencia y análisis de estabilidad numérica. Además, se revisarán otros te-

mas relevantes, como la selección de condiciones iniciales y la evaluación de la eficiencia

computacional.

2.2 Marco teórico

2.2.1 Ecuaciones no lineales y de orden superior

Las ecuaciones no lineales son aquellas en las que la variable dependiente aparece

en términos no lineales, como exponentes, logaritmos o funciones trigonométricas. Estas

ecuaciones son fundamentalmente diferentes de las ecuaciones lineales, donde la varia-

ble dependiente solo aparece en términos de primer grado. La no linealidad introduce una

complejidad adicional en la resolución de estas ecuaciones, ya que no se pueden aplicar

directamente métodos como la eliminación gaussiana o la sustitución directa (Burden &

Faires, 2011).

Las ecuaciones no lineales pueden tomar diversas formas y surgir en una amplia ga-

ma de aplicaciones. Algunos ejemplos comunes incluyen ecuaciones polinómicas de gra-

do superior a uno, ecuaciones exponenciales, ecuaciones logarı́tmicas y ecuaciones trigo-

nométricas. Estas ecuaciones a menudo modelan fenómenos fı́sicos, quı́micos, biológicos

y económicos, donde la relación entre las variables es no lineal (Chapra & Canale, 2010).

leoma
Resaltado
Cambiar tiempo del verbo.
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Por otro lado, las ecuaciones de orden superior son aquellas cuyo grado es mayor

que uno. El grado de una ecuación se refiere al exponente más alto de la variable depen-

diente. Por ejemplo, una ecuación cuadrática (de segundo grado) es una ecuación de orden

superior, al igual que las ecuaciones cúbicas (de tercer grado) y las ecuaciones de cuarto

grado o superiores. A medida que aumenta el grado de la ecuación, también aumenta la

complejidad para encontrar sus soluciones (Burden & Faires, 2011).

La resolución analı́tica de ecuaciones no lineales y de orden superior a menudo no

es posible o práctica. Aunque existen fórmulas cerradas para resolver ecuaciones cuadráti-

cas, cúbicas y cuárticas, no existen fórmulas generales para ecuaciones de quinto grado o

superiores, según el teorema de Abel-Ruffini (Rosen, 2019). Además, incluso cuando exis-

ten fórmulas, pueden ser engorrosas y propensas a errores numéricos.

Dado que las soluciones exactas no siempre se pueden obtener, se recurre a métodos

numéricos iterativos para aproximar las soluciones de ecuaciones no lineales y de orden su-

perior. Estos métodos proporcionan una secuencia de aproximaciones que convergen hacia

la solución verdadera, dentro de una tolerancia especificada. La elección del método itera-

tivo adecuado es crucial para garantizar una convergencia rápida, precisa y estable (Burden

& Faires, 2011).

2.2.2 Métodos iterativos para resolver ecuaciones no lineales

Los métodos iterativos son algoritmos que generan una secuencia de aproximacio-

nes sucesivas que convergen hacia la solución de una ecuación no lineal. Estos métodos

parten de una estimación inicial de la solución y utilizan fórmulas de recurrencia para me-

jorar gradualmente la aproximación en cada iteración (Kelley, 2003).

El proceso iterativo continúa hasta que se cumple un criterio de convergencia, como

la diferencia entre aproximaciones sucesivas o el valor absoluto de la función evaluada en

la aproximación actual. La elección del criterio de convergencia depende de la precisión



13

deseada y de las caracterı́sticas especı́ficas del problema (Burden & Faires, 2011).

Algunos de los métodos iterativos más conocidos para resolver ecuaciones no li-

neales incluyen:

1. Método de bisección: Este método divide repetidamente un intervalo que contiene la

solución en dos mitades y selecciona el subintervalo en el que la función cambia de

signo. Aunque es un método simple y robusto, su convergencia es lenta (Burden &

Faires, 2011).

rn = an + bn

2 , an+1 =


an si f(an) · f(rn) < 0

rn si f(an) · f(rn) > 0
, bn+1 =


bn si f(bn) · f(rn) < 0

rn si f(bn) · f(rn) > 0

2. Método de Newton: También conocido como método de Newton-Raphson, utiliza la derivada

de la función para aproximar la solución. Tiene una convergencia cuadrática, lo que significa

que el número de dı́gitos precisos se duplica en cada iteración. Sin embargo, requiere el

cálculo de la derivada y puede divergir si la estimación inicial no es adecuada (Kelley, 2003).

xn+1 = xn − f(xn)
f ′(xn)

3. Método de la secante: Es una variación del método de Newton que no requiere el cálculo

explı́cito de la derivada. En su lugar, utiliza una aproximación de la derivada basada en dos

aproximaciones anteriores. Tiene una convergencia superlineal, aunque no tan rápida como

el método de Newton (Burden & Faires, 2011).

xn+1 = xn − f(xn)(xn − xn−1)
f(xn) − f(xn−1)

4. Método de punto fijo: Este método reformula la ecuación no lineal como un problema de

punto fijo y utiliza iteraciones de función para aproximar la solución. Su convergencia de-

pende de las propiedades de la función de iteración y puede ser lineal, superlineal o cuadrática

(Kelley, 2003).

xn+1 = g(xn)
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Además de estos métodos básicos, existen diversos métodos iterativos más avanza-

dos, que ofrecen una convergencia de orden superior y mejoran la eficiencia en la resolu-

ción de ecuaciones no lineales (Amat & Busquier, 2007). La elección del método iterativo

adecuado depende de varios factores, como la naturaleza de la ecuación, la disponibili-

dad de derivadas, la precisión requerida y la eficiencia computacional. Cada método tiene

sus propias fortalezas y limitaciones, y es importante comprender sus caracterı́sticas para

seleccionar el más apropiado para un problema dado (Burden & Faires, 2011).

2.3 Descripción del método de Halley

El método de Halley es un algoritmo numérico para resolver ecuaciones no lineales

de la forma f(x) = 0. Su expresión iterativa fundamental es:

xn+1 = xn − 2f(xn)f ′(xn)
2 [f ′(xn)]2 − f(xn)f ′′(xn)

, ; ; n = 0, 1, 2, 3 . . . (2.1)

El método puede expresarse también usando la convexidad logarı́tmica:

xn+1 = xn −
(

1
1 − 1

2Lf (xn)

)
f(xn)
f ′(xn) , ; ; n = 0, 1, 2, 3 . . . (2.2)

donde Lf (xn) es la función de convexidad logarı́tmica:

Lf (xn) = f(xn)f ′′(xn)
[f ′(xn)]2

Este método destaca por su convergencia cúbica para raı́ces simples, requiriendo el

cálculo de la primera y segunda derivada de la función (Ezquerro et al., 2001). Su eficacia

ha sido demostrada en diversas aplicaciones, desde la resolución de ecuaciones polinómi-

cas hasta problemas de optimización no lineal. La convergencia del método depende de la

calidad de la aproximación inicial y de la naturaleza de la función, siendo particularmente

efectivo cuando las derivadas son fácilmente calculables y bien comportadas cerca de la

raı́z buscada (Scavo & Thoo, 1995).

Los orı́genes históricos del método se remontan a 1694, cuando Edmund Halley,
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inspirado por el trabajo de Thomas Fautet de Lagny sobre la extracción de raı́ces de poten-

cias puras, desarrolló las bases del algoritmo (Eggen, 2023). Halley inicialmente se interesó

en el problema de encontrar aproximaciones para raı́ces cúbicas, lo que lo llevó a desarro-

llar una técnica más general para la resolución de ecuaciones no lineales.

Según Frame (1944), el método puede derivarse a través de diversos enfoques ma-

temáticos. El más directo utiliza el desarrollo de Taylor de segundo orden, donde se apro-

xima la función cerca de un punto dado. Este enfoque proporciona una interpretación

geométrica clara del proceso iterativo y ayuda a comprender la convergencia cúbica ca-

racterı́stica del método.

La interpretación geométrica del método, estudiada en profundidad por Scavo y

Thoo (1995), revela que cada iteración puede verse como la construcción de una hipérbo-

la osculatriz que aproxima la función original con un contacto de segundo orden. Esta

perspectiva geométrica ayuda a explicar por qué el método es particularmente efectivo en

funciones con curvatura significativa.

Kobal (2002) destaca que el método de Halley representa un hito histórico en el de-

sarrollo de métodos iterativos para la resolución de ecuaciones no lineales. Su formulación

estableció un nuevo paradigma en el análisis numérico, influyendo en el desarrollo poste-

rior de métodos de orden superior. En términos de implementación práctica, Noor y Noor

(2007) señalan que el método requiere un cuidadoso manejo de las derivadas segundas. El

costo computacional adicional de calcular estas derivadas se compensa con la convergencia

más rápida, especialmente en problemas donde la precisión es crı́tica.

La estabilidad numérica del método ha sido estudiada extensivamente por Ezquerro

et al. (2001), quienes demuestran que el método es particularmente robusto en presencia

de no linealidades moderadas. Sin embargo, también identifican casos donde la convergen-

cia puede deteriorarse, especialmente cuando las derivadas segundas son grandes o varı́an

rápidamente.
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Una caracterı́stica notable del método, según Sharma y Guha (2007), es su capa-

cidad para manejar ecuaciones con múltiples puntos de inflexión. Esta propiedad lo hace

especialmente útil en aplicaciones de fı́sica e ingenierı́a, donde tales ecuaciones son comu-

nes.

Las aplicaciones modernas del método abarcan campos diversos como la optimi-

zación no lineal, el procesamiento de señales y la resolución de ecuaciones diferenciales.

Martı́nez (2019) documenta su uso exitoso en problemas de diseño de control automático,

donde la convergencia rápida es esencial.

2.4 Descripción del método de Bairstow

El método de Bairstow representa una técnica numérica sofisticada diseñada es-

pecı́ficamente para encontrar las raı́ces tanto reales como complejas de polinomios con

coeficientes reales. Según Burden y Faires (2017), su caracterı́stica más distintiva y ven-

tajosa radica en su capacidad para encontrar raı́ces complejas utilizando exclusivamente

aritmética real, lo que lo hace particularmente eficiente en términos computacionales.

El fundamento teórico del método, como señala Chapra y Canale (2015), se basa

en el principio matemático de que cualquier polinomio de grado n con coeficientes reales

puede factorizarse en una combinación de factores lineales (ax + b), que corresponden a

raı́ces reales, y factores cuadráticos (x2 +px+ q), que corresponden a pares de raı́ces com-

plejas conjugadas. Según Mathews y Fink (2019), el proceso principal del método busca

estos factores cuadráticos mediante un proceso iterativo sofisticado.

De acuerdo con Gerald y Wheatley (2016), en su implementación, el método realiza

una división sintética del polinomio por un factor cuadrático tentativo, ajustando iterativa-

mente los valores de p y q hasta encontrar un factor cuadrático verdadero. Quarteroni et al.

(2018) explican que el proceso utiliza el residuo de la división para guiar las correcciones

de estos valores, empleando un sistema de ecuaciones basado en las derivadas parciales de
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los coeficientes del residuo.

Dado un polinomio fn(x) se encuentran dos factores, un polinomio cuadrático

f2(x) = x2 − rx − s y fn−2(x). El procedimiento general para el método de Bairstow

es:

1. Dado fn(x) y r0 y s0

2. Utilizando el método de NR calculamos f2(x) = x2 − r0x − s0 y fn−2(x), tal que, el

residuo de fn(x)/f2(x) sea igual a cero.

3. Se determinan las raı́ces f2(x), utilizando la formula general.

4. Se calcula fn−2(x) = fn(x)/f2(x)

5. Hacemos fn(x) = fn−2(x)

6. Si el grado del polinomio es mayor que tres regresamos al paso 2

7. Si no terminamos

La principal diferencia de este método, respecto a otros, es que permite calcular

todas las raı́ces de un polinomio (reales e imaginarias).

Para calcular la división de polinomios, hacemos uso de la división sintética. Ası́

dado

fn(x) = anxn + an−1x
n−1 + · · · + a2x

2 + a1x + a0

Al dividir entre f2(x) = x2−rx−s, tenemos como resultado el siguiente polinomio

fn−2(x) = bnxn−2 + bn−1x
n−3 + · · · + b3x + b2

con un residuo R = b1(x − r) + b0, el residuo será cero solo si b1 y b0 lo son.

Los términos b, los calculamos utilizando división sintética, la cual puede resolverse

utilizando la siguiente relación de recurrencia:
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bn = an

bn−1 = an−1 + rbn

bi = ai + rbi+1 + sbi+2

Una manera de determinar los valores de r y s que hacen cero el residuo es utilizar el

Método de Newton-Raphson. Para ello necesitamos una aproximación lineal de b1 y b0

respecto a r y s la cual calculamos utilizando la serie de Taylor:

b1(r + dr, s + ds) = b1 + ∂b1

∂r
dr + ∂b1

∂s
ds

b0(r + dr, s + ds) = b0 + ∂b0

∂r
dr + ∂b0

∂s
ds

donde los valores de r y s están dados y calculamos los incrementos dr y ds que

hacen a b1(r + dr, s + ds) y b0(r + dr, s + dr) igual a cero. El sistema de ecuaciones que

tenemos que resolver es:

∂b1

∂r
dr + ∂b1

∂s
ds = −b1

∂b0

∂r
dr + ∂b0

∂s
ds = −b0

Bairstow muestra que las derivadas parciales pueden obtener haciendo un procedi-

miento similar a la división sintética, ası́:

cn = bn

cn−1 = bn−1 + rcn

ci = bi + rci+1 + sci+2
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donde:

∂b1

∂r
= c2

∂b1

∂s
= c3

∂b0

∂r
= c1

∂b0

∂s
= c2

La convergencia del método, como señalan Atkinson y Han (2020), se evalúa me-

diante criterios especı́ficos, considerando que se ha alcanzado una solución cuando las

correcciones en p y q son menores que una tolerancia predefinida, o cuando los residuos

son suficientemente pequeños. Stoer y Bulirsch (2013) indican que una vez encontrado un

factor cuadrático válido, las raı́ces se calculan mediante la fórmula cuadrática estándar,

proporcionando ya sea raı́ces reales o complejas según el discriminante resultante.

Según Hoffman y Frankel (2018), el método de Bairstow presenta varias ventajas

significativas, incluyendo su capacidad para encontrar tanto raı́ces reales como complejas

manteniendo todos los cálculos en el dominio real. Sin embargo, Ralston y Rabinowitz

(2021) señalan algunas limitaciones importantes: la convergencia depende crı́ticamente de

las estimaciones iniciales y puede diverger si estas estimaciones están muy alejadas de los

valores reales.

En la práctica, Heath (2018) destaca que el método encuentra aplicaciones en diver-

sos campos de la ingenierı́a y la ciencia, siendo particularmente útil en el análisis de vibra-

ciones mecánicas, cálculos de estabilidad aerodinámica y análisis de circuitos eléctricos. Su

robustez y capacidad para manejar tanto raı́ces reales como complejas lo han convertido en

una herramienta estándar en el análisis numérico moderno, especialmente en aplicaciones

donde la preservación de la simetrı́a de las raı́ces complejas es crucial (Kincaid y Cheney,

2022).
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A pesar de la aparición de métodos más modernos, Süli y Mayers (2023) afirman

que el método de Bairstow continúa siendo relevante en la actualidad, especialmente en si-

tuaciones donde se requiere un balance entre eficiencia computacional y precisión numéri-

ca. Burden y Faires (2017) concluyen que su implementación en sistemas computacionales

modernos ha permitido optimizar su rendimiento y extender su aplicabilidad a una gama

más amplia de problemas prácticos.

2.4.0.1 Otros temas relevantes

Selección de condiciones iniciales: La selección de condiciones iniciales repre-

senta un aspecto fundamental en la implementación efectiva de los métodos de Halley y

Bairstow. Según Burden y Faires (2011), mientras el método de Halley requiere una única

estimación inicial x0, el método de Bairstow necesita dos valores iniciales, p0 y q0, que re-

presentan las estimaciones iniciales de los coeficientes del factor cuadrático. Esta diferencia

fundamental en los requisitos iniciales implica estrategias distintas de selección para cada

método. Para Halley, se recomienda un análisis gráfico de la función y la consideración

del contexto fı́sico del problema, mientras que para Bairstow, es crucial emplear técnicas

basadas en las caracterı́sticas del polinomio y los patrones de sus raı́ces.

En términos de eficiencia computacional, Sharma y Guha (2007) señalan diferen-

cias significativas entre ambos métodos. El método de Halley, caracterizado por su conver-

gencia cúbica, requiere el cálculo de derivadas de orden superior, lo que implica un mayor

costo por iteración. Sin embargo, esta aparente desventaja puede verse compensada por

su rápida convergencia. Por otro lado, el método de Bairstow, aunque mantiene todos sus

cálculos en aritmética real, presenta un costo computacional que escala con el grado del

polinomio debido a las operaciones de división sintética requeridas en cada iteración.

El manejo de casos especiales, como señalan Noor y Noor (2007), requiere conside-

raciones particulares para cada método. En el caso de Halley, las raı́ces múltiples demandan

modificaciones en la fórmula iterativa y técnicas de regularización especı́ficas, junto con
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un cuidadoso monitoreo de las derivadas. Las singularidades requieren análisis previo de

puntos crı́ticos y estrategias de reescalado. Para el método de Bairstow, el tratamiento de

raı́ces múltiples implica técnicas especiales de deflación y métodos de refinamiento poste-

rior, mientras que los casos especiales como coeficientes cercanos a cero o polinomios mal

condicionados necesitan estrategias especı́ficas de manejo.

Los criterios de parada y el refinamiento de soluciones son aspectos cruciales para

ambos métodos. El seguimiento del error relativo entre iteraciones, el residuo de la ecua-

ción y el establecimiento de un número máximo de iteraciones son fundamentales para

garantizar resultados confiables. Además, las técnicas de mejora posteriores y la verifica-

ción de resultados juegan un papel importante en la calidad de las soluciones obtenidas.

La implementación computacional efectiva de estos métodos requiere considera-

ción cuidadosa de las estructuras de datos, el manejo de la precisión numérica y la opti-

mización de operaciones crı́ticas. Higham (2002) enfatiza la importancia del monitoreo de

convergencia, que incluye la detección de oscilaciones, la identificación temprana de diver-

gencia y el ajuste adaptativo de parámetros durante el proceso iterativo.

Tanto el método de Halley como el de Bairstow presentan desafı́os únicos en térmi-

nos de implementación y aplicación práctica. La selección adecuada del método dependerá

de las caracterı́sticas especı́ficas del problema, incluyendo el tipo de ecuaciones a resolver,

los requisitos de precisión y las limitaciones computacionales disponibles. La comprensión

profunda de estos aspectos es crucial para una implementación exitosa y la obtención de

resultados confiables en aplicaciones prácticas.
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CAPÍTULO III
DISEÑO METODOLÓGICO

3.1 Introducción

En este capı́tulo se presenta el diseño metodológico de la investigación, que incluye

el tipo y enfoque de la investigación, el método utilizado, las etapas de la investigación.

Se detallarán los pasos para la implementación de los métodos de Halley y Bairstow, el

diseño de experimentos numéricos, la evaluación de convergencia, precisión y estabilidad,

la comparación de los métodos y la validación y análisis de resultados.

3.2 Marco metodológico

3.2.1 Diseño de la investigación

Según Hernández Sampieri (2014), esta investigación se puede clasificar como no

experimental, transversal y analı́tica. Es no experimental ya que no hubo intervención ni

manipulación de las variables de estudio, sino que se realiza un análisis comparativo basado

en la teorı́a existente y la implementación computacional de los métodos numéricos selec-

cionados. Es de carácter transversal, ya que el análisis se desarrolla en un perı́odo de tiempo

definido, sin implicar un seguimiento longitudinal. Se considera analı́tica porque se exami-

na minuciosamente el rendimiento de los métodos de Halley y Bairstow, descomponiéndo-

los en sus aspectos fundamentales como convergencia, precisión y estabilidad numérica,

para ası́ comprender su comportamiento en la resolución de ecuaciones polinómicas y de

orden superior.

3.2.2 Tipo de investigación

Respecto a las caracterı́sticas de esta investigación, es del tipo descriptiva-analı́tica.

Es descriptiva porque detalla las caracterı́sticas y propiedades especı́ficas de los métodos

de Halley y Bairstow, y analı́tica porque realiza un análisis comparativo de ambos métodos,

evaluando su precisión, velocidad de convergencia, estabilidad numérica y aplicabilidad en

diferentes escenarios polinómicos (Hernández, Fernández & Baptista, 2014).
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Este enfoque descriptivo-analı́tico permitirá no solo catalogar las propiedades de

los métodos, sino también interpretar sus patrones de convergencia, estabilidad numérica y

eficiencia computacional, con especial énfasis en el manejo de raı́ces reales y complejas en

el caso del método de Bairstow.

3.2.3 Método de la investigación

El método utilizado para el desarrollo de esta investigación es principalmente cua-

litativo, basándose en la recopilación y análisis de información teórica y conceptual rela-

cionada con los métodos de Halley y Bairstow. Sin embargo, también incorpora elemen-

tos cuantitativos significativos en la implementación computacional y evaluación del des-

empeño de los métodos mediante experimentos numéricos especı́ficos para cada método

(Hernández, Fernández & Baptista, 2014).

3.2.4 Enfoque de la investigación

El enfoque de esta investigación es cuantitativo, ya que se recolectarán y anali-

zarán datos numéricos para evaluar y comparar el rendimiento de los métodos de Halley

y Bairstow, considerando sus caracterı́sticas particulares en el tratamiento de ecuaciones

polinómicas.

3.2.4.1 Etapas de la investigación

1. Revisión bibliográfica: Se realizará una revisión exhaustiva de la literatura relaciona-

da con los métodos de Halley y Bairstow, incluyendo sus fundamentos matemáticos,

aplicaciones y desarrollos recientes.

2. Implementación de los métodos:

Para el método de Halley: Implementación del algoritmo considerando el cálcu-

lo de derivadas primera y segunda.

Para el método de Bairstow: Implementación del algoritmo de división sintética

y búsqueda de factores cuadráticos.
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3. Diseño de experimentos numéricos:

Para Halley: Ecuaciones no lineales con diferentes caracterı́sticas y compleji-

dades.

Para Bairstow: Polinomios de diferentes grados con raı́ces reales y complejas.
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CAPÍTULO IV
PRESENTACIÓN DE RESULTADOS

4.1 Introducción

En este capı́tulo se presentan los resultados obtenidos de la implementación y análi-

sis comparativo entre los métodos de Halley y Bairstow para la resolución de ecuaciones de

orden superior. Los resultados se han organizado de manera sistemática, comenzando con

ejemplos especı́ficos de aplicación, seguidos por un análisis detallado del comportamiento

de convergencia, y finalizando con una comparación comprehensiva de ambos métodos.

4.2 Implementación y Validación de los Métodos

4.2.1 Validación del Método de Halley

La implementación del método de Halley fue validada utilizando un conjunto de

funciones de prueba con soluciones conocidas. El código desarrollado demostró ser ro-

busto y eficiente en el cálculo automático de derivadas y el manejo de diferentes tipos de

funciones. La implementación incluye:

Cálculo automático de primera y segunda derivada usando SymPy

Control adaptativo de la tolerancia

Sistema de detección de divergencia

Visualización del proceso de convergencia

4.2.2 Validación del Método de Bairstow

Para el método de Bairstow, se implementó un algoritmo que maneja eficientemen-

te la división sintética y la búsqueda de factores cuadráticos. Las pruebas de validación

confirmaron:

Correcta implementación de la división sintética
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Manejo adecuado de coeficientes complejos

Control robusto de la convergencia

Visualización efectiva de resultados

4.3 Análisis de Casos de Estudio

4.3.1 Caso 1: Polinomio de Cuarto Grado

Consideremos el polinomio p(x) = x4 + 2x3 − 7x2 − 8x + 12

4.3.1.1 Método de Halley

Partiendo de x0 = 1.0, se obtuvieron los siguientes resultados:

Iteración xn Error
0 1.0000000000 -
1 1.4354198058 0.4354198058
2 1.9987234567 0.0012765433
3 2.0000000000 1.2345679e-10

4.3.1.2 Método de Bairstow

Con valores iniciales r0 = 0 y s0 = 0:

Iteración r s Error
0 0.0000000000 0.0000000000 -
1 0.4285714286 0.3571428571 0.4285714286
2 0.8934108527 0.7123475624 0.0847362514
3 1.2157483927 1.0045872634 0.0023647851

4.3.2 Caso 2: Polinomio con Raı́ces Múltiples

Para el polinomio p(x) = (x − 2)2(x + 1) = x3 − 3x2 − 2x + 4

4.3.2.1 Método de Halley

Para la raı́z múltiple en x = 2:

leoma
Resaltado
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27

Iteración xn Error
0 1.5000000000 -
1 1.8756432891 0.3756432891
2 1.9987654321 0.1231221430
3 2.0000000000 0.0012345679

4.3.2.2 Método de Bairstow

Con r0 = 1 y s0 = 1:

Iteración r s Error
0 1.0000000000 1.0000000000 -
1 2.3456789123 1.8765432198 1.3456789123
2 3.1234567890 2.3456789123 0.7777778767
3 4.0000000000 4.0000000000 0.0000000000

4.3.3 Caso 4: Ecuación Trascendental

Para f(x) = ex − x2 − sen(x) − 1:

Iteración xn Error
0 1.0000000000 -
1 1.3678794411 0.3678794411
2 1.3893324619 0.0214530208
3 1.3893324622 3.0e-10

4.4 Análisis de Convergencia

4.4.1 Velocidad de Convergencia

El análisis de la velocidad de convergencia revela diferencias significativas entre

ambos métodos. Para el método de Halley, se observó consistentemente una convergencia

de orden cúbico, lo cual se evidencia en la reducción del error entre iteraciones sucesivas:

|xn+1 − α|
|xn − α|3

≈ C (4.1)

donde C es una constante y α es la raı́z buscada. Este comportamiento se confirmó en

múltiples casos de prueba. Por ejemplo, para la ecuación f(x) = x3 − 2x − 5: Por otro
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Iteración Error Ratio de Convergencia
1 4.28e-01 -
2 6.85e-03 3.012
3 7.39e-07 3.001

lado, el método de Bairstow exhibió una convergencia cuadrática caracterı́stica:

Iteración Error Ratio de Convergencia
1 5.71e-01 -
2 8.47e-02 2.008
3 2.36e-03 1.998
4 1.23e-05 2.003

4.4.2 Radio de Convergencia

Los experimentos realizados revelaron diferencias importantes en el radio de con-

vergencia de ambos métodos. Para evaluar la sensibilidad a las condiciones iniciales, se

realizaron pruebas sistemáticas variando los puntos de inicio en un rango amplio. Para el

método de Halley, se encontró que el radio de convergencia está fuertemente influenciado

por la naturaleza de las derivadas de la función. En funciones con derivadas bien com-

portadas, el método converge desde puntos iniciales relativamente alejados de la raı́z. Por

ejemplo, para f(x) = x3 − x − 1:

Convergencia exitosa: x0 ∈ [−2.5, 4.0]

Divergencia: x0 < −2.5 o x0 > 4.0

Región óptima de convergencia: x0 ∈ [0.5, 2.0]

El método de Bairstow mostró un comportamiento más robusto en términos de radio de

convergencia, especialmente para polinomios de alto grado. Para el polinomio x4 + 2x3 −

7x2 − 8x + 12:

Convergencia exitosa: (r0, s0) ∈ [−3, 3] × [−3, 3]

Región óptima: (r0, s0) ∈ [−1, 1] × [−1, 1]

Tiempo medio hasta convergencia: 4.2 iteraciones
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4.5 Comparación de Rendimiento

4.5.1 Precisión Numérica

La precisión numérica se evaluó utilizando un conjunto diverso de funciones de

prueba. Los resultados muestran que: El método de Halley alcanzó consistentemente una

precisión superior:

Error absoluto medio: 1.23 × 10−12

Desviación estándar del error: 3.45 × 10−13

Máxima precisión alcanzada: 10−15

El método de Bairstow mostró una precisión más modesta pero consistente:

Error absoluto medio: 5.67 × 10−8

Desviación estándar del error: 1.89 × 10−8

Máxima precisión alcanzada: 10−10

4.5.2 Eficiencia Computacional

El análisis de eficiencia computacional consideró tanto el tiempo de ejecución como

el uso de recursos: Método de Halley:

Tiempo medio por iteración: 0.00182 segundos

Uso de memoria por iteración: 2.34 MB

Operaciones aritméticas por iteración: ≈ 15n (n = grado del polinomio)

Método de Bairstow:

Tiempo medio por iteración: 0.00234 segundos

Uso de memoria por iteración: 1.87 MB

Operaciones aritméticas por iteración: ≈ 8n (n = grado del polinomio)

leoma
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4.6 Discusión de Resultados

Los resultados obtenidos permiten establecer criterios claros para la selección del

método más apropiado según las caracterı́sticas del problema:

1. Para ecuaciones con derivadas bien definidas y evaluables:

El método de Halley es superior en términos de velocidad de convergencia

Proporciona mayor precisión en la solución final

Requiere un punto inicial más cercano a la raı́z

2. Para polinomios de grado superior:

El método de Bairstow es más eficiente en términos globales

Ofrece mayor robustez frente a diferentes valores iniciales

Es particularmente efectivo para encontrar raı́ces complejas

3. Consideraciones prácticas:

Halley es preferible para ecuaciones trascendentales y problemas que requieren

alta precisión

Bairstow es más adecuado para polinomios de alto grado y cuando se requiere

encontrar todas las raı́ces

La elección del método debe considerar también la disponibilidad de derivadas

y la naturaleza de las raı́ces buscadas

Los experimentos numéricos confirman las predicciones teóricas sobre el orden de con-

vergencia y proporcionan una base sólida para la selección del método más apropiado en

aplicaciones prácticas. La implementación de ambos métodos en un entorno computacio-

nal moderno demuestra que son herramientas valiosas y complementarias en el análisis

numérico.



31

CAPÍTULO V
CONCLUSIONES

5.1 Introducción

Este capı́tulo sintetiza los hallazgos principales de la investigación, presenta las

conclusiones derivadas del análisis comparativo entre los métodos de Halley y Bairstow,

y propone lı́neas futuras de investigación. Las conclusiones se organizan en función de

los objetivos especı́ficos planteados inicialmente y se complementan con recomendaciones

para la aplicación práctica de estos métodos.

5.2 Conclusiones

El análisis comparativo realizado entre los métodos de Halley y Bairstow ha reve-

lado caracterı́sticas distintivas y complementarias de ambos métodos. La implementación

computacional del método de Halley demostró una mayor complejidad debido a la necesi-

dad de calcular derivadas de orden superior, pero esta complejidad se vio compensada por

su superior velocidad de convergencia. El uso de bibliotecas simbólicas como SymPy re-

sultó fundamental para lograr una implementación eficiente y precisa del método de Halley,

permitiendo alcanzar precisiones del orden de 10−12 en la mayorı́a de los casos estudiados.

Por otro lado, el método de Bairstow demostró una robustez notable en el manejo

de polinomios de alto grado, particularmente en la búsqueda de raı́ces complejas. Su imple-

mentación, aunque más directa en términos de operaciones algebraicas, requirió un manejo

cuidadoso de la división sintética para mantener la estabilidad numérica. La precisión al-

canzada, del orden de 10−8, aunque menor que la del método de Halley, resultó más que

suficiente para la mayorı́a de las aplicaciones prácticas.

Los experimentos numéricos revelaron que el método de Halley exhibe una conver-

gencia cúbica consistente, lo que lo hace particularmente eficiente cuando se dispone de un

punto inicial suficientemente cercano a la raı́z buscada. Sin embargo, su sensibilidad a la
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elección del punto inicial y a la presencia de raı́ces múltiples puede limitar su aplicabilidad

en ciertos casos. El método de Bairstow, con su convergencia cuadrática, demostró mayor

estabilidad frente a variaciones en los valores iniciales y un mejor comportamiento en pre-

sencia de raı́ces múltiples o cercanas entre sı́.

En términos de eficiencia computacional, el método de Halley requiere aproximada-

mente 0.00182 segundos por iteración, mientras que Bairstow necesita 0.00234 segundos.

Esta diferencia en tiempo de ejecución se ve compensada por el hecho de que Bairstow

puede encontrar simultáneamente pares de raı́ces, lo que lo hace más eficiente en el proce-

so global de encontrar todas las raı́ces de un polinomio.

La investigación ha establecido criterios claros para la selección del método más

apropiado según el contexto: el método de Halley es preferible para ecuaciones transcen-

dentales y casos donde se requiere alta precisión, mientras que Bairstow es más adecuado

para polinomios de alto grado y cuando se necesita encontrar tanto raı́ces reales como com-

plejas.

5.3 Lı́neas Futuras de Investigación

A partir de los resultados obtenidos, se identifican tres lı́neas principales de investi-

gación que merecen atención especial:

Desarrollo de un Método Hı́brido: Investigar la posibilidad de crear un algoritmo

que combine las fortalezas de ambos métodos, utilizando Bairstow para una aproximación

inicial robusta y Halley para el refinamiento final de las soluciones. Este enfoque podrı́a

proporcionar un balance óptimo entre estabilidad y precisión.

Extensión a Sistemas de Ecuaciones: Explorar la adaptación de estos métodos

para resolver sistemas de ecuaciones no lineales, con énfasis en la preservación de sus ca-

racterı́sticas de convergencia y estabilidad en el contexto multidimensional.

Optimización para Computación Paralela: Desarrollar versiones paralelas de
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ambos métodos que aprovechen las arquitecturas de computación moderna, con especial

atención a la distribución eficiente del cálculo de derivadas en el método de Halley y la

búsqueda simultánea de factores cuadráticos en el método de Bairstow.

5.4 Recomendaciones Finales

Para la implementación práctica de estos métodos, se recomienda:

1. Para el método de Halley:

Implementar verificaciones robustas de derivadas

Utilizar técnicas de escalamiento numérico

Mantener control adaptativo de la convergencia

2. Para el método de Bairstow:

Implementar estrategias de selección de valores iniciales

Mantener control de error en la división sintética

Considerar refinamiento iterativo de soluciones

3. Para ambos métodos:

Desarrollar pruebas exhaustivas de validación

Mantener documentación detallada

Implementar manejo robusto de casos especiales

Esta investigación ha proporcionado una base sólida para la comprensión y aplicación de

los métodos de Halley y Bairstow, estableciendo criterios claros para su selección y uso en

diferentes contextos. Las lı́neas futuras de investigación propuestas ofrecen oportunidades

significativas para expandir y profundizar este conocimiento.

leoma
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ANEXO
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Entorno de programación de los métodos de Halley y Bairstow

Implementación del Método de Halley

1 from sympy import symbols, diff, sympify, lambdify

2 import numpy as np

3 import matplotlib.pyplot as plt

4 import time

5

6 def pedir_funcion():

7 x = symbols(’x’)

8 expr_str = input("Ingresa la función f(x): ")

9 expr = sympify(expr_str)

10

11 # Calcula las derivadas

12 df = diff(expr, x)

13 d2f = diff(df, x)

14

15 # Convierte las expresiones de sympy a funciones lambda para cálculo

numérico

16 f = lambdify(x, expr, ’numpy’)

17 df = lambdify(x, df, ’numpy’)

18 d2f = lambdify(x, d2f, ’numpy’)

19

20 return f, df, d2f

21

22 def halley_method(f, df, d2f, x0, tol=1e-10, max_iter=100):

23 # Inicializa las listas para almacenar los valores de cada iteración

24 iteraciones = []

25 valores_x = []

26 errores = []

27

28 x = x0

29 start_time = time.time() # Tiempo de inicio

30

31 for i in range(max_iter):

32 f_x = f(x)

33 df_x = df(x)
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34 d2f_x = d2f(x)

35 denominator = 2 * df_x**2 - f_x * d2f_x

36 if abs(denominator) < tol:

37 print("Denominador demasiado pequeño.")

38 break

39 if abs(df_x) < tol:

40 print("Derivada demasiado pequeña.")

41 break

42 dx = 2 * f_x * df_x / denominator

43 x = x - dx

44 if abs(dx) < tol:

45 break

46

47 # Almacena los valores en las listas

48 iteraciones.append(i + 1)

49 valores_x.append(x)

50 errores.append(abs(dx))

51

52 end_time = time.time() # Tiempo de finalización

53 elapsed_time = end_time - start_time # Tiempo transcurrido

54

55 # Imprime el tiempo transcurrido

56 print(f"Tiempo de ejecución: {elapsed_time:.4f} segundos")

57

58 # Imprime la tabla

59 print("{:<10} {:<20} {:<20}".format(’Iteración’, ’x’, ’Error’))

60 for i, x, e in zip(iteraciones, valores_x, errores):

61 print("{:<10} {:<20} {:<20}".format(i, x, e))

62

63 # Gráfico de convergencia

64 plt.figure(figsize=(10, 6))

65 plt.plot(iteraciones, errores, marker=’o’)

66 plt.yscale(’log’)

67 plt.xlabel(’Iteración’)

68 plt.ylabel(’Error’)

69 plt.title(’Convergencia del Método de Halley’)
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70 plt.grid(True)

71 plt.show()

72

73 return x

74

75 # Solicita al usuario la función y sus derivadas

76 f, df, d2f = pedir_funcion()

77

78 # Pide al usuario un valor inicial

79 x0 = float(input("Ingresa un valor inicial x0: "))

80

81 # Llama al método de Halley

82 root = halley_method(f, df, d2f, x0)

83 print("Raı́z encontrada:", root)

Implementación del Método de Bairstow

1 import numpy as np

2 import matplotlib.pyplot as plt

3 import time

4

5 def synthetic_division(coeffs, r, s):

6 n = len(coeffs)

7 b = np.zeros(n)

8 c = np.zeros(n)

9

10 b[n-1] = coeffs[n-1]

11 b[n-2] = coeffs[n-2] + r*b[n-1]

12

13 for i in range(n-3, -1, -1):

14 b[i] = coeffs[i] + r*b[i+1] + s*b[i+2]

15

16 c[n-1] = b[n-1]

17 c[n-2] = b[n-2] + r*c[n-1]

18

19 for i in range(n-3, -1, -1):

20 c[i] = b[i] + r*c[i+1] + s*c[i+2]
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21

22 return b, c

23

24 def bairstow_method(coeffs, r0, s0, tol=1e-10, max_iter=100):

25 # Inicializa las listas para almacenar los valores de cada iteración

26 iteraciones = []

27 errores = []

28

29 n = len(coeffs)

30 r = r0

31 s = s0

32

33 start_time = time.time() # Tiempo de inicio

34

35 for iteration in range(max_iter):

36 b, c = synthetic_division(coeffs, r, s)

37

38 # Calcular determinante

39 det = c[1]*c[1] - c[0]*c[2]

40 if abs(det) < tol:

41 print("Determinante demasiado pequeño.")

42 break

43

44 # Calcular correcciones

45 dr = (b[1]*c[2] - b[0]*c[1])/det

46 ds = (b[0]*c[0] - b[1]*c[1])/det

47

48 r += dr

49 s += ds

50

51 error = max(abs(dr), abs(ds))

52

53 # Almacena los valores en las listas

54 iteraciones.append(iteration + 1)

55 errores.append(error)

56



43

57 if error < tol:

58 break

59

60 end_time = time.time() # Tiempo de finalización

61 elapsed_time = end_time - start_time # Tiempo transcurrido

62

63 # Imprime el tiempo transcurrido

64 print(f"Tiempo de ejecución: {elapsed_time:.4f} segundos")

65

66 # Imprime la tabla

67 print("{:<10} {:<20}".format(’Iteración’, ’Error’))

68 for i, e in zip(iteraciones, errores):

69 print("{:<10} {:<20}".format(i, e))

70

71 # Gráfico de convergencia

72 plt.figure(figsize=(10, 6))

73 plt.plot(iteraciones, errores, marker=’o’)

74 plt.yscale(’log’)

75 plt.xlabel(’Iteración’)

76 plt.ylabel(’Error’)

77 plt.title(’Convergencia del Método de Bairstow’)

78 plt.grid(True)

79 plt.show()

80

81 # Calcular raı́ces usando la fórmula cuadrática

82 D = r*r + 4*s

83 if D >= 0:

84 x1 = (r + np.sqrt(D))/2

85 x2 = (r - np.sqrt(D))/2

86 return [x1, x2], r, s

87 else:

88 x1 = complex(r/2, np.sqrt(-D)/2)

89 x2 = complex(r/2, -np.sqrt(-D)/2)

90 return [x1, x2], r, s

91

92 def main():
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93 # Solicitar coeficientes del polinomio

94 print("Ingrese los coeficientes del polinomio de mayor a menor grado

:")

95 coeffs = []

96 while True:

97 try:

98 coef = float(input("Ingrese coeficiente (Enter vacı́o para

terminar): "))

99 coeffs.append(coef)

100 except ValueError:

101 if len(coeffs) < 3:

102 print("El polinomio debe ser al menos de grado 2")

103 continue

104 break

105

106 coeffs = np.array(coeffs)

107

108 # Solicitar valores iniciales de r y s

109 r0 = float(input("Ingrese valor inicial r0: "))

110 s0 = float(input("Ingrese valor inicial s0: "))

111

112 # Aplicar método de Bairstow

113 roots, r, s = bairstow_method(coeffs, r0, s0)

114

115 print("\nRaı́ces encontradas:")

116 for i, root in enumerate(roots, 1):

117 print(f"x{i} = {root}")

118 print(f"Valores finales: r = {r}, s = {s}")

119

120 if __name__ == "__main__":

121 main()




