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RESUMEN

Esta tesis presenta un analisis de la Transformada de Laplace en la solucion de sis-
temas de ecuaciones diferenciales ordinarias cuando los coeficientes no son constantes,
a los fines de caracterizar y analizar las soluciones, ademas de evaluar la estabilidad

de estos sistemas con estos coeficientes que varian en funcién del tiempo.

La metodologia de esta investigacién es no experimental y transversal, Utilizé el
método analitico-deductivo para analizar la transformada de Laplace en sistemas de

ecuaciones diferenciales, ademas de adoptar un enfoque cualitativo.

Esta investigacion concluye que es posible la aplicacion de la transformada de La-
place en la solucion de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias sin coeficientes
constantes, pero que estas soluciones son altamente dinamicas a lo largo del tiem-
po, influenciadas directamente por los coeficientes variables, lo que genera respuestas
que varian desde comportamientos estables hasta dinamicas oscilatorias complejas.
Ademas, el analisis de la estabilidad senala la sensibilidad de estos sistemas a las
variaciones en sus parametros.

Palabras claves: Transformada de Laplace. Sistema de ecuaciones diferenciales or-

dinarias. Coeficientes no constantes. Estabilidad.
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CAPITULO I
INTRODUCCION.

1.1. Introduccioén.
Este capitulo detalla los fundamentos esenciales e introductorios de esta inves-
tigacion, abordando los antecedentes y planteamiento del problema, los objetivos

propuestos, la justificacion, los alcances y limites.

1.2. Antecedentes
1.2.1. Antecedentes histéricos de sistemas de ecuaciones diferenciales.
En la historia de las ecuaciones diferenciales se pueden considerar cinco etapas,
donde cada una de ellas marca un avance definitivo. Quizéas se podria situar la pri-
mera idea sobre ecuacion diferencial hacia finales del siglo XVI y principios del siglo
XVII en los trabajos realizados por John Napier (1550 — 1617) cuando invent6 los
logaritmos. Vistas las tablas confeccionadas por él, si se utilizara el simbolismo mo-
derno del calculo infinitesimal, se podrian considerar como la resolucion numérica de

una ecuacion diferencial.(Garmendia et al., 2007).

La primera etapa iria desde los inicios hasta 1820 cuando Cauchy publica su teo-
rema de existencia, que da inicio a la segunda etapa que marca la edad del rigor. La
tercera comienza en 1870 con Lie (1842-1899) y la aplicacién de la teorfa de grupos
continuos a las ecuaciones diferenciales, particularmente aquellos de la dinamica de
Hamilton-Jacobi. La cuarta comienza en 1880 con el trabajo de Picard (1856-1941)
y su teorema de existencia. La construccion de las ecuaciones diferenciales es analoga
a la teoria de las ecuaciones algebraicas de Galois. La tltima etapa comienza en 1930
donde el andlisis se hace mas general. Ya Moore en 1908 estudia ecuaciones con un
numero infinito numerable de variables; estudiando ecuaciones diferenciales de dimen-
sién infinita, y comienza el clculo de variaciones y el anélisis funcional (Garmendia

et al., 2007).



Las ecuaciones diferenciales aparecen simultaneamente al calculo infinitesimal.
Por ejemplo, en 1638 aparecio el problema de la tractriz, propuesto por René Descar-
tes (1596-1650) a Fermat, que realmente es un problema de tangentes a una curva,
(no pudo resolverlo), y fue resuelto en 1674 por Leibniz y en 1690 por Jakob Bernou-

1li, cuando ya se conocian los trabajos de Newton y Leibniz (Valdés y Segura, 2002).

Las ecuaciones diferenciales comienzan con Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried
Withelm Leibniz (1 646 — 1 716). Dice este tltimo “Considerando la matematica des-
de el comienzo del mundo hasta la época de Newton, lo que él ha hecho es, con
mucho, la mitad mejor”. Muy pronto los cientificos se dan cuenta de que las ecua-

ciones diferenciales son la expresién matemética de las leyes naturales (Lozano, 2021).

La primera clasificacion de las EDO de primer orden (en lenguaje de la época
ecuaciones fluxiales) fue propuesta por Newton. El primer tipo estaba compuesto de
aquellas ecuaciones en las cuales dos fluxiones 2/, 1 y un fluente x o y estén relacio-
nados, como por ejemplo z’/y" = f(z) o2’ /y' = f(y), o bien como se escribiria en la

actualidad % = f(z), j—g = f(y); el segundo tipo abarcaba aquellas ecuaciones que

involucran dos fluxiones y dos fluentes Z—: = f(x,y) (% = f(z, y)) Y, finalmente, el
tercer tipo abarcaba a ecuaciones que involucran mas de dos fluxiones, las cuales en la
actualidad conducen a ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. En la Teoria de
Fluxiones, Newton resuelve dos problemas principales, formulados tanto en términos

mecanicos como en términos matematicos (Lozano, 2021).

1.2.2. Antecedentes historicos de la transformada de Laplace.

La transformada de Laplace recibe su nombre debido al matematico francés
Pierre-Simon de Laplace (1749-1827), quien le dio forma a dicho operador en la obra
Théorie Analytique des Probabilités, usando sus propios descubrimientos junto con

numerosas ideas ajenas (Motero Contioso, 2018).



Todo comienza en 1744, cuando el fisico y matematico Leonhard Euler (1707-
1783) investigd la posibilidad de encontrar soluciones a ecuaciones diferenciales que

fueran integrales de la forma:
y:/X(a:)e“"”dx e y:/X(x)xAda: a,AeR

A su vez, el también fisico y matematico Joseph Louis Lagrange (1736-1813)
vincul6o a la teoria de la probabilidad este tipo de integrales en un trabajo sobre

funciones de densidad de probabilidad, pero esta vez uso integrales con la forma:
/X(az)e_‘“”2 dr, a€R

En 1782, siguiendo las ideas de Euler, Laplace investiga dichas integrales vistas
como soluciones de ecuaciones diferenciales. Fue tres anos mas tarde cuando, después
de familiarizarse con estas integrales, Laplace las usa para transformar ecuaciones
diferenciales, observando que dichas ecuaciones transformadas eran atin maés faciles
de resolver que las originales. Sin embargo, Laplace usa libremente en su libro la
transformada sin asentar sus bases teodricas, inicamente describiendo algunas de sus

propiedades (Motero Contioso, 2018).

Después de esto, la transformada de Laplace cayd en el olvido para que en la
segunda mitad del siglo XIX fuera desenterrada por Oliver Heaviside (1850-1925),
quien la usé en sus trabajos de teoria de vibraciones (electromagnetismo). El inge-
niero, fisico y matematico inglés Heaviside desarrolld esta técnica al descubrir que
usando la transformada de Laplace podia convertir las ecuaciones diferenciales con
las que trabajaba en ecuaciones algebraicas facilmente resolubles (Tonidandel y Arat-

jo, 2012).

Pero a medida que su uso iba incrementandose en trabajos de fisicos, ingenieriles
y cientificos en general, también crecia la incredulidad de determinados matemaéticos,

que veian esta técnica como una “manipulaciones” realizadas con éxito pero sin fun-



damento alguno. Asi que, no satisfechos con este tipo de respuestas, a principios del
siglo XX algunos matemaéticos tales como Thomas Bromwich (1875-1929) trataron de
encontrar una base tedrica fundamentada a estas “manipulaciones” con la ayuda de
la variable compleja, entre otras cosas, creando lo que actualmente se conoce como el

método de las transformadas (Alfonso y Rodriguez, 2019).

1.2.3. Antecedentes académicos

Jorge (2011) en su investigacién titulada “Transformada de Laplace: Aplicacion
a vibraciones mecanicas”, concluyé que los métodos de la transformada de Laplace
tienen un papel clave en el enfoque moderno del andlisis y diseno en los sistemas de

ingenieria.

Por su parte, Lacasa (2011) en el articulo titulado “Transformadas de Laplace
en resolucion de circuitos RLC”, presenta como el desarrollo de las transformadas
de Laplace brindan una forma sencilla y préactica de resolver ecuaciones diferenciales
lineales. En particular, se analiza la aplicacion directa sobre circuitos eléctricos del

tipo RLC, muy comunes y usados en la Fisica y Matematica.

Por su parte, Tiberi (2013) en su articulo “Aplicacién de la Transformada de La-
place en el analisis de circuitos eléctricos”, establecié que la transformada de Laplace
es util para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con condiciones ini-
ciales en el origen, ya que las transforma en ecuaciones polindémicas, que se resuelven

utilizando solamente operaciones algebraicas.

Cérdoba (2015) en su investigaciéon “Transformada de Laplace aplicada en filtros
analogicos”, establecié que la transformada de Laplace describe el comportamiento
de sistemas dinamicos complejos utilizando ecuaciones ordinarias en lugar de ecua-
ciones diferenciales. Su proposito de utilizar una transformacion es generar un nuevo
dominio en el cual sea més facil manipular el problema a ser investigado, para lue-

go anti-transformarlo y asi llegar a los resultados deseados en el dominio original.



Ademas, presenta una aplicacion de ésta herramienta ligada a filtros analdgicos pasa

bajos, los cuales no permiten el paso de las altas frecuencias.

Ademas, Motero (2018) en su “Estudio de la transformada de Laplace”, presentan
diversas situaciones cuyo comportamiento puede ser modelado y estudiado a través
de las ecuaciones diferenciales. Muestra un método alternativo de resolucién a este
tipo de problemas, ahorrando los numerosos calculos que implican la derivaciéon y
la integracion, pudiendo optimizar la resolucion y convirtiéndolo en un proceso mas
efectivo. Presenta el método de la transformada de Laplace junto con todas sus pro-
piedades acompanadas de ejemplos, para usarlas en la resolucién de problemas que

involucren algunos tipos de ecuaciones diferenciales.

Proy (2021) en su tesis titulada “Inversién de la transformada de Laplace median-
te integracion numérica”, concluyo6 que la transformada de Laplace es una herramienta
matematica de gran importancia para simplificar las ecuaciones diferenciales ordina-
rias o en derivadas parciales que modelizan gran cantidad de fenémenos en diversos
campos cientificos. Una vez resuelto el problema simplificado, para obtener la solucion
del problema original, se debe calcular la transformada inversa. Cuando este calculo
no es posible hacerlo de forma analitica, se debe recurrir a métodos numéricos para su
aproximaciéon. Ademds, analiza aquellos métodos basados en la integraciéon numérica

que resultan mas eficientes para este problema.

Por otro lado, en la investigacion realizada por Marquez et al., (2022) titulada
“Desarrollo De Una Aplicacién Para Su Uso En La Ensenanza De La Transformada
De Laplace”, se muestra y analiza la creacion de un desarrollo tecnolégico disena-
do en lenguaje de programaciéon Python que resuelve ejercicios relacionados con la
Transformada de Laplace. Para su elaboraciéon, y desde la Teoria Antropolégica de
lo Didéactico, fue construida una organizaciéon matematica devenida de las técnicas
utilizadas en actividades escolares, conveniente para la transposicion informatica de

los elementos colocados en su interfaz. Se privilegié como técnica el propio teorema



que determina el concepto de transformada. El proceso informatico causa un fenoé-
meno didactico inverso mediante el cual se naturaliza la definiciéon de transformada,
por encima de las técnicas que de ella se desprenden. La aplicacion resuelve todos los

ejercicios relacionados con el tema contenidos en los textos de uso.

1.3. Planteamiento del problema.

La transformada de Laplace es una herramienta mateméatica ampliamente utiliza-
da en el andlisis de sistemas dindmicos descritos por ecuaciones diferenciales ordina-
rias (EDO). Esta transformada permite convertir una EDO en una ecuacién algebrai-
ca resoluble, lo que facilita el estudio y la resoluciéon de problemas en ingenieria, fisica
y otras disciplinas cientificas. Tradicionalmente, esta técnica ha sido particularmente
util para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes, ya
que la transformada de Laplace de una derivada no depende de la funcién original,

sino solo de su transformada.

Sin embargo, cuando se intenta aplicar la Transformada de Laplace a sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias que no tienen coeficientes constantes, surge una
situacion interesante, y es que la transformada de una derivada si depende de la fun-
cién original, lo que puede hacer que el problema sea més dificil de resolver. Esto lleva
a un punto critico sobre la estabilidad de la Transformada de Laplace en el anélisis de
sistemas dindmicos, ya su eficacia estd intrinsecamente ligada a la naturaleza de las
ecuaciones involucradas. Aunque hay técnicas para abordar este tipo de situaciones,
como el método de los coeficientes indeterminados o el método de variacién de para-
metros y otros, en ocasiones, estos pueden ser muy tediosos y no siempre es posible

encontrar una solucion.

Es innegable que existe una era de creciente avance tecnologico, donde los sis-
temas que se deben modelar y entender son cada vez mas complejos y dinamicos,
y muchas veces estos varian con el tiempo o dependen de otras variables. Es por

esto, que esta propuesta investigativa concibi6 la aplicacién de la transformada de



Laplace cuando los coeficientes de las ecuaciones diferenciales ordinarias dadas no son
constantes, y con ello dar respuesta a la pregunta de investigacién, ;Como aplicar
la transformada de Laplace a los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias sin

coeficientes constantes utilizando la transformada de Laplace?

1. {Cuéles condiciones caracterizan las soluciones de ecuaciones diferenciales or-

dinarias sin coeficientes constantes?

2. ;De qué manera se pueden analizar las soluciones de sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias sin coeficientes constantes utilizando la transformada

de Laplace?

3. ;Cual es la estabilidad de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias sin

coeficientes constantes mediante la aplicacién de la transformada de Laplace?

1.4. Justificacién.

Muchos sistemas dindmicos en el mundo real no pueden modelarse adecuadamen-
te utilizando coeficientes constantes, ya que estos coeficientes varian con el tiempo
o dependen de las variables de estado. Por lo que esta investigacion ha de permitir
encontrar soluciones mas precisas y realistas para problemas practicos en diversas
disciplinas. En este sentido, también esta investigacién puede contribuir al desarrollo
de nuevas estrategias y enfoques que lleven a la creacién y perfeccionamiento de téc-
nicas analiticas y numéricas para resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales

ordinarias.

Aplicar la transformada de Laplace a los sistemas de ecuaciones diferenciales or-
dinarias sin coeficientes constantes es un tema relevante debido a su posible impacto
en la automatizacion y el control de sistemas, el modelado de fenémenos fisicos, el
analisis de datos en series temporales, ademas de la contribucién a la literatura cien-
tifica del pais, ya que pretende servir de base para investigaciones futuras en esta

4rea de las matematicas.



1.5. Objetivos.
1.5.1. Objetivo general.
Aplicar la Transformada de Laplace en la soluciéon de Sistemas de Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias sin Coeficientes Constantes.
1.5.2. Objetivo especificos.
1. Caracterizar las soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias sin coeficientes

constantes.

2. Analizar las soluciones de los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias sin

coeficientes constantes, mediante la transformada de Laplace.

3. Evaluar la estabilidad de los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias sin

coeficientes constantes mediante la Transformada de Laplace.

1.6. Alcances y limites.

El desarrollo de esta investigacion se centré en el contexto de las mateméti-
cas aplicadas, ya que consistié en la aplicacion de la transformada de Laplace para
la resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales, cuando los coeficientes no son
constantes, pero sin incurrir en situaciones de modelado de las mismas en un con-
texto real. También, se enmarcd dentro del andlisis mateméatico y especificamente en

ecuaciones diferenciales ordinarias.



2.1.

CAPITULO II
MARCO REFERENCIAL.

Introduccion.

En este capitulo se plantean los fundamentos conceptuales que sustentan las bases

teodricas de los sistemas de ecuaciones diferenciales y la transformada de Laplace.

2.2,

Marco tedrico.

2.2.1. Ecuaciones diferenciales.

Definicién 2.1 Se dice que una ecuacién diferencial (ED) es cualquier ecuacién que

contiene las derivadas de una o mas variables dependientes con respecto a una o mas

variables independientes (Zill, 2012).

Definicién 2.2 Las ecuaciones diferenciales segiin el tipo, se clasifican en:

1)

Ecuacién diferencial ordinaria: si una ecuacién diferencial contiene tinicamente
derivadas ordinarias de una o mas variables dependientes con respecto a una
sola variable independiente, se dice que es una ecuacion diferencial ordinaria

(EDO), de acuerdo con (Zill, 2012).
y(”) + an_l(x)y("_l) + an_Q(x)y(”_z) + - ta(z)y +ap(x)y=g(x) (2.1)

donde y™ es la n-ésima derivada de y con respecto a z, a;(z) son funciones de

x que pueden variar, y g(x) es la funcién término independiente.

Ecuacion diferencial en derivadas parciales: se llama ecuacion diferencial en

derivadas parciales (EDP) a la ecuacién de la forma:

7 ou ou J"u 0
x x . :I; u ... DR =
1,42, s my Uy 61'1’ ) 81'”’ 9 8kll'1ak2332 . 8kn50n
que permite conexionar las variables independientes z;,Vi = 1,2,...,n, la fun-
ciéon que se busca y sus derivadas parciales. Se cumple que: k;,Vi =1,2,...,n

son enteros no negativos tales que: k; +ky+- - - +k, = m m (Campuzano, 2016).
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Definicién 2.3 El orden de una ecuacién diferencial (ya sea EDO o EDP) es el orden

de la mayor derivada en la ecuacion (Zill, 2009).

Las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden algunas veces son escritas

en la forma diferencial M(z,y)dx +N(z,y)dy = 0.

Simbélicamente se puede expresar una ecuacion diferencial ordinaria de n-ésimo

orden con una variable dependiente por la forma general

F(zy.9,....y™) =0 (2.2)
donde F es una funcién con valores reales de n + 2 variables: z,v, 1/, ..., y"™.

Definicién 2.4 Segun Zill (2009), una ecuacién diferencial de n-ésimo orden como
(2.2) se dice que es lineal si F' es lineal en 4,7/, . .., 4. Esto significa que una EDO de
n-ésimo orden es lineal cuando la ecuacién (2.2) es a,(2)y™ +a,_1(2)y" D +---+a;
(@)Y + ao(x)y — g(x) =0

dny dn—ly

an(x)ﬁ + an_l(x)dx”*

+ot al(:v)jz + ao(z)y = g(z). (2.3)

Dos casos especiales importantes de la ecuacion (2.3) son las ED lineales de primer

orden (n = 1) y de segundo orden (n = 2) :

a (2) Y +ag(x)y = g(z) v ao(x) L+ ay(z) % + ag(z)y = g(x)

Definicién 2.5 Soluciéon de una EDO. Cualquier funcién ¢, definida en un intervalo
I y que tiene al menos n derivadas continuas en I, las cuales cuando se sustituyen
en una ecuacion diferencial ordinaria de n-ésimo orden reducen la ecuaciéon a una

identidad, se dice que es una solucién de la ecuacion en el intervalo (Zill, 2009).

En otras palabras, una soluciéon de una ecuacién diferencial ordinaria de n-ésimo

orden (2.2) es una funcién ¢ que posee al menos n derivadas para las que

F (x, o(z),d (), ... ,qb(”)(x)) =0 paratoda zen [.
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Definicién 2.6 Solucién implicita de una EDO. Se dice que una relacion G(z,y) =0
es una soluciéon implicita de una ecuaciéon diferencial ordinaria (2.2) en un intervalo
I, suponiendo que existe al menos una funciéon ¢ que satisface la relacién asi como la

ecuacion diferencial en I (Zill, 2009).

2.2.2. Estabilidad de sistemas lineales de ecuaciones diferenciales
Cuando un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias es lineal, esto significa

que hay una matriz A que forma parte del conjunto M, (R), y se establece que

¥=A-z

En este sentido, Candela (2015) establece el siguiente teorema que plantea condiciones

para examinar la estabilidad de un sistema lineal de ecuaciones diferenciales.

Teorema 2.1 Considérese un entero positivo n, una matriz A de tamafio n X n con
elementos en R, y un sistema de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de la
forma 2’ = A - z. El andlisis de estabilidad de este sistema puede realizarse mediante

el polinomio caracteristico asociado a la matriz A, definido como:

a;p — A a12 te A1n
21 agy — A --- Q2n,
p(A) = det
an1 an2 ot App — >\

A partir de este polinomio, se establecen los siguientes criterios:

1. Si se determina que cada raiz de la ecuacién p(\) = 0 posee una parte real
negativa, se concluye que todas las soluciones del sistema dado son estables de

manera asintotica.

2. En el caso de que alguna raiz de la ecuacién p(A) = 0 tenga una parte real

positiva, se establece que todas las soluciones del sistema son inestables.

3. En la situacién donde todas las raices de p(A) = 0 tengan una parte real no

positiva y ciertas raices, digase Ai,...,\;, sean puramente imaginarias, con \;
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de multiplicidad k;, el polinomio se puede expresar como

donde ) contiene raices con partes reales negativas exclusivamente. Bajo estas
condiciones, una solucién x = x(t) se clasifica como estable pero no necesaria-
mente asintéticamente estable si, para cada A;, la matriz A asocia k; autovec-
tores linealmente independientes. De no cumplirse esta condicién, se considera

que todas las soluciones son inestables.

2.2.3. Transformada de Laplace

Definicién 2.7 Si f(t) es una funcion definida para t > 0, entonces la integral

L{f(t)} = /0 F et r)dt = lim [ et ()t = F(s)

b—o0 JO

se llama Transformada de Laplace de f. El dominio de la funcién F(s) consta de
aquellos valores de s para los que el limite anterior exista como ntmero real (Vergel

et al., 2022).

Teorema 2.2 Cengel (2022) plantea que para k constante se tiene

—_

CL{1}(s)=1,s>0 L{k}(s)=%s>0

2. L{t"}(s) = Hr,s>0,n=1,2,...

3. L{e"} (s) = ==, para s > a

—a’

4. L{sen(kt)}(s) = SQJFLW, para s > 0

5. L{cos(kt)}(s) = para s > 0

R
6. L{sen(kt)}(s) = ="z, para s > |k
7. L{cos(kt)}(s) = »*, para s > |k|

8. L{te®}(s) = —2sr,s>a,n=12--

(s—a)nT1>
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Demostracion. A continuacién, se verifican los dos primeros literales.

1. A partir de la definicién se obtiene:

L{l}(5> — /OOO efst(l)dt _ e__:f _ l‘

2. La demostracion se realiza por el método de induccion. Para ello, se supone que

s > 0y se utiliza el siguiente limite:

t’n

lim
ect

t—o00

=0, n=1,2,-

Para n = 1, se obtiene:

L{t}(s) = /0 oSttt (2.4)

Ahora se resolvera la integral definida en (2.4) por el método de integracion

por partes. Sea v = t y dv = e~ *!dt, entonces se tiene du = dt y v = —%e‘“

respectivamente. Luego,

o0 (e’

IRV 11 1 1
#o [Tetat= —(0-0)+ S| = —50-1) = .

s —s 0 s s

tefst

L{t}(s) =

0

A continuacién, se supone que la hipdtesis se cumple para n — 1 y se verifica
)
que también se satisface para n. En efecto, sea v = t" y dv = e~ *'dt, entonces

du = nt"tdt y v = —ie*“, respectivamente. Reemplazando en:

L{t"} (s) = /0 T et

se obtiene:
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o

n Oo—stn—l _ n n—1
o+5/0 el dt_—(0—0)+gL{t }(s)

L(t"=1)(s)

tnefst

S

LAt} (s) = -

= "L {1 (s).

S

Pero por la hipdtesis de induccién

Lt} (s) = (”;1)!,
luego
Ly ="

De manera similar se verifican los literales restantes.

Definicién 2.8 Segun Ross (2021), si L[f(t)] = F(s), se dice que f(t) es la trans-

formada inversa de F'(s) y se escribe

f(t) =L H{F(s)}

Teorema 2.3 Bravo (2006), plantea que para a y k constantes se tiene

2. L1 sﬂl} =y L {sn1+1} = sis>0.
3. L7 Sia} =", sis > a.
4. L1 52_1::-162 = sen(kt), y -1 {82}#} _ Senlgkt)7 Gis>0

j
. } = cos(kt), si s > 0.
)

=senh(kt) y L™} { L } = ) i s > k).
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7. Lil{ - } = cosh(kt), si s > |k|.

S2_k2

n!

S L) ey L Yo

Ejemplo 2.1 Evaluar L™! {%}

Solucidén. Por medio de fraaciones parciales se obtiene

3s+1 A B C

G-3)(+2(-1 s5-3 s+2 s-1 (2.5)

donde A, B y C son constantes. Luego, evaluando la transformada inversa en la

ecuaciéon (2.5) se obtiene

-1 3s+1 o A B C
- {(8—3)(s+2)(s—1)}_L {S—3+3+2+s—1}

1 1 1
:AL—l{ } BL-l{} L-l{}.
5s—3 * s+ 2 +c s—1

Por otro lado, aplicando el método de fracciones lineales en la ecuacién (2.5), se

obtiene A =1, B=—1/3y C = —2/3. Utilizando la tabla de transformadas se tiene

o] et T

Ejemplo 2.2 Con factores lineales repetidos

A S G é+§+ ¢ P B
s2(s+2)3 [ s 82 s+2 (s+2)2 (s+2)3
1 1 1 1
_ a7yt 1L -1 -1
= AL {s}+BL {82}+OL {s+2}+DL {(s+2)2}

+EL! {

1
(s+2)3
—2t t2672t

t
=A+Bt+Ce®+D 61| +F o

Utilizando el método de las fracciones parciales, se tiene
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1 1 1 1

A= B=-. C=—. D=0 E=—-=

16’ 8’ 16’ ’ 4

luego
s+1 1 1 1 1
L*l - —_ 7t _ —2t _ 7t2 —2t
{§@+mﬁ 68 "16° T8¢

Para los teoremas y propiedades siguientes, se asume que L[f(t)] = F(s) y
Lig(t)] = G(s). Estos fueron tomados, conjuntamente con sus demostraciones de

Vergel et al., (2022).

Teorema 2.4 Si f(t) es continua a trozos para t > 0 y de orden exponencial para
t>T(T € R, T > 0), entonces L[f(t)] = F(s) existe para s > ¢ y para algin ¢ € R.

Ademés

ltm L[f(t)] = lim F(s) =0

§—00 §—00

Teorema 2.5 (Primer teorema de Traslacién). Si @ es un nimero real cualquiera,

entonces
L{e"f(t)] = F(s —a) = Lf())]sssa
Equivalentemente,
e f(t) = L7 F(s — a)] = L[f(5)ss-d]
Demostracion.

L{e“f@)}@)_:Ame‘“énf@ﬁ#_1/me‘“ﬂmf@yﬁ
L{f(®)Hs — a) = F(s — a).

Teorema 2.6 (Segundo teorema de Traslacién) Si a > 0, entonces

Llua)f(t = a)] = e L{f ()] = e F(s)
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Equivalentemente,

ua(t)f(t — a) = L7 [e ™ F(s)]

Teorema 2.7 (Derivadas de una transformada). Paran =1,2,3, ...

LI (0] = ()" £ ALIFO))

Equivalentemente,

s =Sl L )

Demostracion. Por induccién sobre n, se tiene que para n = 1 se sigue

F(s) = /O T et ()t

luego derivando F(s) se tiene

dF d [

Ooo —te "t f(t)dt = — /0 T e f(t))dt
T L{tf ()} (s),

entonces

L{tF(O}s) = — L F(s)

Suponga que se cumple para n = k

{70} (5) = (-1 F(s)

Ahora se prueba que se cumple paran =k + 1
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Teorema 2.8 (Transformada de una Derivada). Si f(t), f'(t),---, f* 1 (t) son con-
tinuas para ¢t > 0 y de orden exponencial, y si f(™(t) es continua parte por parte

para t > 0, entonces,

L[fO®] = "F(s) = "7 £(0) = " 2f1(0) =+ = 7(0)

Teorema 2.9 (Teorema de Convolucién) Si f(t), g(t) son continuas parte por parte

y de orden exponencial para t > 0, entonces

L[f = gl = F(s)G(s)
Equivalentemente,
L7F(s)G(s)] = f* g

Teorema 2.10 (Transformada de una Funcién Periédica). Si f(t) es continua parte
por parte y de orden exponencial para t > 0, y es peridédica con periodo T' (para

T>0,f(t+T)= f(t) ), entonces
r t
L] = 1= |, e (o)
Definicién 2.9 La funcién Delta de Dirac, esta definida de la siguiente forma
5(t - to) - }Liil(lj(ga (t - to)

donde,
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1
=, th—a<t<ty+a

5o (t — to) = Zar 0 0

0, t<ty—a,0bien t>ty+a

dq (t — tg) es conocida como la funcién impulso unitario y ¢ (¢ — tg) es la llamada
Funcién Delta de Dirac (que entre otras cosas realmente no es una funcién en el

sentido tradicional).

Teorema 2.11 (La transformada de la funcién Delta).

L[6(t—tg)] = e .

En particular

Lis(t)] =1

2.2.3.1. Aplicaciones de la transformada de Laplace a las Ecuaciones di-
ferenciales

Tal como lo senala Ross (2021), la Transformada de Laplace puede ser utilizada

para resolver ecuaciones diferenciales con valores iniciales, ecuaciones integrales y

ecuaciones integro diferenciales. Los dos tltimos tipos de ecuaciones son como se

definen a continuacion:

—I—/ h(t — x)dz

Donde las funciones g, h son conocidas

+/ h(t — z)dz,

donde las funciones g, h son conocidas. Para resolver cualquiera de estas ecuacio-
nes se debe tomar transformada a ambos lados de la igualdad, resolver la ecuacién
algebraica en s y luego tomar transformada inversa para hallar la solucién en t. Los

Ppasos son:

1. Aplicar la transformada a ambos lados de la ecuacién.
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2. Aplicar el teorema de la transformada de la derivada.

L{y'} = sY (s) = y(0)
L{y"} = s*Y(s) = sy(0) — y/(0)
Cuando las condiciones iniciales no estdan dadas en t = 0, sino en t = a, se hace
el cambio de variable 7 = t — a, con este cambio de variable, la nueva E.D. tiene

condiciones iniciales en 7 = 0

1. Conseguir una funcion en s, es decir, despejar Y (s).

2. Hallar la transformada inversa: y(t) = L=1{Y(s)}.

Ejemplo 2.3 Resolver el problema de valores iniciales (Vergel et al., 2022)

Y d*Y day
— +4—+5—4+2Y =10 £),Y(0)=0,Y'(0)=0,Y"(0) =3
s cos(t), Y (0) = 0,Y(0) = 0,Y"(0)

Paso 1. Tomando la transformada de Laplace en ambos miembros de la ecuacion

diferencial
Y d?Y dY
L — 4L —— L — 2L{Y (t)} = 10L t
{dt3}+ {dt2}+5 {dt}+ {Y(t)} 0L{cos(t)}

Denotando L{Y(t)} por y(s), entonces las siguientes transformadas

Py 2y dy
PR i G R I VRN R e

en funcion de y(s), Y (0),Y’(0),Y"(0). Se obtiene

Aplicando las condiciones iniciales se reducen a
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Por tanto,

L {fg} +4L {ﬁ};} + 5L {Cg} +2L{Y (t)} = s*y(s) — 3 + 45*y(s) + 5sy(s) + 2y(s)

= [33—1-452—1-55—1-2} y(s) — 3
donde utilizando la tabla de transformadas, se tiene

10s

10L{cos(t)} = .

Por tanto, la ecuacion se reduce a

10s
3 2 _
(3 +4s +55+2)y(5)—3— o
con la incognita y(s).

Paso 2. Resolviendo ahora la ecuacién para y(s), se tiene

352 +10s + 3

3 2 _

(s +4s +5S—{—2>y(s)—3— .
352 +10s +3

(s2+1)(s3+4s2+5s+2)

y(s) —3=

Paso 3. Determinar

= 352 +10s + 3
(s2+1)(s3+4s2+5s+2) |

Empleando el método de descomposicion en fracciones simples y asi encontrar
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una forma de la expresion para y(s), se tiene

3s2+10s+ 3 B 3s2+10s+ 3
(s24+1)(s3+4s2+55+2) (524 1)(s+1)2(s+2)
A B C Ds+ FE

TS42 T SHl S+ e+l

A partir de aqui, se dedude

357 + 105 + 3 =A(s + 1)’ (s”+ 1) + B(s +2)(s + 1) (s* + 1)
+C(s+2) (52 + 1) + (Ds + E)(s +2)(s + 1)?
0
35> +10s +3=(A+ B+ D)s* + (2A+3B+C +4D + E)s*
+ (244 3B +2C + 5D + 4E)s®
+(2A+3B+C+2D+5E)s
+ (A+2B+2C +2E)

Se obtiene asi el sistema de ecuaciones

A+B+D=0
2A+3B+C+4D +E =0
2A+3B+2C+5D+4E =3
2A4+3B+C+2D+5E =10
A+2B+C+2E =3.

Haciendo s = —1, se encuentra que C' = —2 y haciendo s = —2 en esta misma

ecuacion se tiene A = —1. Utilizando estos valores de A y C el sistema da

B=2D=-1, y E=2

Sustituyendo estos valores de A, B,C, D y E se obtiene



23

= 3s* +10s +3 ——Ll{ 1 }+2L1{ 1 }
(s24+1)(s3+4s2 +55+2) [ s+2 s+1

2 )~ )

tor! {

32—1—1}'

Utilizando la tabla de transformadas, se obtiene

Y(t) = —e 427" —2te™" — cos(t) + 2sin(t)

2.2.3.2. Solucion de sistemas lineales usando la transformacién de Laplace
Edwards y Penney (2009), sostienen que la aplicacién del método de la transfor-

macién de Laplace para hallar la solucion de un sistema de primer orden

X ay

GIE + G2E + asr + asY = Bl(t)
dX dy

bldi'[; + bgdit — bg.r + b4Y = Bg(t)

donde a1, as, as, ay, by, b, b3 y by son constantes y By y By son funciones conocidas

que satisfacen las condiciones iniciales

X0)=c e Y(0)=c

donde ¢ y ¢ son constantes. Suponga que x(s) denota la transformada L{X (¢)}

e y(s) denota la transformada L{Y (t)}. Se procede entonces como sigue:

1. Se toma la trasformada de Laplace en ambos miembros de cada una de las dos
ecuaciones del sistema, se aplica el teorema y las condiciones iniciales; igualando

los resultados se obtiene una ecuacion algebraica lineal en las dos incognitas x(s)

e y(s).

2. Para determinar explicitamente y(s) y x(s) se resuelve el sistema lineal de dos

ecuaciones algebraicas, obtenido en la etapa precedente.
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3. Una vez halladas y(s) y z(s), se emplea la tabla de transformadas para determi-
nar la solucién X () = L™Hz(s)} e Y(t) = L~{y(s)} del problema de valores

iniciales dado.

Ejemplo 2.4 Usar la transformacion de Laplace para hallar la solucion del sistema.

dX
— —6X +3Y =8¢
It + e
v _ 2X — Y = 4¢
dt
que satisface las condiciones iniciales X (0) = —1,Y(0) = 0.

Paso 1. Tomando la transformada de Laplace en ambos miembros de cada una

de las ecuaciones diferenciales del sistema, se tiene

L {‘g} — 6L{X(t)} +3L{Y (1)} = Ld {8¢'} -

L {‘g} —2L{X (1)} — L{Y (1)} = L {4¢'}.

Designando L{X (t)} por z(s) y L{Y (t)} por y(s). Aplicando entonces el teorema
y las condiciones iniciales, se tiene
dX
L {dt} = sz(s) — X(0) = sz(s) + 1

dy

L {dt} — sy(s) — Y(0) = sy(s)

Usando la tabla de transformadas

L{se'} = Si y L{4e'} = 8:

En consecuencia,

sx(s)+ 1 —6x(s) + 3y(s) = s

s(s) = 20(s) — y(s) = ——

que al simplificarse quedan en la forma



25

(5~ 6)a(s) + 3yls) = —— 1

~2u(s) + (s = Dyls) = —
(5~ 6)a(s) + By(s) =

~2a(s) + (s — Dyls) = =

Paso 2. Resolviendo el sistema lineal algebraico cuyas incégnitas"son y(s) y x(s),

se obtiene

(s =1)(s = 6)a(s) +3(s = )y(s) = =s + 9

12
—62(s) + 3(s — D)y(s) =
s—1
Restando queda
12
2
—T7s+12 =—5+9— ——
(s s + )x(s) s + 1’
de donde
—s2+10s — 21 —s+7

R (e R R e

De igual modo, se tiene

25 —6 2

y(s) = 5—1D(—-3)(s—-4) (s—1)(s—4)

Paso 3. Determinar ahora

X0 =1ty = 2 { T

Y(t) =L Hy(s)} = L7 {(3_1)2(3_4)}

se determina primero X(s). Usando fracciones simples se escribe



y se encuentra

A=-2 y B=1,

entonces

= e

y usando la tabla de transformadas, se obtiene

X(t) = —2¢" + et

De igual forma se deduce Y'(s). Se obtiene asi

2 2
Y(t) = —get + §€4t

26
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CAPITULO III
METODOLOGIA

3.1. Introduccién
En este capitulo, se especifican los componentes metodolégicos que guiaron el
proceso de elaboracion de esta investigacion. Aqui se presenta el diseno, método, ti-

po, enfoque y procedimientos realizados para la culminacion de este proyecto.

3.2. Marco metodolégico
3.2.1. Diseno de la investigacion

La metodologia de esta investigacién se rige por un disenio no experimental, tal
como lo describen Herndndez-Sampieri et al. (2018), puesto que no se llevé a cabo una
manipulacion intencional de las variables. En cuanto al tiempo de estudio, se adopto
un enfoque transversal, que Hernandez y sus coautores definen como una estrategia

en la que los datos se recopilan en un tnico punto temporal.

3.2.2. Meétodo de investigaciéon

Este estudio estuvo basado en el uso del método analitico-deductivo con fines de
analizar la transformada de Laplace en la solucion de sistemas de ecuaciones diferen-
ciales con coeficientes no constantes. Flores (2013) sefiala que el método analitico es
una estrategia de investigacién que busca desglosar un fenémeno en sus componentes
esenciales para entender su naturaleza, causas y efectos. Paralelamente, se aplico el
razonamiento deductivo, lo que permitié derivar conclusiones a partir de los hallaz-
gos obtenidos y de esta manera, confirmar los objetivos que se establecen para este

estudio.

3.2.3. Tipo de investigacion
Tal como se plantea en Martinez (2018), esta investigacién se fundamenté en una
metodologia descriptiva, debido a que se establecieron caracterizaciones y/o condicio-

nes para la obtencién de soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
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sin coeficientes constantes.

3.2.4. Enfoque de la investigacion
Este estudio contemplé un enfoque cualitativo debido a la naturaleza intrinseca-
mente compleja de la transformada de Laplace y los sistemas de ecuaciones diferen-

ciales (Creswell y Poth, 2018).

3.3. Procedimientos.
En este apartado se incluye una descripcién de las diferentes etapas del proceso

a realizar en este trabajo de investigacion:

1. Se realiz6 la solicitud de aprobacion de esta tematica investigativa.

2. Se realizé una amplia consulta bibliografica, sobre los aspectos basicos y fun-
damentaciones de los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias y la trans-

formada de Laplace.
3. Se presento al asesor para su revision, correccion y posterior validacion.

4. Se sometio la propuesta de ante proyecto a la Facultad de Postgrado y Educa-

cién Continuada, a los fines de valorar la pertinencia de la misma.

5. Se procedi6é con las correcciones realizadas por los respectivos jurados en ter-

minos de contenido, redaccion y metodologia, en coordinacién con el asesor.

6. Se elaboraron los capitulos IV y V| y los demés elementos del proyecto, segiin

los reglamentos de la UTECO.

7. Se entregd nuevamente tres ejemplares a la Facultad de Postgrado y Educacion
Continuada con el borrador final, con fines de la presentacion y/o defensa del

mismo.

8. Luego de esto, se integrara al trabajo las observaciones realizadas por los jurados

para su posterior entrega definitiva a la Universidad.
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CAPITULO 1V
PRESENTACION DE LOS RESULTADOS

4.1. Introduccién

En este capitulo se presenta inicialmente una caracterizacién de las EDO sin co-
eficientes constantes, tanto a través de teoremas y ejemplos, para luego establecer las
condiciones para resolver los sistemas lineales de ecuaciones diferenciales ordinarias,
tanto cuando los coeficientes son polindémicas de grado menor o igual que 2, como

cuando estos estan dados en terminos de funciones exponenciales.

4.2. Caracterizacion de las soluciones de ecuaciones diferenciales ordina-
rias sin coeficientes constantes.

En esta seccion, se emplea la transformada de Laplace como método para derivar

soluciones explicitas a un conjunto de ecuaciones diferenciales lineales de segundo

orden cuyos coeficientes varian con la variable independiente:

p2(t)y" + 1 ()Y + po(t)y = g(t),

mediante la aplicacion de la transformada de Laplace. Aqui, po(t), p1(t) v pa(?)
son funciones dependientes de t. Se definen condiciones especificas sobre pg, p1 v po
para obtener soluciones explicitas a estas ecuaciones diferenciales de segundo orden,

las cuales se plantean en términos de funciones basicas o elementales.

Proposicion 4.2.1 Considérese p(t) - y(t) perteneciente a C?(a, b). Entonces, se es-

tablece que

L{p(t)y'} = =L (t)y} + sL_{p(t)y} — p(0)y(0) (4.1)

y ademas,

L{p(t)y"} = LL" W)y} —2sL{p (t)y} + s> L{p(t)y} — p(0)y/ (0) +1'(0)y(0) — sp(0)y(0)
(4.2)

Demostracion. Se considera la transformada de Laplace del producto de p(t) y la
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derivada de y(t), expresada como:

0 b
Li{p(t)y'} = /0 p()y et dt = lim [ p(t)y'e " dt.

b—o0 J0

La integracién por partes, junto con la propiedad de que y tiene un crecimiento

de orden exponencial, conduce a:

L{p(t)y'} = —L{Y (t)y} + sL{p(t)y} — p(0)y(0).

Para deducir la transformada de Laplace de la segunda derivada temporal de y(%)

multiplicada por p(t), se observa que:

L{p(t)y"} = —L{'(t)y'} + sL{p(t)y'} — p(0)y'(0).

La aplicacién repetida de la propiedad de derivacion en la transformada de La-
place, junto con la aplicaciéon de las condiciones iniciales conocidas de y(t) y sus

derivadas, lleva a la siguiente relacion:

L{p(t)y"} = L{p" )y} —2s LD (t)y} +5°L{p(t)y} —p(0)y'(0)+p'(0)y(0) — sp(0)y(0).

Teorema 4.1 Considérese la ecuacion diferencial lineal no homogénea con coeficien-
tes variables, M: py(t)y" + p1(t)y + po(t)y = g(t), donde po(t), pr(t), pa(t) v g(t)
son funciones continuamente diferenciables en el intervalo (a,b). Se establecen las

siguientes condiciones:

po(t) = (et + c2)p2(t) + (est + ca)pa(t) + ddp;(t) + ¢s, (4.3)
p1(t) = (est + cq)pa(t) + cﬁcilp;(t) + c7, (4.4)

concy =0,c7=0,¢6 =2,y ¢1 # 00 c3 # 0. Ademés, py(t) no es constante ni

lineal, donde ¢y, g, c3, ¢4, Cg, ¥ 7 son constantes reales. Bajo estas circunstancias, la
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transformada de Laplace de py(t)y estd dada por:

— Lh(s) —h(s) f(S) h(s)
L{p=(t)y} =e [/ e P ds + ce , (4.5)

donde

f(s) = L{g(t)} + p2(0)y/(0) = p1(0)y(0) + sp2(0)y(0) + g1(0)y(0),  (4.6)

h(s) =

2 —_ -
/3 + 45+ Cp —cC3 s, (4.7)

Cc3S + 1
y ¢ es una constante.

Por lo tanto, la soluciéon explicita de M se expresa como:

y(t) = ! Lt [eh(s) (/ e_h(s)& ds + ceh(s)ﬂ . (4.8)

Cc3S + 1

Demostracion. El andlisis comienza aplicando la Transformada de Laplace a cada
término de la ecuaciéon diferencial dada por E. Se utiliza la propiedad de linealidad
de la Transformada de Laplace, lo que permite expresar la transformada de la suma

como la suma de las transformadas:

L{pa(t)y"} + LI ('} + L{po()y} = L{g (1)}

Posteriormente, se incorpora la propiedad de las transformadas de Laplace de
productos de funciones y sus derivadas. Esto se traduce en una combinacion lineal de

términos que involucran y, 3/, y 4", cada uno multiplicado por una funcién de t:

L{p2(t)y"} — 2sL{p2(t)y'} + s"L{p2(t)y} -

L{p1(t)y'} + sL{p1(t)y} + L{po(t)y} = L{g(t)} + condiciones iniciales
(4.9)

Sustituyendo los coeficientes po(t), p1(t), y p2(t) por sus expresiones dadas en las
condiciones del teorema, se llega a una ecuacién méas sencilla. Luego, aplicando la

regla de Leibniz para la transformada de productos y considerando las condiciones
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iniciales para y y v, se observa que la transformada de Laplace de ps(t)y puede ser
representada en términos de su derivada con respecto a s. Esto proporciona una nueva

ecuacion diferencial de primer orden en términos de s:

~(egs + 1) - LImO + (5 + as + & — ) Clpalt)y} = F5)

donde f(s) es una funcién que contempla no solo la transformada de Laplace de la
funcion forzante g(t), sino también las condiciones iniciales del problema. Finalmente,
una vez que se ha obtenido L{ps(t)y}, se puede aplicar la transformada inversa de

Laplace para encontrar y(t), que es la solucién de la ecuacién diferencial inicial.
Ejemplo 4.1 Se consideran las condiciones iniciales ¢co =0, ¢c; =0, ¢c; =1, ¢ = —2,
con y(0) = 0, la derivada ¢'(0) = 0 y la funcién g(t) =1+ 2t. Y

polt) = —2p2(t)y" + (¢t — 2)pa(t)y" + p3(1).

pi(t) = (¢ = 2)pa(t) + 2p5(1).

Centrando la atencién en la familia de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes

variables dada por:

p2(t)y” + ((t = 2)p2(t) + 205(8))y" + (=2p2(t) + (£ — 2)pa(t) + P5(1))y = -1+ 2t
La forma explicita de la soluciéon de esta ecuacion se puede observar como:
t2

~ 2pu(t)

A través del uso de la ecuacién (4.8), se llega a:

y(t)

1 2 s+ 2)eT ds c 2
Lipatyy') = e - CEDTD O

donde el término c es determinado por las condiciones iniciales. Por consiguiente:
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9 2
t cez

Lty =1+ 5+ 5

La linealidad de £7! permite expresar y de la forma:

Aunque la anti-transformada de es—i no es trivial, se puede argumentar que:

1 ! =0
Yy, 5 =

)
t2
/ 67
lim — =
S—00 83

Utilizando la ecuacién (4.2), se concluye que:
lim £{p2(t)y"} =0
Por lo tanto, se establece que ¢ = 0 y, en consecuencia, la solucion es:

t2
y(t) = 0

Teorema 4.2 En el contexto de las condiciones (4.3) y (4.4), donde ¢5 =0, ¢; =0,
g = 2,c1 =0,y cg =0,y considerando que ps(t) no corresponde a una funcién

lineal, se establece que la Transformada de Laplace de ps(t)y es:

Lipalt)y} = +f()+

(4.10)

donde f(s) es proporcionada por la relacién (4.6). En consecuencia, se deduce

que:
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/() } (4.11)

t) = !
y(*) pa(t) {32 + c48 + ¢
Bajo las condiciones adicionales (4.3) y (4.4), con ¢; =0, ¢c3 = 0, y donde py(t) =

cot + c19, la expresion de la transformada de Laplace de y es:

L _ Lu(s) / —v(s) f(S) d k v(s) 4.12
(y) =e ( ‘ Cos% + €4C9S + Cacy s e ’ (4.12)
en la cual:

v(s) = / (01032 + (—2c9 + c4c10 + csc9 + c7)s + 10 + C5> ds. (4.13)

Por ende, la funcién f(s) es determinada por la relacién (4.6). Por lo tanto, la

solucion al problema FE se presenta de la siguiente manera:

e o (feo_ IO eo)l

€982 + C4C9S + o

Demostracion. En el contexto de las condiciones (4.3) y (4.4), donde ¢5 = 0, ¢; = 0,
g = 2,c0 =0,y c3 =0, y considerando que py(t) no corresponde a una funcién

lineal, se establece que la transformada de Laplace de py(t)y es:

f(s)

s24c4s+cy’

L{p2(t)y} = (4.15)

donde f(s) es proporcionada por la relacién (4.6). En consecuencia, se deduce

que:

y(t) = 1t)£1{ /() } (4.16)

pa 82 4 €45 + ¢
Bajo las condiciones adicionales (4.3) y (4.4), con ¢; = 0, ¢3 = 0, y donde ps(t) =

cot + c19, la expresion de la transformada de Laplace de y es:

L(y) = eV (/ e V) 1(s) ds + ke”(8)> , (4.17)

6982 + €498 + Cacg

en la cual:
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v(s) = / (01032 + (—2c9 4 c4c10 + csc9 + c7)s + c10 + C5> ds. (4.18)

Por ende, la funcién f(s) es determinada por la relacién (4.6). Por lo tanto, la

solucion al problema FE se presenta de la siguiente manera:

y(t) =L {e”(s) (/ eV /() ds + ke”(s)>} : (4.19)

€982 + c4C9S + o

Asi se concluye la demostracion del teorema. También se puede notar que, mien-
tras las condiciones (4.3) y (4.4), c1 = 0, ¢3 = 0, pa(t) = ¢35t + 1,0 conducen a una
ecuacion diferencial de primer orden. Las condiciones (4.3) y (4.4), ¢c5s = 0, ¢; = 0,
cg = 2, c; = 0,y pa(t) no es una funcién lineal simple que lleva a una ecuacién
algebraica.

4.3. Analisis de las soluciones de los sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias sin coeficientes constantes, mediante la transformada de
Laplace

Cuando los coeficientes en un sistema de ecuaciones diferenciales lineales no son
constantes, sino que varfan con la variable independiente (usualmente el tiempo), la

forma general de tal sistema para n funciones desconocidas es la siguiente:

dx
ditl = an(t)z1 + arp(t)zs + -+ anu(t)zn + f1(1),
dl'g
— = azl(t)l’l —I— (Igg(t)l’g ‘I‘ e "’ a2n(t)xn + fQ(t)7
dt (4.20)
dx,
—5 = (071 + @)z + -+ apn()zn + folt).

En este sistema:

= 11,T9,...,%, son las funciones desconocidas de la variable independiente ¢.

dzn

7+ es la derivada de x, con respecto a t.

= Los coeficientes a;;(t) (donde 4, j = 1,2,...,n) son funciones de t que determi-

nan céomo cada funciéon z; influye en la tasa de cambio de z,,.



36

Aplicando la transformada de Laplace a cada término de cada ecuacién:

I

X1

L {} = L{an(t)z1(t)} + Llaa(t)z2(t)} + . . + L{aw(t)za(t)} + L{fA()],

t

d
L {CZEE} = L{ag, ()z1(t)} + L{axnt)z2(t)} + ... + L{as,(t)z(t)} + L{f2(1)},

dz,

L {dt} = L{ap ()21 ()} + L{an2()z2()} + ... + L{ann(t)zn(t)} + L{fn(1)}.
Usando la propiedad de linealidad de la Transformada de Laplace y la regla para

la derivada, asi como la propiedad de convolucién para los productos de funciones

a;;(t) y z;(t), se puede escribir el sistema en el dominio de Laplace:

sX1(s) —21(0) = (A * X1)(8) + (A * X0)(8) + ... + (A x X,)(8) + Fi(s),
sXo(8) — 22(0) = (Agy * X1)(8) 4+ (Ao * Xo)(s) + ... + (Agp * X,,)(8) + Fa(s),

$X0(8) — 2,(0) = (A * X1)(8) + (Anz * X2)(8) + ... + (Apn * X30)(8) + Fou(s),

donde X;(s) es la transformada de Laplace de x;(t), A;;(s) es la transformada de
a;;(t), (A;; * X;)(s) representa la transformada de la convolucion de a;;(t) y x;(t),
es decir, A;;(s) - X;(s), Fi(s) es la transformada de la funciéon de forzamiento f;(t) y

x;(0) son las condiciones iniciales de x;(t).

Ahora bien, la complejidad de resolver este tipo de sistemas de ecuaciones dife-
renciales es bastante alta, ya que no se precisa en general de que tipo son las mismas,

ademas de las siguientes razones:

1. Los coeficientes no son constantes: Si las funciones 4;;(s) no son constantes, es
decir, si involucran productos, potencias u otras operaciones no lineales de las

variables X;(s), el sistema se convierte en un sistema de ecuaciones diferenciales
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no lineales. La no linealidad tiende a complicar significativamente la resolucion,
ya que muchas técnicas simplificadoras que funcionan para sistemas lineales ya

no son aplicables.

2. Dependencia de A;;(s) entre si: En algunos casos, las funciones A;;(s) pueden
depender unas de otras, lo que crea una estructura de ecuaciones acopladas y

mas complicadas de resolver.

3. Comportamiento asintético: Si las funciones A;;(s) tienen comportamientos
asintoticos complejos o singularidades en el dominio de Laplace, la determi-
nacién de soluciones analiticas puede ser aiin mas dificil. Las singularidades
pueden dar lugar a soluciones transitorias complicadas y efectos de estado es-

tacionario no triviales.

4. Condicion de estabilidad. La estabilidad de este tipo de sistema puede ser dificil

de determinar si las funciones A;;(s) son complicadas o no se conocen en detalle.

En definitiva, la complejidad de resolver sistemas de ecuaciones diferenciales con
funciones A4;;(s) radica en una combinacion de factores que incluyen la no linealidad,
la dependencia mutua, el comportamiento asintético y el nimero de incognitas. De-
pendiendo de la naturaleza especifica del sistema y las funciones A;;(s), la resolucién
puede requerir técnicas avanzadas y, en algunos casos, puede no ser posible encontrar

soluciones analiticas exactas.

Es por esto, que en esta tesis se plantea la solucion de sistemas lineales de ecua-
ciones diferenciales ordinarias segiin algunos parametros especificos y de acuerdo al

numero de ecuaciones y variables.

4.3.1. Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias con coeficientes de
funciones algebraicas
Para este apartado, se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones diferen-

ciales:
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d
o = (st + art + ag)a + (bt + bit + bo)y + (1)
(4.21)

d
df'q; — (CQtQ -+ Clt + C0>Q? + (dgtz + dlt + d0>y + g(t)a

donde a;, b;, ¢;, d; son constantes reales y f(t) y g(t) son funciones definidas en t.
El sistema de ecuaciones diferenciales con los términos transformados de Laplace se

veria asi:

L {CZ} = L{ast*s} + L{arta} + L{aor} + L{bst*y} + L{bity} + L{boy} + L{f (1)},

L {fl?;} = L{cat’x} + L{esta} + L{cow} + L{dot*y} + L{dity} + L{doy} + L{g(t)}.

La transformada de Laplace para cada término del sistema de ecuaciones diferen-

ciales, utilizando la propiedad de la derivada, es la siguiente:

sX(s)—2(0) = —as dz §S> +ay d);is) FaoX (s)—by dg;;gs) by d};is) FhoY (s)+F(s),
sY (s)—y(0) = —c d2d§§5> +e dj;is) oo X (s)—ds dz;;gs) +d, dydf) doY (5)+G(s),

Donde X (s) y Y(s) son las transformadas de Laplace de z(t) y y(t), respectiva-
mente, y F'(s) y G(s) son las transformadas de Laplace de f(t) y ¢(t). Las derivadas
de X(s) y Y(s) con respecto a s representan las transformadas de los productos de

t"™ y las funciones originales x(t) y y(t).

La ecuacion transformada de Laplace, después de aplicar la transformada de La-
place a la ecuacion diferencial de segundo orden y asumiendo que la primera derivada
de z(0) es cero y que y(0) y su primera derivada también son cero, es la siguiente:

—F(S) _ CL()X(S) — al(SX(S) - .%‘(0)) + CLQ(S X(S> N SfL’(O)) (422)

—boY(8) — by1sY (s) + bes’Y (s) + sX(s) —x(0) =0
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—G(8) — X (s) — c1(sX (5) — 2(0)) 4 ca(s* X (5) — sy(0))
—doY (5) — dysY (s) + dps”Y (s) + sX(s) —y(0) =0

(4.23)

Primero, se despeja X (s) en la ecuacién (4.22)

X(s) = —F(s) — a1z(0) + agsx(0) — byY (s) — bysY (s) + bas*Y (s) + x(0) (4.24)

—ap — a18 + ass? + s

Ahora, sustitutendo esto en la ecuacion (4.23)

co(F(s) + a1x(0) — agsx(0) + boY (s) + bysY (s) — bas?Y (s) — x(0))
ag + a1 — ass% — s
e (S(F(s) + a12(0) — agsw(0) + boY (s) + bisY (s) — bas’Y (s) — 2(0)) x(O))
ag + a1 — ags? — s
‘e <s2(F(s) + a12(0) — azsz(0) + by Y (s) + b1sY (s) — bas?Y (s) — 2:(0))
ap + a1 — ags® — s

—G(s) =

—doY (8) — d18Y (5) + dys*Y (s)

L (—F(s) — a12(0) + agsx(0) — byY (s) — bysY (s) + bys*Y (s) + x(0)
ap+ a18 — ass? — s

) —y(0)
(4.25)
Agrupando términos que contienen Y (s) en un lado y términos que no lo contienen

en el otro lado de la ecuacion:

— G(8) +doY () + d18Y (s) — das’Y (s)
L)) (A1) 0 )
Lo, <S2(F(S) + a1z(0) — agsz(0) —x(0)) 83/(0))

ap + a1 — ags? — s

L (—F(s) — a12(0) + azsx(0) + x(O)) —4(0)

ap + a1 — ags? — s

(4.26)
Finalmente, se despeja Y (s) dividiendo ambos lados por —G(s) + do + dys — dys?:
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B 1 co(F(s) + a1z(0) — agsz(0) — x(0))
Y(s)  —G(s) +dy + dis — dys? % [ ap + a;s — azs? — s
s(F(s) + a1x(0) — azsx(0) — z(0))
( ag+ a1s — ass? — s B x(O))

(4.27)
+ C

[ sto o )

L, <—F(s) — a,2(0) + azs2(0) + :1:(0)) L, (0)1

ap+ a18 — ags? — s

Estas son las expresiones para X (s) e Y (s) en términos de las transformadas de
Laplace de las funciones z(t) e y(t), asi como de las funciones F(s) y G(s), y los
coeficientes ag, a1, ag, by, b1, by, co, ¢1, Co, do, dy, do, y las condiciones iniciales z(0) e
y(0). La solucion final depende de las funciones F'(s) y G(s), asi como de los valores
especificos de los coeficientes y las condiciones iniciales.

4.3.2. Sistemas lineales de ecuaciones diferenciales ordinarias con coefi-
cientes de funciones exponenciales

Teorema 4.3 Dado el sistema lineal de ecuaciones diferenciales,

d

d—:; = (" +c))x + (ebt + )y + f(t)

q (4.28)
= (e™ + c3)z + (e 4 ci)y + g(t)

donde a,b,d, h,ci,ca,c3,c4 ER, y (a— ci)(h—ca) #(s—d+c3)(s—b+ca) ya#ec,

entonces las soluciones estan dadas por

o (s—d+c3)F+G
y=r {(a_cl)(h_c4)_(3_d+c3)(s—b+02)}

(s—d+c3)F+G
(a—ci)(h—cy) —(s—d+c3)(s—b+ o)

s-vta)| |+

x= L1

donde F, G son las transformadas de Laplace de f(t) y g(t), respectivamente.

Demostracion. Aplicando transformada de Laplace a cada término de la ecuacién
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(4.28), se tiene que:

(i)
{ii}

de aqui que

L {e“tx} + e l{z}+ L {ebty} + e L{y} + L{f(t)}

L {edtx} +esL{z}+ L {ehty} +al{yt+ L{g(t)}

sX=X(s—a)+aX+Y(s—b)+cY + F(s) (4.29)
sY =X(s—d)+ X +Y(s—h)+cY +G(s) (4.30)

donde: X (s) y Y (s) son las transformadas de Laplace de las funciones x(t) e y(t),
respectivamente. a, b, ¢1, co, d, c3, h, y ¢4 son constantes reales, F'(s) y G(s) son las

transformadas de Laplace de las funciones f(t) y g(t), respectivamente.

Despejando a X en la ecuacion (4.29), se tiene

(s—s+a—c)X =(s—b+c)Y + F(s)

(a—c1))X =(s—b+ )Y + F(s)

s—b+ )Y + F(s)

a— C

o

(4.31)

sustituyendo esto en la ecuacién (4.30), se sigue que

(s=s+h—c)Y =(s—d+c3) X +G(s)

(h—c)Y = (s — d+c3) [(S_bzcj)cyfﬂs)] +G(s)
(a—cl)(h—c4)Y: (S—d+C3) [(S—b—zci)z+F(S)‘| +G(S)

despejando a Y, se obtiene

[(a—c)(h—c)—(s—d4+cs)(s—b+c)]Y =(s—d+c3)F+G (4.32)
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(s—d+c3)F+G

Y = (a—c1)(h—cq) — (s —d+c3)(s— b+ ) (4.33)
de aqui que
_ ! (s—d+c3)F+G
y=L {(a—61)(h—64)—(8—d+63)(3—b+02)} (4.34)

donde £7! denota la transformada inversa de Laplace. Esta expresiéon proporciona la
solucién particular para y en funcién del tiempo, dadas las funciones f(t) y g(t), y
los parametros del sistema.

Ahora, se sustituye la ecuacién (4.33) en (4.31), se cumple que

(s—d+c)F+G

- (s —b+co) l(a—cﬂ(h—@i)_(3_d+03>(‘9_b+62)] o (4.35)

a—C

dado que X (s) es la transformada de x(t), se tiene que

(s—d+c)F+G
(a—c1)(h—cq) — (s —d+c3)(s—b+ )

a— Cq

(s—b—l—cz)l ]+F

r=L""

(4.36)

lo cual completa la prueba.
4.4. Estabilidad de los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias sin
coeficientes constantes mediante la Transformada de Laplace

La estabilidad de un sistema depende de como estos coeficientes varian con el
tiempo y afectan la posicién de los polos del sistema. En este caso, la presencia de
términos cuadraticos en el tiempo dentro de las ecuaciones diferenciales introduce un
elemento que puede hacer que el sistema sea inherentemente inestable. En este caso,
se analiza la estabilidad del sistema dado en (4.21) cuyos coeficientes estan dados por

funciones polinémicas de segundo grado.



—2500¢r

—=5000

Soluciones x(t), y(t)

—15000F

—175001

=75001

—10000

—125001

— x(t)
— y(t)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

43

Figura 4.1: Grafica del sistema de ecuaciones con coeficientes polindémicos de grado 2

La figura 4.1 muestra la respuesta del sistema con el tiempo para las variables

x(t) y y(t). Se observa un crecimiento exponencial en una de las respuestas, lo que

sugiere que el sistema no es estable. Esta respuesta es tipica de un sistema con al

menos un polo con parte real positiva, indicando que hay un crecimiento sin limites

en la salida del sistema en respuesta a condiciones iniciales no nulas.

Q
o
o
o

6000

4000

2000

Parte Real de los Valores Propios

——- Limite de Estabilidad

Tiempo

Figura 4.2: Partes reales de los valores propios en el tiempo
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La figura 4.2 muestra las partes reales de los valores propios en el tiempo. Los
puntos azules indican la parte real de los valores propios a través del tiempo, y la
linea roja punteada marca el limite de estabilidad. Una parte real positiva indica
inestabilidad, y como se observa, hay valores propios con partes reales positivas a lo

largo de todo el intervalo de tiempo, lo que sugiere que el sistema es inestable.

0.2}
0.1}
0.0 M
-0.1f

_02 L

Parte Imaginaria de los Valores Propios

Tiempo

Figura 4.3: Partes imaginarias de los valores propios en el tiempo

En la figura 4.3, se muestran las partes imaginarias de los valores propios en el
tiempo. Los puntos verdes representan la parte imaginaria de los valores propios. Es-
tos valores no determinan la estabilidad por si mismos, pero si indican la presencia

de comportamientos oscilatorios en el sistema.

En contextos reales, este tipo de comportamiento requiere la implementacion de
controles o modificaciones en el diseno del sistema para asegurar la estabilidad y

evitar el crecimiento exponencial no acotado.
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CAPITULO V
ANALISIS Y CONCLUSIONES DE RESULTADOS

5.1. Introduccién

En este capitulo se describe un anélisis de los resultados presentados sobre las
ecuaciones diferenciales ordinarias y sistema lineal sin coeficientes constantes, en co-
rrespondencia con los objetivos planteados. En tal sentido, también se presentan las
conclusiones y posibles lineas futuras para el seguimiento y profundizacion de esta
tematica.
5.2. Analisis de los resultados

Con respecto al objetivo 1, de caracterizar las soluciones de ecuaciones diferencia-
les ordinarias sin coeficientes constantes, se present6 estas EDO con coeficientes no
constantes, empleando la transformada de Laplace. La ecuacion general abordada es
p2(t)y" +p1(t)y +po(t)y = g(t), donde py(t), p1(t), y p2(t) son funciones dependientes
del tiempo ¢. El método destaca por transformar las EDO en ecuaciones algebraicas
mas sencillas en el dominio de Laplace. Se detallan propiedades especificas para la
transformada de Laplace de las derivadas de funciones, y se establecen condiciones
particulares sobre los coeficientes py, p1, y p2 para obtener soluciones explicitas en

términos de funciones béasicas o elementales.

En correspondencia con el objetivo 2, se abordd la resoluciéon de un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) no homogéneo utilizando la transformada
de Laplace. El sistema consta de dos ecuaciones, cada una con términos exponenciales
y funciones no homogéneas, lo que lo hace mas complejo de resolver de manera con-
vencional. El enfoque utilizado se basa en aplicar la transformada de Laplace a ambas
ecuaciones para llevarlas al dominio de Laplace, lo que resulta en dos ecuaciones al-
gebraicas en términos de las transformadas de las funciones desconocidas. Luego, se
resolvieron estas ecuaciones algebraicas en el dominio de Laplace para obtener las
transformadas de las soluciones X (s) e Y (s), y finalmente, se aplic la transformada

inversa para obtener las soluciones en el dominio del tiempo. El resultado se expreso
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en términos de fracciones parciales y funciones conocidas, lo que permitié obtener las
soluciones analiticas de las EDO, lo que puede ser util para comprender el compor-

tamiento de las variables en funcién del tiempo en este sistema especifico.

Este enfoque demuestra la potencia de la transformada de Laplace para resolver
sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes variables y términos no
homogéneos. Al llevar el problema al dominio de Laplace, se simplifica la resolucién
al convertir las ecuaciones diferenciales en ecuaciones algebraicas. Sin embargo, este
método puede ser complicado y requiere el uso de las propiedades de la transformada
de Laplace y la descomposicién en fracciones parciales. Ademas, la eleccion de las
condiciones iniciales es crucial para obtener una solucién completa y precisa en el

dominio del tiempo.

Con respecto al objetivo 3, el andlisis de la estabilidad de los sistemas de ecua-
ciones diferenciales ordinarias con coeficientes no constantes se centré en céomo los
coeficientes variables en el tiempo influyen en la posicion de los polos del sistema
y, por tanto, en su estabilidad. Se utilizaron coeficientes en términos de funciones
cuadraticas, encontrando que estos términos en el tiempo pueden conducir a una

inestabilidad inherente debido a la forma en que afectan la dindmica del sistema.

Tal comportamiento sugiere la presencia de al menos un polo con parte real positi-
va en el sistema, lo cual es indicativo de inestabilidad, dado que implica una respuesta
del sistema que crece sin limites en presencia de condiciones iniciales distintas de cero.
Ademas, el analisis de las partes reales de los valores propios a lo largo del tiempo
muestra que hay valores propios con partes reales positivas durante todo el intervalo
considerado, reforzando la conclusion de que el sistema es inestable, a parte de la
presencia de dinamicas oscilatorias en el sistema, que aunque estas no determinan
directamente la estabilidad, complementan el panorama de la respuesta del sistema

al mostrar la posibilidad de comportamientos oscilatorios.
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5.3. Conclusiones
En correspondencia con los objetivos planteados en esta investigacion, a conti-

nuacion se plantean las conclusiones més relevantes segiin los resultados presentados:

1. En el estudio de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias con coeficientes no
constantes, se caracterizé la forma y las condiciones que han de cumplir las
soluciones, las cuales muestran una mayor complejidad en comparacién con
los sistemas de coeficientes constantes. Las soluciones variaban dindmicamente
con el tiempo, reflejando la influencia directa de los coeficientes variables en el

comportamiento del sistema.

2. Las soluciones de sistemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias con coeficien-
tes variables tienen mas complejidad, ya que los sistemas examinados ilustraron
como los coeficientes polinémicos y exponenciales afectan la naturaleza de las
soluciones a lo largo del tiempo, generando respuestas que varian desde com-

portamientos estables hasta dinamicas oscilatorias complejas.

3. El analisis de estabilidad de sistemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
con coeficientes no constantes indicé tendencias hacia la inestabilidad en cier-
tas parametros. La variacion de los coeficientes en el tiempo lleva a cambios
significativos en la estabilidad del sistema, a menudo resultando en una estabi-

lidad marginal o directamente en inestabilidad.

Conforme al objetivo general planteado, esta investigacién concluye que es po-
sible aplicar la transformada de Laplace en la soluciéon de sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias sin coeficientes constantes, pero que estas soluciones son alta-
mente dinamicas a lo largo del tiempo, influenciadas directamente por los coeficientes
variables, lo que genera respuestas que varian desde comportamientos estables has-
ta dinamicas oscilatorias complejas. Ademas, el analisis de la estabilidad senala la
sensibilidad de estos sistemas a las variaciones en sus parametros, lo que indica que
la forma de las soluciones estd restringida a la naturaleza de las funciones dadas en

dichos coeficientes no constantes.
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5.4. Lineas futuras de investigacion
Tomando como base los hallazgos de este trabajo en el uso de la transformada de
Laplace para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias sin coeficientes

constantes, se proponen las siguientes lineas de investigacion:

1. Desarrollo de métodos numéricos para la transformada de Laplace en sistemas

de ecuaciones diferenciales con coeficientes variables.

2. Anaélisis comparativo de la transformada de Laplace y otros métodos para re-

solver ecuaciones diferenciales no lineales.

3. Uso de la transformada de Laplace en la prediccion y andlisis de sistemas eco-

némicos no lineales.

4. Analisis de la generalizacién de la Transformada de Laplace para sistemas mul-

tidimensionales.



49

Referencias

Alfonso, J., y Rodriguez, C. (2019). La transformada de Laplace en la solucién de
ecuaciones diferenciales con algoritmo de calculo en mathcad. Revista Ingenie-
ria, Matematicas y Ciencias de la Informacion, 6(12), 25-35.

Bravo Yuste, S. (2006). Métodos matematicos avanzados para cientificos e ingenieros.
Universidad de Extremadura. Servicio de Publicaciones. Colecciéon manuales
uex.

Campuzano, A. V. (2016). Célculo Numérico. Teoria, problemas y algunos programas
con Maxima. Universidad Politécnica de Cartagena.

Candela, D. (2015). Estabilidad de ecuaciones diferenciales. Editorial Matematica
Avanzada.

Cengel, Y. A., Palm, W. J., y Ortega, S. M. S. (2014). Ecuaciones diferenciales para
ingenierfa y ciencias. McGraw-Hill.

Cérdoba, E. (2015). Transformada de Laplace aplicada en filtros analogicos. Univer-
sidad Nacional del Sur, Bahia Blanca, Argentina.

Creswell, J., y Poth, C. (2018). Diseno de investigacién cualitativa y metodologia de
estudio de casos. Editorial Ediciones UC.

Edwards, C. H., y Penney, D. E. (2009). Ecuaciones diferenciales y problemas con
valores de la frontera. Pearson Educacion.

Espinoza, E. (2020). La investigacién formativa. Una reflexién tedrica. Conrado,
16(74), 45-53.

Flores, M., Franco, M., Ricalde, D., Garduno, A., & Apéaez, M. (2013). Metodologia
de la investigacion. Editorial Trillas, SA de CV.

Garmendia, L., Menarquez, T., Molero, M., y Salvador, A. (2007). Ecuaciones dife-
renciales ordinarias. Andlisis matematico para ingenieria, 365-406.

Herndndez Sampieri, R., Fernandez Collado, C., y Baptista Lucio, P. (2018). Meto-

dologia de la investigacién. México: McGraw-Hill Interamericana.



20

Jorge, S. G. (2011). Transformada de Laplace: Aplicacién a vibraciones mecanicas.
Universidad Nacional del Sur.

Lacasa, L. (2011). Transformadas de Laplace en resolucién de circuitos RLC. Univer-
sidad Nacional del Sur.

Lozano, R. (2021). Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Editorial Academica Espan.

Marquez, J., Rios, A., Caldera, M., y Granadino, J. (2022). Desarrollo De Una Apli-
cacion Para Su Uso En La Ensenanza De La Transformada De Laplace. Inves-
tigacion e Innovacién en Matematica Educativa.

Martinez, P. (2018). Metodologia de la investigacién: Guia para una comprensién
holistica de la ciencia. Editorial Académica Espanola.

Motero, V. M. (2018). Estudio de la Transformada de Laplace. Facultad de Matema-
ticas. Universidad de Sevilla.

Proy, C. (2021). Inversion de la transformada de Laplace mediante integracién numé-
rica. Universidad de Oviedo.

Ross, S. L. (2021). Ecuaciones diferenciales. Segunda edicién. Editorial Reverté, Bar-
celona.

Tonidandel, D. y Aratjo, A. (2012). Transformada de Laplace: uma obra de engenha-
ria. Revista Brasileira de Ensino de Fisica, 34, 2601.

Tiberi, M. G. (2013). Aplicacién de la Transformada de Laplace en el andlisis de
circuitos eléctricos. Universidad Nacional del Sur.

Valdés, J. E. N., y Segura, C. N. (2002). La historia de las ecuaciones diferencia-
les ordinarias contadas por sus libros de texto. Xixim: Revista electronica de
didactica de las matematicas, 2(1).

Vergel, M., Rincén, O., y Ibarguen, E. (2022). Ecuaciones diferenciales y aplicaciones.
Primera ediciéon. San Juan de Pasto: Editorial Universidad de Narino.

Zill, D. (2009). Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado. Novena edi-
cién. Cengage Learning Editores: México.

Zill, D. G. (2012). Matematicas avanzadas para ingenieria. Cuarta edicion. McGraw

Hill México.



ANEXOS.

o1



52

Anexo I. Ejemplo resuelto de EDOs y sistema lineal de EDOs sin coefi-

cientes constantes.

Ejemplo 5.1 Resolver el sistema lineal EDO utilizando la transformada de Laplace

Zj = (e +2)x + (' = 3)y + ¢

dy _
dt

Se inicia indicando la transformada de Laplace a cada término,

dx

L {} = L{e*z} + 2L {x} + L{e'y} — 3L{y} + L{t*}

dt
dy
dt

calculando la transformada de cada término, se obtiene

2
SX(S):X(S—2)+2X+Y(S—1)—3Y—|—§

sY(s):X(s—5)—X+Y(s—3)+4Y+%

tomando la (5.3),

sX=X(s-2+2)+Y(s—1)=3Y + —
s

2
sX=Xs+Y(s—1)=3Y + =
s

2
sX = Xs=Y(s—1)=-3Y +
s

2

OZY(S_1>_3Y+873

2

OZY(S—1—3)+§

de aqui que

(e — )a + (e* + 4)y + cos(t).

L {} = L{e"z} — L{x} + L{e*y} + AL{y} + L{cos(t)}

(5.1)

(5.2)
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Sustituyendo la expresién (5.5) en (5.4), se sigue que

S
sY:X(s—5—1)+Y(s—3)—|—4Y+82+1
s
Y —-Y(s—3)—-4Y — = X (s —
s (s —3) o (s —6)
n S
T2 2
X — s+1 _ s +1 56
s—06 6—s (5:6)
-2 + S
$(s—4) s2+1
X = 5.7
6—s (5:7)
entonces
—2 n S
_ 3(s—4) s$2+1
e 5.8
x Py (5.8)

descomponiendo la expresion en fracciones parciales, se tiene que

6s — 1 1 6 1 1 1
J;:El{ i + + +—+——+ } (5.9)

37(s2+1)  32(s—4)  37(s—6)  32s 82  2s3
por tanto,

6 1 1 6 1 1 1
t) = — ) — — 1) — — 4 2 6t o Zt 7_152
2(t) = g cos(t) = gosen(t) — oot — ome+ oo ot g

realizando el mismo proceso para (5.5)

L -2
111 1
—pr-1)_ - _ - -
y=~ {323 82 T 28 T 3o 4)} (5.11)

1t 2 e*
e — 4ot & 12
vt =5t t T T3 (5-12)



o4

Anexo II. Presupuesto.

Este apartado contempla un resumen de los recursos econémicos invertidos en el

proceso de realizaciéon de esta tesis.

Descripciéon Monto
Transporte y viaticos 4,000.00
Impresion 8,500.00
Encuadernado y empastado 2,500.00
Fotocopias 3,000.00
Materiales e insumos 5,500.00
Imprevistos 7,000.00
Total 30,500.00

Cuadro 5.1: Detalle de gastos
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Anexo III. Cronograma de trabajo de la investigacion.

En este apartado se describen las diferentes etapas del proceso de elaboracién de

esta investigacion y sus respectivas fechas de ejecucion.

Descripcién Periodos de ejecucién
Solicitud de titulo Abril, 2023

Aprobacién del titulo Mayo, 2023

Elaboracion y entrega del anteproyecto. Noviembre, 2023
Evaluacion del Anteproyecto Noviembre-diciembre, 2023
Elaboracion de capitulo IV y V Diciembre, 2023

Entrega de proyecto completo a la Facultad Enero, 2024

Graduacion Febrero, 2024

Cuadro 5.2: Cronograma



