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RESUMEN

Esta investigacién presenta una construccién de dos métodos iterativos mediante
la composicion de funciones de Halley y Chebyshev, que de acuerdo a sus objetivos,

se han de aplicar a la solucién de ecuaciones de orden superior.

Esta tesis adopto un diseno no experimental y transversal, basado en un método

analitico-deductivo a los fines de construir y evaluar los métodos iterativos propuestos.

Conforme a los objetivos establecidos, las conclusiones y/o resultados principales
de esta investigacion son la construccion de dos nuevos métodos iterativos a partir de
la composiciéon de funciones de los métodos de Halley y Chebyshev, con noveno orden
de convergencia, logrando aproximaciones rapidas y efectivas hacia las raices de las

funciones evaluadas, ademas de establecer las ecuaciones de error de dichos métodos.

Palabras claves: Convergencia, métodos iterativos, composicién de funciones, ecua-

ciones orden superior.
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CAPITULO I
INTRODUCCION

1.1. Introducciéon

Este capitulo detalla los fundamentos esenciales e introductorios de esta investi-
gacion, abordando los antecedentes y planteamiento del problema, los objetivos pro-
puestos, la justificacion detras del estudio y la delimitacién que define sus parametros
y alcance.
1.2. Antecedentes
1.2.1. Antecedentes histéricos
1.2.1.1. Acerca del Método de Chebyshev

Pafnuti Libovich Chebyshev (1821-1894) procedia de una familia aristocratica
que se instalé en Mosct con el fin de facilitar los estudios de sus hijos. Tras graduarse
en la Universidad a los 20 afios, puso ya de manifiesto sus intereses dentro de las ma-
tematicas con su tesis Exposiciéon basica de la teoria de la probabilidad presentada

en 1846. (DivulgaMat, 2017)

Un ano después viaja a San Petersburgo, en cuya Universidad permanece como
profesor durante mas de treinta anos; es elegido miembro de la Academia de Cien-
cias y crea y dirige un influyente colectivo de cientificos que es conocido como la
Escuela Matematica de San Petersburgo y que, posteriormente, se extendié también
a Moscu y otras ciudades. A su vez, sus estudios son reconocidos en el extranjero y
se le nombra miembro asociado del Instituto de Francia, de la Royal Society y de las
Academias de Berlin y Bolonia. Lo que caracteriza la obra de Chebyshev es el rigor

en la exposicién y sobre todo su estrecha relacion con la practica.(DivulgaMat, 2017)

Segun Garcia y Gutiérrez (2013), el método de Chebyshev es el proceso iterativo

para resolver una ecuacion no lineal
f(z)=0, f:R—R (1.1)

definido de la siguiente forma



Lf (2a) " (fvn)> f (@n) (12)

Tpy1 = Ty — (1 + 5 7 (xn)2 Iz (xn>

Desde una perspectiva histérica, el método de Chebyshev (1.2) aparece dentro de

una familia de procesos iterativos de la forma z,,1 = E,, (z,) donde

En(r) =2+ 3 (1) (1) () (1.3)

y f~! es la inversa de f.

Chebyshev escribié su método iterativo cuando era estudiante en el 1837 o 1838.
Por ese trabajo, titulado Célculo de las raices de ecuaciones, Chebyshev fue premiado
con una medalla de plata por el segundo departamento filoséfico de la Universidad

de Mosct, donde se encontraba estudiando.

Garcia y Gutiérrez (2013), en su trabajo sobre la notas histéricas del método de
Chebyshev establece que la expresion del método de Chebyshev resulta ser un caso
particular de la familia (1.3). Euler no se detuvo a entrar en detalles tan puntuales
como las regiones de convergencia, el orden de convergencia, ni menciona la existen-
cia de métodos de orden superior en la familia de métodos que describe, no obstante

estos hechos si quedan bastante claros en el trabajo de Chebyshev.

1.2.1.2. Acerca del Método iterativo de Halley

Edmond Halley, conocido por sus contribuciones significativas a la ciencia, nacié
el 8 de noviembre de 1656 en Haggerston, cerca de Londres, y fallecié el 14 de enero
de 1742 en Greenwich, Inglaterra. Halley demostré un marcado interés por la ciencia
desde una edad temprana, y se distinguié durante sus estudios de Astronomia en la
Universidad de Oxford, sobresaliendo por sus habilidades matematicas y su dominio

del latin y del griego (Fernandez, 2001).

Impresionado por el trabajo del matematico francés Thomas Fautet de Lagny, que

en 1691 proporcioné férmulas (tanto racionales como irracionales) para aproximar la



raiz cubica de un numero, Halley, en 1708, escribi6 una nota en la revista Miscella-
nea de Londres diciendo: “Habiendo comprobado la eficacia de estas férmulas (las
de Lagny), intentaré encontrar la demostracién”. Consecuentemente, proporcioné la
demostracion para la formula racional para aproximar la raiz cibica de un nimero

natural expresado en la forma a® + b, con a,b € Z.

Halley parece haber intentado ampliar sus métodos para obtener aproximacio-
nes a ecuaciones definidas por funciones trascendentes. En un trabajo suyo de 1694,

aparecen implicitamente aproximaciones del tipo

[ (@) [ (20)
/! (xn)z

Ademas de aproximaciones dadas por férmulas irracionales. Sin embargo, tuvo

Ly () = (1.4)

que pasar un siglo y medio hasta que, en un trabajo de Schrider (1870), se encontr6
la iteracion de Halley tal y como se conoce hoy en dia (Scavo, 1995).
1.2.2. Antecedentes académicos

Sosaya (2015) publicé su tesis de maestria titulada “Aspectos geométricos de la
irresolubilidad de una ecuacion algebraica de grado cinco” en la que realizan una
demostracion geométrica en comparacion a la de la teoria de Galois, mostrando el
estudio de las deformaciones que sufren las raices de un polinomio como consecuencia

de una deformacién del polinomio.

Chum(2006) obtuvo el siguiente método iterativo que es una variante del método
de Newton. Este es de convergencia de tercer orden, el cual no requiere del calculo

de derivadas de segundo orden.

f(xn) 2f($*+1)
Tptl = Ty — +h o
o Fram) T (@) + f ()
Aqui 2} =z, — f,(é’;))

Obteniendo el siguiente método de tercer orden:



f@ntf(zn))

f'(xn)
Tpt1 = Tp — 5

f'(x,)

Frontini y Sormani (2003), construyeron el siguiente método iterativo tipo Newton

modificado.

Tn+1 = Tp — f(a:n)
n oo _ f(mn)
f,(l‘n 2fl(xn))

Por su parte, Dehghan y Hajarian (2010), compararon numéricamente los méto-
dos de Newton y Chebyshev en la resolucién de ecuaciones diferenciales no lineales
y se encontré que ambos métodos son efectivos y precisos en diferentes rangos de
valores. En general, el método de Chebyshev se desempenia mejor para problemas
altamente no lineales o cuando se necesita una precision muy alta, mientras que el

método de Newton es més eficiente para problemas menos no lineales.

Murtioz (2011) en su publicacién sobre “Abel y la imposibilidad de resolver la
quintica por radicales”, ofrece en su tltima seccién, una traduccién comentada de la
memoria que Niels Henrik Abel, de su imposibilidad para demostrar la no resolubili-

dad de la ecuacion de quinto grado mediante radicales.

En la comparacién realizada por Mittal y Jain (2010), se encontr6 que ambos
métodos son efectivos y precisos para diferentes tipos de problemas. Sin embargo,
el método de Chebyshev es més estable y menos propenso a la divergencia que el

método de Newton.

Igbal, Jabeen y Khalid (2014), realizaron una comparacién entre los métodos de
Newton y Chebyshev en la resolucién de ecuaciones no lineales y se encontré que
ambos métodos son efectivos y precisos para diferentes tipos de problemas. Sin em-
bargo, el método de Chebyshev es méas estable y menos propenso a la divergencia que

el método de Newton.



Ademas, Diloné, Geronimo y Veras (2016) obtuvieron nuevos métodos iterativo
mediante compocicién de funciones mediante los métodos de Newton y Halley para

resolver ecuaciones no lineales de orden seis:

_, (@) 2f () f ()
DSI =z, f'(h(xy)) + Flan) () — 2f" ()2 (1.5)
DSIT = 2, — L0 2f (n(@n)) f'(n(@n)) (1.6)

i) () () = 2 ((n(x0))?

Por otro lado, Lin y Su (2018), propusieron un método basado en los polinomios
de Chebyshev para la resolucion de ecuaciones no lineales y se encontré que el método
es efectivo y eficiente. Ademas, se demostré que el método de Chebyshev puede ser
mas efectivo que otros métodos existentes para problemas altamente no lineales o

cuando se necesita una alta precision.

En el articulo publicado por Wang, Zeng y Gao (2018), los autores propusie-
ron una combinacién de los métodos Chebyshev y Newton para resolver sistemas de
ecuaciones no lineales. Demostraron que el método Chebyshev-Newton es més efi-
ciente que otros métodos numéricos existentes para resolver sistemas de ecuaciones
no lineales y proporcionaron ejemplos numéricos para ilustrar la eficacia del método

propuesto.

Por su parte, Rodriguez y Franco (2019), en su articulo de “Paolo Ruffini y la
Solubilidad de la Ecuacién de Quinto Grado”, se presenta la evolucion del problema
de la solubilidad de la ecuacion de quinto grado; haciendo notar que Paolo Ruffini

fue el primer matematico en establecer que la ecuacion general de quinto grado.

Gomez (2019) en su tesis titulada Construccion de un nuevo método iterativo
mediante composicion de funciones para resolver ecuaciones de orden superior, obtie-

ne los siguientes métodos:



- f@n)? " (xn)
ALI = 2F (w)? — 2f (@) (wn)- " ()
AL — o 1@ S Jw).J"(n)

fix) fin) 2f' () = f(n).f(n).f/(n)
1.3. Planteamiento del problema
La resolucién de ecuaciones polinémicas de orden superior ha sido un problema
de gran interés en la matematica desde la antigiiedad. En el siglo XVI, el matema-
tico italiano Gerolamo Cardano desarrollé una féormula para resolver ecuaciones de
segundo grado, luego el matematico francés Frangois Viete descubrié una féormula
para resolver ecuaciones de tercer grado y en el siglo XVIII, Carl Friedrich Gauss de-

mostré que todas las ecuaciones de cuarto grado podian resolverse mediante radicales.

En la actualidad, se sabe que las ecuaciones polinémicas de orden superior tie-
nen soluciones algebraicas exactas para los casos n < 4. Sin embargo, para n > 4
no existe una férmula general que permita encontrar soluciones exactas. A pesar de
esta limitacion, las ecuaciones polindémicas de orden superior siguen siendo de gran
importancia en la matematica y en otras ciencias. Por ejemplo, se utilizan en la fisica
para describir el movimiento de cuerpos en el espacio, en la economia para modelar
la oferta y la demanda, en la ingenieria para disenar estructuras y en la informatica

para el analisis de algoritmos y la criptografia.

En la resolucion de estas ecuaciones de orden superior, existen diversos métodos
numéricos iterativos que se utilizan para encontrar soluciones aproximadas. Sin em-
bargo, algunos de estos métodos presentan limitaciones en términos de convergencia
y eficiencia, lo que puede resultar en una disminucién de la precision y aumento del

tiempo computacional necesario para obtener una solucién aceptable.

El método de Halley es un método numérico iterativo utilizado para la solucion
de ecuaciones no lineales. Este método ha sido ampliamente estudiado y aplicado en

diversos campos de la ciencia y la ingenieria debido a su rapidez de convergencia y



precision. Basicamente se fundamenta en una funcién iterativa que utiliza tanto la
funcién original como sus derivadas para aproximar la solucion. Por lo tanto, el mé-
todo de Halley es especialmente til para la solucion de ecuaciones de orden superior,
ya que es capaz de utilizar informacion adicional sobre la funcién y sus derivadas para

mejorar su precision y velocidad de convergencia.

Ademas, otro de estos métodos utilizados para resolver ecuaciones no lineales es
el método de Chebyshev, el cual se basa en la aproximacion de la solucion a través
de una serie de Chebyshev. Este método ha demostrado ser efectivo para resolver
una amplia gama de problemas matematicos, incluyendo la soluciéon de ecuaciones
de orden superior. Sin embargo, su aplicacion directa a problemas no lineales puede
presentar problemas de convergencia y eficiencia. Por lo tanto, se requiere una mejora
en el método de Chebyshev para su aplicacién en la solucién de ecuaciones de orden
superior. En este sentido, la combinacién del método de Chebyshev con otros métodos
numéricos iterativos, como el método de Halley, puede ser una estrategia efectiva
para mejorar su eficacia y precisiéon. Es por ello que en esta tesis se propone la
pregunta de investigacion de ;Cémo construir un nuevo método iterativo mediante la
composicion de funciones de iteracion basado en los métodos de Chebyshev y Halley
para la solucion de ecuaciones de orden superior?

A partir de lo expuesto anteriormente, se plantean a su vez, las siguientes inte-

rrogantes:

1. ;Coémo construir un método iterativo de alto orden de convergencia mediante

la composicion del método de Chebyshev con el de Halley?

2. ;Coémo construir un método iterativo de alto orden de convergencia mediante

la composicion del método de Halley con el de Chebyshev?

3. (Cual es el orden de convergencia local de los nuevos métodos iterativos pro-

puestos?

4. ;Cudl es el nivel de eficiencia de estos nuevos métodos iterativos?



1.4. Justificacion

Las ecuaciones polinémicas de orden superior son fundamentales en mateméti-
cas y en otras ciencias debido a su amplia aplicabilidad en la resoluciéon de modelos
matematicos que se presentan en diferentes areas del conocimiento. Estas ecuaciones
permiten describir una gran variedad de fenémenos y situaciones en diferentes disci-
plinas, como la fisica, la economia, la ingenieria y la estadistica. Ademads, la resolucién
de estas ecuaciones ha sido el motor impulsor para el desarrollo de numerosas técnicas

y herramientas matematicas que se utilizan en diferentes campos.

La soluciéon de ecuaciones de orden superior es un problema fundamental en di-
versas areas de la ciencia y la ingenieria, ya que muchas leyes fisicas y fenoémenos
naturales se pueden modelar matematicamente mediante este tipo de ecuaciones. Sin
embargo, la solucién analitica de estas ecuaciones es muy dificil de obtener, por lo

que se requiere de métodos numéricos para aproximar la solucion.

En este contexto, la presente tesis se justifica por la necesidad de desarrollar nue-
vos métodos numéricos iterativos para la solucion de ecuaciones de orden superior
que sean eficientes, precisos y de rapida convergencia. En particular, se propone la
combinacion del método de Halley y el método de Chebyshev a través de la compo-
sicion de funciones de iteracion para el desarrollo de un nuevo método iterativo que
permita aprovechar las ventajas de ambos métodos y mejorar atin mas la eficiencia y

precision en la solucion de ecuaciones de orden superior.

Por lo tanto, el resultado de esta investigacion serda de gran importancia y utili-
dad en diversas areas de la ciencia y la ingenieria, ya que podra ser utilizado como
herramienta para la soluciéon de problemas practicos y para la investigaciéon en nuevas

areas de aplicacion de las ecuaciones de orden superior.



1.5. Objetivos
1.5.1. General

Construir un nuevo método iterativo mediante composicién de funciones de itera-
ciéon, con los métodos de Chebyshev y Halley para la solucién de ecuaciones de orden

superior.

1.5.2. Especificos
1. Construir un método iterativo de alto orden de convergencia mediante la com-

posicion del método de Chebyshev con el método de Halley.

2. Construir un método iterativo de alto orden de convergencia mediante la com-

posicién del método de Halley con el método de Chebyshev.
3. Probar el orden de convergencia local de los nuevos métodos iterativos.

4. Probar mediante funciones test, la eficiencia de los nuevos métodos iterativos.

1.6. Alcance y limites

Esta investigacion estara enfocada en el campo de las matematicas aplicadas, se
trata de una investigacion dentro del analisis numérico, particularmente en las fun-
ciones de iteracion. Para esto, se considero la convergencia local y la prueba mediante
funciones test para analizar la eficiencia de estos métodos y se empled inicamente los
metodos iterativos de Chebyshev Y Halley ademés de la técnica de composicién de

funciones.
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CAPITULO II
MARCO REFERENCIAL

2.1. Introduccién

En este capitulo se plantean las fundamentaciones conceptuales de los métodos
de Halley y Chebysheb, por medio de definiciones, proposiciones, teoremas y demos-
traciones que sirven de soporte y referente para esta investigacion.
2.2. Marco tedrico
2.2.1. Ecuaciones de orden superior
Definicién 2.1 Una ecuacion algebraica de grado n es una expresion matematica de

la forma:

an" + ap_ 12" M+ .+ @+ ag =0,

donde z es la variable incognita y los coeficientes a,,, a,_1,. .., a1, ag son constan-
tes reales o complejas. El grado de la ecuacién es n, que es el mayor exponente de x

en la ecuacion.

El objetivo de la teoria de ecuaciones algebraicas de grado n es estudiar las
propiedades de estas ecuaciones, incluyendo la existencia y unicidad de soluciones,
y desarrollar métodos para encontrar soluciones exactas o aproximadas. Esta teoria
ha sido estudiada desde hace siglos y ha sido una fuente de importantes avances en
matematicas, como la teoria de grupos y la teoria de Galois. (Cox,Little y O’Shea,

2007).

Teorema 2.1 [Teorema fundamental del dlgebra]. Toda ecuacion algebraica de grado
n con coeficientes complejos tiene exactamente n raices complejas, contando multi-
plicidades. En términos matematicos, el teorema puede formularse de la siguiente
manera:

Sea P(z) = a,2" + An_12" 1+ ...+ a1z + ap una ecuacién algebraica de grado n

con coeficientes complejos ag, ay, ..., a,. Entonces, existe al menos una raiz compleja
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21 de P(z), es decir, P(z1) = 0. Ademas, si contamos las raices con multiplicidades,

P(z) tiene exactamente n raices complejas distintas. (Grinberg, 2020).

Teorema 2.2 . [Teorema de la existencia de raices reales|. Establece que toda funcion
polinémica con coeficientes reales y de grado impar tiene al menos una raiz real. En
términos matematicos, se puede enunciar como:

Sea P(z) = a,z™ + ap_12" ' + ... + a1z + ag un polinomio de grado impar con
coeficientes reales ag, aq,...,a,. Entonces, existe al menos un nimero real r tal que

P(r) = 0. (Garrido, 2009).

2.2.2. Meétodo iterativo

Un método iterativo es una técnica utilizada en matematicas para encontrar una
solucion numérica aproximada de un problema. Se parte de un valor inicial y se utiliza
una férmula o algoritmo iterativo para producir una secuencia de valores cada vez

mas cercanos a la solucion deseada (Kincaid y Cheney,2012).

Matematicamente hablando, si se quiere encontrar una soluciéon x* de una ecua-
cion f(z) = 0, se comienza con una aproximacion inicial zy y utilizar una férmula

iterativa de la forma:

Tpt1 = g(xn)

donde g(z) es una funcién que produce una nueva aproximaciéon z,; a partir de
la aproximacién anterior x,. Se espera que la secuencia de valores z, converja a la

solucién deseada x* cuando n se hace lo suficientemente grande.

Existen diferentes tipos de métodos iterativos, algunos de los cuales se basan en
la derivacién analitica de la funcién f(x), mientras que otros son métodos numéricos

que solo utilizan los valores numéricos de f(z).

La eleccion del método iterativo a utilizar depende de la naturaleza del proble-

ma, la disponibilidad de informacién analitica sobre la funciéon f(z), y la eficiencia
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computacional. En general, los métodos iterativos pueden ser una herramienta pode-
rosa para resolver problemas numéricos en matematicas, ingenieria, fisica, ciencias de

la computacion, y otras dreas afines (Burden y Faires, 2011).

Definicién 2.2 Sea f : X — X una funciéon definida en un conjunto X. Un punto
x* € X es un punto fijo de f si f(z*) = z*. Un punto fijo es un valor en el dominio
de una funcién en el cual la funcién mapea el valor en si mismo. Es decir, un punto

fijo de una funcién f es un valor x tal que f(x) = x (Bernardino, 2019).

Definicién 2.3 De acuerdo con Bernardino (2019), la iteraciéon de punto fijo es una
técnica general de gran importancia en distintos &mbitos de las matematicas (ecua-
ciones diferenciales, integrales, derivadas parciales, ...), que consiste en generar apro-
ximaciones sucesivas x,, a la raiz buscada r con la esperanza de acercase cada vez

mas a ella. Matematicamente se desea que

lim z, =r
Tr—r00

lo que garantiza que fijada una tolerancia, exista un valor finito n para el que los
iterantes x,, x,1, ... disten de r menos que la tolerancia.
Cada aproximaciéon x,.1,n = 0,1,[... se obtiene de la aproximacién precedente

x, a partir de una funciéon F' real llamada funcién de iteracién,
Tpy1 = F(xy,).

Si la funcién de iteracién F' es continua debe cumplir F'(r) = r, es decir, la raiz r de

f tiene que ser un punto fijo de F'.

Definicién 2.4 Vassileva (2011), plantea que dado z* € C un punto fijo de una

funcién racional G. Se dice que x* es

1. Superatractor si G’ (z*) = 0.
2. Atractor si |G’ (%) < 1.

3. Indiferente si |G’ (z*)| = 1.
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4. Repulsor si |G (z*)| > 1.
Al valor 7 = G’ (z*), se le llama multiplicador asociado el punto fijo z*.

Definicién 2.5 Un punto periédico de periodo n es superatractor, repulsor o in-
diferente, si como punto fijo de G"(x) es respectivamente superatractor, repulsor o
indiferente. El multiplicador asociado a un n-ciclo {zg,x1,...,2,_1} es (Gutiérrez,

2016)

7= (G") (x0) = G (20) G (1) -~ G' (1)

Definicién 2.6 Sea z, una sucesiéon de ntmeros reales. Decimos que la sucesién
converge a un numero real L si para cualquier € > 0 existe un niimero natural N tal
que para todo n > N, se tiene que |z, — L| < €. Es decir, la sucesién x,, se aproxima

arbitrariamente a L cuando n tiende a infinito (Gutiérrez, 2016).

Teorema 2.3 Frey (2022) plantea que dada una funcién de variable real F', bien
definida y con derivada continua en un intervalo de la forma (r — &q, 7 + &9) , €0 > 0,
con F(r)=r.
Si
|F'(r)] <1, (2.1)

existe £ positivo con £ < &g, tal que Vg € [r — e,r + €] se puede construir la

sucesion xp1 = F (z,), n=0,1,2,..., con elementos en [r—¢&,r+¢| y convergente

€n41

n

hacia r. Ademas si los errores e,, = x,, — r son no nulos, entonces los cocientes

tienden hacia F'(r) cuando n tiende a oo.

Demostracién. Por la condicion (2.1) se puede tomar un nimero M estricta-
mente menor que 1 y mayor que |F'(r)|. Dada la continuidad de F”, existe ¢ < g tal
que, para x € [r —e,r+ |, |F'(z)| < M. Se toma xy € [r —&,7 + €] y se supone que
se han calculado ya x1,...,x, y que estdn en [r — €, 7 + €]. Entonces se puede hallar

Tpi1 = F (x,). Ademés, puesto que F(r) =r

Tpp1 — 17 = F(x,) — F(r)
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Usando el teorema de los incrementos finitos se obtiene

Tns1 — 7 =F' (&) (2 — 1)

con &, un punto intermedio entre x, y r, que por tanto estd en [r — e, 7 + ¢].

Tomando valores absolutos se tiene

o1 — 7| = [F/ (|20 — 7] < Moy — 7| < |2, — 7] <6,

de modo que también z,,,1 € [r—¢,r+¢]. Por induccién se concluye que se puede
construir a sucesién de iterantes en [rr — e, 7 + €.

Por otro lado, se acaba de ver que |e,.1| < M |e,| para cada n, luego

lenl < M lep 1| < M?lep o < --- < M™|eg].

Cuando n — oo como M < 1 se tiene que M"™ — Oy, por tanto e, — 0, es
decir, z,, — r (la sucesién de iterantes converge hacia la raiz r ). Finalmente, si los
errores e, son no nulos,

eni1  Tpp1—1  F(z,)— F(r)

= = — F'(r)
en Ty —T Ty —T

por definiciéon de derivada.

Teorema 2.4 De acuerdo con Diloné et al. (2013), el teorema de Schroder establece

que dado un método iterativo

Tpi1 = g (Tn)

en el que g es continua y ¢ veces diferenciable en un entorno de z*, siendo este
un punto fijo de g,z* = g (z*). Entonces la sucesién x, converge a z* con orden de

convergencia q si

dig (z*)

— S =0=0=12 -1

£0
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Demostracion. Desarrollando la serie de Taylor, se tiene que

1 dig(z)
gl dae
1 dig(x)
ot

Ty =g (@) = g (27) + ¢ (¢7) (wn —27) +. (n —2")", 2 € (wn,27).

Tn1 =g (Tn) = 2" + ¢ (¢7) (20 — ") + (wn — %), x € (zn,77)

Entonces, usando las condiciones del enunciado, se tiene

. _ Ldig(z) e
Tyl — = dat (T, — ")
Luego
B 1 dg(z)
1 - = 0
nivoo |z, —z*|? ¢! dad 7

Con lo que queda demostrado que el método tiene orden de convergencia q.
2.2.3. Meétodo de Halley

El método de Halley es utilizado para aproximar las raices de una funciéon de una
sola variable, y tiene una larga historia que se remonta a 1694. Este método, también
conocido como el método de las hipérbolas tangentes, se describe de la siguiente ma-
nera: dada una funcién f(z) y un valor inicial z( lo suficientemente cercano a la raiz
de la funcién, se construye una hipérbola que es tangente a la gréfica de f(x) en el
punto x( hasta el segundo orden. El punto de interseccion de la hipérbola tangente
con el eje de las abscisas se toma como la primera estimacion z;. Luego, se repite
el mismo proceso utilizando x; como el nuevo valor inicial, y asi sucesivamente. A
medida que se realizan mas estimaciones, se obtiene una mayor precision en el resul-
tado, es decir, se reduce el error con respecto al valor real «, el cual debe encontrarse

dentro de los limites establecidos por el método (Frey, 2022).

La proximidad de x a la raiz de f(x) depende de la naturaleza intrinseca de la
funcién, ya que esta puede tener puntos de inflexiéon o pendientes muy pequenas, lo

que aumenta las posibilidades de que el algoritmo diverja.

La funcién de iteracion utilizada en el método de Halley se define de la siguiente

manera.
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2f (zn) ' (zn)
21f (xn)]z — f(zn) 7 ()

2.2.3.1. Obtencién del método usando desarrollos de Taylor

H(x,) =2py1 =xp — (2.2)

La forma méas comun de redescubrir el método de Halley es obtenerlo a partir del
polinomio de Taylor. Sin embargo, es importante tener en cuenta que el teorema de
Taylor fue enunciado por primera vez en 1712, después del método de Halley (Frey,

2022).

Dada una aproximacion inicial xy de la raiz buscada r, se puede utilizar el poli-
nomio de Taylor de grado menor o igual que N para aproximar la funcién f en un
entorno de xy. Al truncar la serie en N = 1, se obtiene el método de Newton. Si se
trunca en N = 2, se obtiene la ecuacion que debe resolverse para encontrar las raices

del polinomio interpolador de Taylor de grado 2:

f// (l’o)
2

0= f(xo)+ f' (w0) (x — x0) + (v — m0)

Al encontrar las raices de este polinomio, se obtiene el conocido como método
de Halley irracional o método de Euler. Sin embargo, el método de Halley tiene la
caracteristica de evitar el uso de raices cuadradas. Para lograr esto, se utiliza la
correccién del método de Newton para aproximar el polinomio de Taylor de grado
dos mediante una funcion lineal en x, obteniendo asi una nueva aproximacion x; sin

tener que calcular raices cuadradas. Especificamente, si en

f// (IO)

0= f(x0) + f' (o) (21 — m0) + 5

(21 — w0) (21 — 0)

se aproxima el tltimo factor (r; — z¢) de la siguiente manera:

r1 — o= —

entonces la ecuacion se convierte en:
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— (e ") (24 — f" (xo) (—f (w0) T —
0= f(x0) + f' (o) (x1 — T0) + 5 (f’($0)>(1 0)

= 1)+ (1) = LTI (o)

Usando esta técnica llamada remplazamiento, se obtiene un polinomio de grado

uno, cuya raiz se utilizara como la nueva aproximacion:

[ (o)
(1 f”;}o/)(f x0)) )f/( 0)

Esto lleva a la formula del método de Halley:

Tr1 = Ty —

1 [ (o)
(1= Ly (z0)) f' (o)

2.2.3.2. Construccién geométrica del método de Halley

Tl = Ty —

Tal como lo plantea (Fernandez et al., 2001), la construccién geométrica del méto-
do de Halley, también conocido como el método de las hipérbolas tangentes, consiste

en utilizar una funcién osculatriz de la forma:

xr+c

g(x) = (2.3)

ar +b

Definicién 2.7 Sea f : R — R una funcién dos veces diferenciable en un entorno
del punto x,. Se dice que otra funciéon g : R — R, también dos veces diferenciable en
un entorno de x,, es una curva osculatriz de grado dos a f en =z, si se cumple que

para k=0,1,2:

9" () = f® (wn)

Por conveniencia, en lugar de usar la forma (2.3), se utiliza una forma equivalente:

 (m—xn) e
g(x) = a(e—z) +b (2.4)
I = (2.5)

(a(x —x,)+0b)
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v~ 2a(ac—D)
9'(z) = (a(z — zn) + 6)3 (2.6)

Esto permite evaluar la funcién g y sus derivadas en x,, de manera mas directa.

Para que g sea una funcién osculatriz de f en z,,, se deben elegir los coeficientes
a, b y ¢ de manera que se cumplan las tres condiciones establecidas en la definicion

(2.7):

g(xn) = f(za), ¢ () =f (), 9" () =["(z0)
Al evaluar las expresiones (2.4) - (2.6) en z,,, estas condiciones llevan al siguiente

sistema de ecuaciones:

F @) =5, (27)
(o) =22 2:5)
" (o) = 2200 =D 29)
A partir de (2.7), se tiene que:
¢~ bf (2]

Sustituyendo el valor de ¢ en (2.8), se obtiene:

£ () = b—all:;” () _ 1 —al{ ()

De aqui se puede despejar:

_ 1—0bf" (zn)

Sustituyendo los valores de a y ¢ en (2.9), se obtiene:

oy — 2Gr) (i) £~ 1) 201 = b )] 201 = b (z4)

b? V2 f ()
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Al desarrollar [1 — bf’ (2,,)]* v simplificar, se obtiene:

f(@n) " () b =20 (f (xn>>2 —2f" ()

Esta ecuacién implica:
h— 2f" ()
2(f" (20))* = f (n) " (2a)

Por lo tanto, se puede obtener facilmente:

0= —f" () c— 2f (xn) f' (w0)
2(f (‘Tn))z — [ () 1" (z0) 7 2(f (in))z — [ () 1" (z0)

Ahora que se ha obtenido la hipérbola osculatriz g(z), se busca la raiz de esta

funcion para obtener el siguiente iterante. En otras palabras, se busca x,,.1 tal que:

(xn+1 - xn) +c

i) = —0
9 (Tns1) a(Tpy1 —xy) +0

Esto implica que (x,.1 — z,,) = —c¢, es decir:

2f (wn) ' (n)
(F (@n))* = £ (2n) f" (n)

Al dividir el numerador y el denominador por 2 (f' (x,))?, se obtiene nuevamente

Tn41 = Tp —
2

la expresion del método de Halley:

o 1 f (xn)
n+1 n (1 —Lf ($n>> fl (l‘n)

2.2.4. Método de Chebyshev
Definicién 2.8 Segun Olivo (2013), el método de Chebyshev es un método iterativo

para aproximar las raices de una ecuaciéon f(x), su expresion clasica es

f(xn) " (20) \ [ (20) n
2f ()" ) Fla) "= (210)

El método de Chebyshev, puede deducirse de diferentes maneras. Por ejemplo,

Tn+1 = Tn — <1+

puede ser obtenido por la interpolacién cuadratica de la funcién inversa de f(z)
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con el fin de aproximar f~!(0) (Amat et al., 2003). Admite también una derivacién

geométrica, en términos de la parabola osculadora

ay(z)? +y(x) + br +c=0

que satisface las condiciones de tangencia

y(@a) =f(za), ¥ (zn)=[f(20) vy y" (za)=["(2n)
2.2.4.1. Interpolacién cuadratica inversa
Tal como lo plantea Olivo (2013), dada la funcién y = f(z), se llamard = = ¢(y)
a la funcion inversa de f. Haciendo el desarrollo en series de Taylor, en torno a un

punto, sea 1y, entonces se tiene

6(u) ~ & (o) + ¢ (o) (v — ) + 50" (u0) (v — wo)”

Encontrar la raiz a de la ecuacion f(x) = 0, es lo mismo que encontrar la imagen
del cero por medio de la funcién ¢, es decir calcular ¢(0). Asi, si zg es un valor

proximo a a 'y f (xg) = yo, entonces,

5(0) % 6 (1) — &' (90) o + 56" (50) (40)’

De aqui, se puede deducir una nueva aproximacion a «, que denotara como x; :

o1 =20~ () £ (w0) + 56" (o) f (20)° (211)

Ahora se calcula ¢'(y) v ¢"(y) para sustituirlo en (2.11). Se sabe que z = ¢(y),

y' = f'(x) ey’ = f"(x), de modo que ahora, por el teorema de la funcién inversa,

e (212

_dg(y) _d(/f(@) de
ST Friaar v (2.13)

¢"(y)
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Sustituyendo (2.12) y (2.13) en (2.11) se obtiene

f (o)
[ (o)

Repitiendo el mismo proceso para el punto x, se consigue la nueva aproximacion

1
T =20 — (1 + 5Ly (ﬂio)>

T9 y por recurrencia se obtiene la expresion (2.10) que representa el algoritmo iterativo
del método de Chebyshev.
2.2.4.2. Meétodo de las parabolas tangentes

Segun lo establece Gutiérrez (2016), una forma sencilla de obtener el método
iterativo de Chebyshev, es por medio de una derivaciéon geométrica a partir de una
parabola tangente a la grafica de la funcién cuya raiz se desea aproximar. Si se

considera una parabola de la forma

ay* +y+br+c=0 (2.14)

la idea consiste en aproximar la funcién f(x) eligiendo como semilla un punto
suficientemente préximo a la raiz f(x) = 0. Si ahora se toma en cuenta que la funcién

debe cumplir las condiciones de tangencia siguientes

Yy (zn) = f(7,) (2.15)
Y (zn) = [ (24) (2.16)
y' () = " (2n) (2.17)

se puede escribir la parabola (2.14) de la forma conveniente

a(y—f(za)"+ (y—f(z,)+b(x—2,) =0 (2.18)

de modo que si x = x,,, entonces y (z,) = f (x,), este hecho cumple la condicién
de tangencia (2.15).

Ahora se determinan los parametros a y b para que se cumplan las condiciones
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Y (vn) = f'(zn), ' (zn) = [ (2n)

Si se deriva la expresién (2.18), queda

2a (y (zn) — [ (@) Y (z0) + 3/ (x0) +6=0 (2.19)

luego evaluando en el punto (z,, f (x,)) queda

Yy (x,)+b0=0

es decir

b=—y (zn) = —f (Tn) -

Como se observa, ahora falta derivar la expresion (2.19) y despejar a, como sigue

2a (y ()" + 20 (y (za) = f (2)) ¥ (wn) + 3" (20) =0,

esta expresion, evaluada en el punto de intersecciéon (x,, f (z,)) queda reducida

a la expresion

2a(y ()" +y" (2a) = 0
Si ahora se despeja a, se tiene que
y// (xn) L f// (xn)

(@) 2f (@)
Luego sustituyendo los valores encontrados para a y b en la expresion (2.18), se

obtiene

f// (I’n) 9 / -
_W@_f(fvn)) oy — f(x0) = [ (x0) (& — 2,) = 0.

La interseccién de esta curva con el eje OX, es decir cuando y = 0, daria la

siguiente iteracion del método de Chebyshev
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2f" (zn)
() (5 — ) = 2 (;) <£ )Qm f o)
R 0 o A Y )
n 2f/ (zn)3 f/ (-Tn)
T =1, — S (@n) [7 (@0) | f (20)
n (1 + 2f/ (ZL’n)Q ) f, (fL‘n) .

Como puede verse en (2.10), esta es la expresién del método de Chebyshev.
2.2.4.3. Interpolacién exponencial

En el método de la interpolacién exponencial, de acuerdo con Gémez (2017), se
aproxima la funciéon f(x) por medio de una curva osculadora y(z), de manera que

cumpla con la condicién

y D (z,) = f9 (x,), j=0,1,2

En este caso, la curva de aproximacion esta dada por la expresion siguiente,

y(z) = e?=¥@)) (h (x — x,) + ¢) (2.20)

donde a,b y ¢ son tres parametros a determinar. Partiendo de la curva de apro-
ximacion (2.20), e imponiendo condiciones de tangencia, se deducen las siguientes

expresiones para los parametros by c :

y(on) = f(2n) = c = f(zn)
Y (@) = f'(2n) = b= f"(2a) (1 — af (za)) -
Queda por determinarse el pardametro a. Las condiciones (2.2.4.3) aseguran que
el método ((2.20)) tiene convergencia cuadratica, pero se debe afinar un poco, debido
a que el método de Chebyshev es cibicamente convergente.

Conocidos b y ¢, ahora la familia de nuevos métodos iterativos de la forma

Tpi1 = Tp — /b
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se convierten en

I S (75
m o1 — af (xn) I (xn)

Para que la familia de métodos iterativos (2.20) asegure la convergencia ciibica

(2.21)

debe cumplir, ademas, la condicion

yl/ (a:n) — f// (xn)

y esto implica que

@F (@) [ (20)” = a (f @a) 7 (22) + 2f (@2)?) + [ (@a) = 0. (2.22)

Note que para valores de a muy préximos a cero y despreciando el término que

contiene a? en (2.22), se obtiene

f" ()
[ (@) [ (2n) + 2 (xn)Q

si ahora se sustituye (2.23) en (2.21), se obtiene la misma expresién conseguida

a= (2.23)

en los casos presentados anteriormente y que también coincide con el método de
Chebyshev.
2.2.4.4. Propiedades del método de Chebyshev

Sea f : R — R la funcién definida en la ecuacién f(z) = 0. El método de

Chebyshev es entonces

f(z)

Crx) =z — (1 + ;Lf(x)> o (2.24)
_ f@) (@)
Lyla) = g (2.25)

donde (2.25) es el grado de convexidad logaritmico de f(z) (Jiménez, 1997). El
grado de convexidad logaritmico es utilizado para comparar la velocidad con que las

sucesiones se aproximan a la raiz x*, donde se tiene que f (z*) = 0. En concreto, se
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demuestra que si {s,} y {t,} son dos sucesiones de convergencia generadas por el
método de Chebyshev sobre g(x) y f(x) (con raiz comin z* ), respectivamente, y si
ademds L,(t) < Ly(t) para t € [to, z*), entonces la sucesion {s,} converge a z* més
rapidamente que {t,}. Ademaés, se tiene que t, < s, < x* para n > 1.

El método de Chebyshev (2.24) genera una sucesion {z,} que bajo ciertas

neN?

condiciones converge a la solucién de la ecuacién f(z). El objetivo es el estudio del

comportamiento de la funciéon de iteracion de Chebyshev

[ (@)

para distintos puntos de partida zy € R.

st = @ — (1 + ;Lf (xn)) = Oy () = C (20), (2.26)

A continuacion, se presentan algunas propiedades de la funcion de iteracion del

método de Chebyshev:

1. Las raices z* de f(z) = 0 son puntos fijos de (2.26).

2. Las raices simples de f(z) = 0, son puntos fijos superatractores de (2.26). En

efecto, como

) = B L Lt

y ademds Ly (2*) = 0, se tiene que C (z*) = 0. Notar que ademds C% (z*) = 0

y, por lo tanto, es un método de orden de convergencia 3.

3. Siz* es una raiz de f(x) = 0 de multiplicidad m > 1, entonces es un punto fijo

atractor de (2.26) con multiplicador asociado

(m—1)2m —1)
2m?

C} (x*) =

Notar que
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(m—1)(2m —1)
2m?

0< <1,Vm > 1.

En consecuencia, el método de Chebyshev tiene convergencia lineal para raices

multiples.

. Ademas existen puntos fijos extranos (puntos fijos de (2.26), pero que no son

raices de f(z) = 0). En concreto, estos son la solucién de la ecuacién

Lf(ZL‘) = —2.

Notar que estos puntos fijos son atractores (Kneisl, 2001) si

Ly(x)*Lp ()

6 —
2

<1,

y superatractores si

Lf(l’)2Lf/ (I) =12

. Los puntos criticos de (2.26) son los ceros de C(x), es decir, las raices de f(x),
las raices de f”(z), que a su vez son los puntos de inflexién de f(x) y finalmente

estan las soluciones de Ly (z) = 3.
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CAPITULO III
DISENO METODOLOGICO

3.1. Introduccién

En este capitulo, se presentan los fundamentos metodolégicos de este estudio, los
cuales engloban el disefio adoptado, el método, el tipo de investigacion, el enfoque
utilizado y los procedimientos necesarios para su desarrollo.

3.2. Marco metodolégico
3.2.1. Diseno

La estructura metodolégica de este estudio se basa en un diseno no experimental,
conforme a lo sugerido por Herndndez et al. (2018), en donde las variables no se mo-
difican de manera deliberada. En términos de la duracién del estudio, es transversal,
ya que implicé la recoleccién de datos en un solo instante especifico.

3.2.2. Meétodo.

Este estudio se fundament6 en la aplicacién del método analitico-deductivo, ya
que se baso en la construccion de un nuevo método iterativo por composiciéon de
funciones, y como bien lo define Espinoza (2020), el método analitico es una técnica
de investigacion que implica descomponer un todo en sus partes constituyentes con
el fin de examinar sus causas, naturaleza y efectos. Adicionalmente, se emple6 un
razonamiento deductivo, el cual permitié derivar conclusiones significativas a partir
de los hallazgos, facilitando asi la verificacién de los objetivos propuestos en esta
investigacion (Rodriguez et al., 2017).

3.2.3. Tipo.

De acuerdo a las caracteristicas, esta investigacion fue de tipo explicativa-descriptiva,
ya que pretendié comprender y describir en detalle el funcionamiento y el impacto
potencial del nuevo método iterativo. Esto implicé examinar y recopilar datos de
diferentes fuentes, analizarlos y presentarlos para comprender su estructura y apli-
cabilidad, ademés de evaluar las variables y determinar cémo interactiian entre si

(Ramos-Galarza, 2020).
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3.2.4. Enfoque.

El enfoque que se empled en esta tesis se basé en un enfoque mixto, combinando
tanto elementos cualitativos como cuantitativos. Esta elecciéon permitié abordar de
manera integral el objetivo de construir un nuevo método iterativo, pues por un lado,
se realizaron pruebas para analizar su convergencia y eficacia, y técnicas cualitativas
para establecer las ecuaciones de error y su orden de convergencia (Ortega, 2018).
3.3. Procedimientos.

En este apartado se incluye una descripcién de las diferentes etapas del proceso

a realizar en este trabajo de investigacion:

1. Se realizé la solicitud de aprobacién de esta tematica investigativa.

2. Se realiz6 una amplia consulta bibliografica, acerca de las fundamentaciones, an-

tecedentes y sustento conceptual de los métodos iterativos de Halley y Chebyshev.
3. Se presento al asesor para su revision, correccion y posterior validacion.

4. Se sometio6 la propuesta de ante proyecto a la Facultad de Postgrado y Educa-

cién Continuada, a los fines de valorar la relevancia de la misma.

5. Se procedi6 con las correcciones realizadas por los respectivos jurados en ter-

minos de contenido, redaccién y metodologia.

6. Se elaboraron los capitulos IV y V| y los demas elementos constitutivos del

proyecto, segin los reglamentos de la UTECO.

7. Se entregd tres ejemplares a la Facultad de Postgrado y Educacion Continuada

del borrador final, con fines de la presentacién y/o defensa del mismo.
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CAPITULO 1V
PRESENTACION DE LOS RESULTADOS

4.1. Introduccién

En este capitulo se presentan los dos nuevos métodos iterativos construidos a
través de las composiciones de los métodos de Halley y Chebyshev, conjunto a sus
teoremas de convergencia local y prueba mediante funciones test para verificar su
eficacia. A continuacién se plantean las férmulas de iteracion de ambos métodos para

asi luego aplicar la composicion de funciones.

En la ecuacién (2.2) se establece que funcién de iteracion utilizada en el método

de Halley, estda dada por:

2f (zn) f' (20)
[/ (2n)]” = f (@n) £ (20)

De igual manera, en (2.10) se establecié que la expresién que relaciona la funcién

H (z,) = py1 = 2 — 5 (4.1)

de iteracién del método de Chebyshev es

Ca) = Tuir = 7 — <1 EACHIE m)) f ()

21 (In>2 I <m”)

4.2. Meétodo iterativo mediante la composicién del método de Chebyshev

(4.2)

con el método de Halley
Para obtener el nuevo método iterativo de Chebyshev compuesto con Halley, se
procede a evaluar C(H(z,)). Por tanto, reemplazando H(z,) dado en la ecuacién

(4.1) en la expresién (4.2), se tiene

(4.3)

C(H () = H(wa) - (1 L JH @) [ (H (w)))  (H(z.)

2 (H(zn))? [ (H(zn))
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de donde se sigue que

2f (zn) f' ()

S P @l — £ (o) " (o)
Ao ) - gt
2f' (l‘n — s ) -
Xf (#n — S arten)
I (xn - 2[f/(xif)](§i)ff(m(:;;”(wn))

Dada la forma tan extensa en la que se presenta esta funcién iterativa del método

JP 1, a continuacién se presenta la version simplicada de la misma.

), FHE@) P HE)Y )
T = = S @ - f () £ () (” 2 (H())? >f’<H("“}”%>

donde H(z) es la expresion dada en (4.1).
4.3. Meétodo iterativo mediante la composicién del método de Halley con
el método de Chebyshev
Para componer el método de Halley con el método de Chebyshev, se realiza una
composicion similar a la realizada en la seccién anterior. En este caso, se va a obtener

H(C(x,)). Por tanto, dadas las férmulas iterativas (4.1) y (4.2), se tiene que

V) = ) — 2f (Clxn)) [' (Clxn))
H(C(xn)) = C(xn) 2 F )P = (Clen) F @) (4.6)

Al sustituir la expresion para C(z,) en (4.7), la expresién obtenida es demasiado

extensa, por tanto se expresa de forma simplicada de la forma siguiente:

P2 =1, - <1 p L@ %’n)) S (an) 2f () ' (C(a,)

2/ (an) Fr(@a)  2(F/(Caa))’ = F(Clan)) 7 (0(93&))

4.4. Orden de convergencia local de los nuevos métodos iterativos
En esta seccién se presentan dos teoremas que demuestran el orden de conver-

gencia de los métodos iterativos construidos en (4.5) y (4.7), respectivamente.
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Teorema 4.1 Sea z* € [ una raiz simple de la funciéon f : I C R — R, lo suficiente-
mente diferenciable en el intervalo abierto 1. Si 2y es un punto inicial lo suficientemente
proximo a x*, entonces, el orden de convergencia del método iterativo JP1 definido

en (4.5) es de noveno orden y satisface la ecuacién de error siguiente:

en1 = (A3 + 245+ 5AA3 — 9A3AL) €8 + Oel.

donde

f* (@)

A"‘:k!f/(:c*)’ k=234, ..
Demostracién. Sea x* la raiz simple de f(z), Ay = k,f,(z*),k = 2,3,4,.
en = (x, — x*). Considerando la funcién de iteracién definida por
B 2f(x)f'(z) < f(H(x)) f" (H(w))> f(H(z))
G — — (1 4.8
Dl - fwrw T eprmwr ) ey Y

Aplicando el procesador de célculo simbolico Wolfram Mathematica 13.3, se de-
muestra que

G(z*) =2",G" () =0, k=1,2,3,4,56,7,8

Yy que

GO (z%) 1120 (2*) (f(27))® + 11340( (%)) (f " (2*))® + 8400 (™) (f"(2*))"(f" (=

*))2

A(f ()2
22680 ()2 (f" (7)) (S (2*))" — 26460 (") (f"(2))°(f" (x"))°
A(f ()"

(4.9)

De la expresion (4.9), se sigue que

o,y TP | 18I0 () (7 (0))®
T ) ¢ TP
L BI00S (V) () 226807 A
A @) i)
26460 (a") (' ()P ()"
@)

8
*
~—
~—
=2
—~
Kh
<
—~
8
*
~—
~—
S

(4.10)
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G(9)($*) :112() [fm(:c*)r . 11340 lf//(x*>r N 3400 lfm(x*)r [f”(x*)

4 f/(x*,),, o 4” *f’(f*) 4 } Ji’(x*) ] *f’(év*)
=2 ] ) - e e

Expresando a G (z*) en terminos de Ay, se tiene que

GO (%) = 362880 A% + T25760A5 + 1814400A3 A2 — 326592042 A3 — 2540160 A5 AS
(4.12)

Por otro lado, aplicando a Taylor a (4.8), préximo a x*; se tiene que

8 Gk (:L‘*)

G (zn) = Tnp1 =G (:13*)—}-2 i k, G ()

(T = &)+

(xn o x*)9+0 [(xn . x*)10:|
(4.13)
Tomando en cuenta que x* es una raiz simple de f(z), esto implica que G (z*) = 0,

luego, considerando a (4.9) y (4.13) se sigue que

36288042 + 72576043 + 181440043 A2 — 3265920 A2 A4
9! (4.14)
X (z, —2*)’ + O [(xn — x*)m} :

de donde se sigue que

Tnt+1 =

€ntl = (A§ + 2A5 + 5A5A3 — 9A§A§) e + Oel. (4.15)

Teorema 4.2 Sea z* € [ una raiz simple de la funcion f : I C R — R, lo suficiente-
mente diferenciable en el intervalo abierto I. Si zy es un punto inicial lo suficientemente
proximo a x*, entonces, el orden de convergencia del método iterativo J P2 definido

en (4.7) es de noveno orden y satisface la ecuacion de error siguiente:

eni1 = (8A5 — 10A5A5 + 18A3A3 — TAZAS + Af) ), + Oc)).

donde
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k
Demostracién. De forma similar, sea x* la raiz simple de f(z), Ay = k’,c & (x k=

2,3,4,...y e, = (x, — z*). Sea la funcién de iteracién de este método definida por

_ f@)f"(z)\ [(z) _ 2f (C(2)) f'(C(x))
<1+ 2f"(z)? )f/(x) 2(f (C(x)))Q—f(C'(x))f” (C(2)) (4.16)

Aplicando nuevamente el procesador de calculo simbdlico Wolfram Mathematica

M(z) =

13.3 (ver anexos), se demuestra que

M (z*) =a*, M* (2*) =0, k=1,2,3,4,56,7,8

Yy que
MO(5%) 181440 (f'(2))" (f"(x*))" = 302400 (f'(«*))” (f"(=")" (" (=)
16 (f*(a*))"
| 181440 /(@)™ (f" ()" (f"(2*))* = 47040 (f' (=)™ (f"(=)* (f"(z"))°
16 ( ()"
| 4480 (f' (@)™ (" ()"
16 (f"(x*))"
(4.17)
De la expresion (4.17), se obtiene que
MO () = 181440(f’( *))8(f”( ) 302400 (f/(x))” (f"(«7))° (f" ("))
16 (f'(z*))"° 16 ( (%)™
| 181440(f (@) (@)t ()" 47040 (f' () (" () (f" ()
16 (f"(2))" 16 (f*(a*))"
| 4480(f f(z)" (f”’(x*))
16 (f"(2*))"
(4.18)
MO () _ 181440 lf" x*)r 302400 [f” )] [f’”(az*)] | 181440 [f”(m*)r lf”’(;c*)r
16 [ f'(z¥) 16 [ f'(z)] [ f'(z7) 16 | f'(z*)] [ f'(z7)
47040 [ @) [ @) 4480 [ ()]
16 [f'w)] [f’( >] *16[1‘/@*)]
(4.19)

Expresando a M©)(z*) en terminos de Ay, se tiene que

MO (2*) = 2903040 A5 — 362880045 A3 + 6531840 A5 A2 — 2540160 A2 A3 + 362880 A4
(4.20)
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Por otro lado, aplicando a Taylor a (4.16), préximo a z*; se tiene que

8 Mk SL’*)

( M® (z7)
k!

9!

(2 — 2*)"+ (2, — 27)°+0 [(xn - x*)w]

(4.21)

M (z,) = xpp1 = M (2%)+
k

=1

Tomando en cuenta que x* es una raiz simple de f(x), esto implica que M (z*) =

0, luego, considerando a (4.17) y (4.21) se sigue que

2903040 A5 — 3628800 A5 A3 + 653184043 A3 — 2540160 A3 A3 + 362880 A3

Tpt1 = 9!
X (z, — ")’ + O {(:L‘n — x*)w} :
(4.22)
de donde se sigue que
eni1 = (8A5 — 10AJ A5 + 18AJA3 — TAJAS + Af) €, + Oc)). (4.23)

lo cual concluye la demostracién.

4.5. Prueba de los métodos iterativos mediante funciones test

En este apartado, se toman como referencia diferentes funciones de naturalezas
distintas para evaluar la eficiencia de los nuevos métodos iterativos para solucionar
ecuaciones de orden superior. Para estos fines, se utilizaran las siguientes funciones

para su evaluacion.
1. fi(z) = 23 — 1422 + 49z — 36
2. folx) = 2% — 5521 + 121023 — 1228522 + 600502 — 90000

3. f3(x) = 28—12027+54602° —1372802° 4202752021 — 1693440023 + 7845120022 —
165888000z + 126982656

Ademas de estas polindmicas, se consideran las siguientes funciones test para

evaluar su efectividad en otro tipo de ecuaciones.

a) filw) = T

b) fs5(x) = sin(z) — 5
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c) fe(r) =e"—3z

Inicialmente, se muestra el método JP1 establecido es (4.5), cuyos resultados
de aplicacién se muestran en el cuadro (4.1), donde xy indica el punto inicial, n el
numero de iteraciones requeridas y x* la soluciéon obtenida. Este cuadro muestra que
la velocidad de convergencia del método JP1 fue bastante rapida, lo que indica que

produjo resultados precisos en pocas iteraciones.

Funcién | zg | n z*
fi 3 12 4
fa 7T | 4] 2489
f3 17 | 2 | 19.0686
fa 252 1
f5 0512 0
fe 5 | 3| 1.51213

Cuadro 4.1: Aplicacion del método de JP1

Ahora, se presentan las soluciones de estas mismas funciones, pero aplicando el
método JP2 establecido en (4.7), el cual dado que también tiene convergencia 9,

aproxima rapidamente las raices en pocas iteraciones.

Funcién | zo | n x*
fi 3|2 4
fa 7 1 4| 2489
f3 17 | 13 | 19.0686
fa 25| 3 1
Is 0.5 2 0
f6 5 | 3 ] 1.51213

Cuadro 4.2: Aplicacion del método de JP2
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CAPITULO V
ANALISIS Y DISCUSION DE RESULTADOS

5.1. Introduccién

En este capitulo se presentan las conclusiones de esta investigacién en correspon-
dencia con los objetivos planteados, y asi dar respuesta al objetivo general de construir
un nuevo método iterativo mediante composicién de funciones de iteracién, con los

métodos de Chebyshev y Halley para la solucién de ecuaciones de orden superior.

5.2. Conclusiones
Conforme a los resultados presentados y los objetivos investigativos establecidos

para esta tesis, a continuacion se presentan las conclusiones obtenidas:

1. En relacién al objetivo 1 de construir un método iterativo de alto orden de
convergencia mediante la composicion la funcién de iteracion de Chebyshev con

Halley, se cre6 un método llamado JP1, cuya forma simplificada es:

@) [, FHE) ) L)
I o T P — F () () (” 27 (H () ) TG

5.1)

2. En lo que respecta al objetivo 2, de construir un método mediante la compo-

sicion de las funciones de iteraciéon de Halley con Chebyshev, se estableci6 el
método JP2 dado por:

oy T ) f ) 2 (Cle))  (Clan)
2= (“ 2 () )f’(m 207 O = 1 (Clan) £ )

3. En relacién al objetivo 3, se presentaron dos teoremas que establecen el or-
den de convergencia local de los dos métodos iterativos construidos, que ambos
casos es de noveno orden. Las ecuaciones de error establecidas para los méto-
dos son e, = (A3 + 2A5 + 5A3A2 — 9A2A3) €2 + Oel? para el caso de JP1y
eni1 = (8A5 — 10ASAs + 18A3A2 — TAZA3 + A2) e + Oel? para JP2.
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Estas ecuaciones revelan que el error en la aproximacion de la raiz disminuira

a la novena potencia de la magnitud del error anterior.

4. Con respecto al objetivo 4, los resultados se mostré que tanto el método JP1
como el JP2 demostraron una convergencia rapida y efectiva hacia las raices de
las funciones evaluadas, ya que en la mayoria de los casos, se lograron aproxi-

maciones altamente precisas en muy pocas iteraciones.

En respuesta al objetivo general, se construyé dos métodos iterativos de noveno
orden de convergencia que mediante la composiciéon de funciones de los métodos de
Chebyshev y Halley para resolver ecuaciones de orden superior con alta eficacia y

rapidez en la convergencia hacia las raices de funciones evaluadas.

5.3. Lineas futuras de investigacion
A partir de las conclusiones obtenidas, se plantean las siguientes lineas a los fines
de continuar con el estudio de la composiciéon de métodos iterativos para la resolucién

de ecuaciones de orden superior:

1. Aplicacion del Método Iterativo Compuesto Chebyshev-Halley a Sistemas de

Ecuaciones No Lineales.

2. Optimizacién de Parametros en el Método Iterativo Mediante Composicién de

Chebyshev y Halley para Ecuaciones de Orden Superior.

3. Anélisis comparativo del Método Iterativo Compuesto Chebyshev-Halley versus

Otros Métodos Iterativos en Ecuaciones de Orden Superior.

4. Extension del Método Iterativo Chebyshev-Halley a Ecuaciones Diferenciales

No Lineales.
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Anexo |. Prueba de iteracion para la convergencia del método JP1, obtenido de la
composicion de Chebyshev con Halley.

Chebyshevconhalley.nb * - Wolfram Mathematica

- O *
Archivo Edicion Insertar Formato Celda Graficos Ewaluacion Paletas Ventana Ayuda
‘U’VOLFRADJ MATHEMAT'CA Centrode aprendizaje | Comunidad Wolfram | Help
B R N Vi Bl B8 e @ AL @ A Q
Chebyconhalley[x ] :=x- (2 F[x] «f'[x]) / (2F [x]"2-F[x] "' [x]) -
(14 (F[x- (2F[x] «F'[x])/ (2F " [x]"2-F[x] «F""[x])]
FrUIx- (F[x] < F"[x]) /7 (F [x]*2-F[x] <Ff""[x])])/
(2F"[x- (2F[x] «F'"[x]) /7 (2F"[x]"2-F[x] «F""[x])]1"2)) %
(Flx - (2F[x] < F'[x]) / (2F" [x]"2-F[x] «F""[x])]/
Frlx - (2F[x] «F"[x]) /7 (2F" [x]"2-F[x] «F""[x])])
(+#Calcular la sexta derivada de«)
derivada = D[Chebyconhalley [x], {x, 9}]
sustituiruno = derivada /. f[x] - ©
simplificaruno = Simplify[sustituiruno]
sustituirdos = simplificaruno /. f[x] - ©
Chebyshevconhalley.nb * - Wolfram Mathematica - [} XK
Archivo Edicion Insertar Formato Celda Graficos Ewaluacion Paletas Ventana Ayuda
\'VOLFRAN" MATHEMAT'CA Centrodeaprendizaje |  Comunidad Wolfram | Help
B [ Vol Bl B d & @ e FE AP @ | Q

roT 1 [ r 2 prror 1e r 2 e r - 8 (3} r
[ ]= ———— (1720845 f[x]“ " [x]™ - 7067655 f [x]“f [x] " [x]° ' [x] +
4 [x]12

11340 F [x] £ [x]* 7 [x]° (-88F" [x]” + 871 F[x] £/ [x]* + 168 F[x] £/ [x] f'* [x]) -
42 F[x] F[x]° F/[x]* (86048 F  [x]°F°' [x] + 130430 f[x] £/ [x]° +
104490 F[x] 7 [x] £ [x] £'% [x] + 8739 F[x] " [x]* "' [x]] +
21 F [x)* 7 [x)? (540 7 [x]® + 46600 f (x| f'* [x]* - 45180 f [x] ' [x]*f'* [x] + 134220
FIXI2F7[(x] £ 2 FY [x) a5 F[x) 2 F7[x]? (457 £ [x]% + 696 F1 [x] £ [x]) +
648 f[x] f'[x]” (-305F7 [x]% 4 F[x] % [x])] -
3F[x]° (8820 F"[x]®F [x] +1680Ff[x]2Ff* [x]° +
133000 F[x ]2/ [x] 3 [x]* % [x] - 57456 F[x] ¥/ [x]> F [x] +
105 f [x]2 7 [x]2 £/ [x] (1385 F% [x]? + 912 F [x] 1% [x]) + 56 F[x] £/ [x]’
(-10226 % [x]7 + 585 F[x] £'* [x] £ [x] - 441 F[x] £/ [x] £'¢ [x]) +
36 F(x] £/ (x]* (-15225F% [x] £ [x] + 74 F (x| 7 [x])) +
2F[x]1° (7F[x]7 £ [x]? (2505 F* [x]? + 376 £ [x] 5 [x]) +
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Archivo Edicion Insertar Formato Celda Graficos Evaluacion Paletas Ventana Ayuda

WOLFRAM MATHEMATICA Centro de aprendizaje | Comunidad Walfram | Help
B @ (e vim 8] % % d & @ e T B AP & E Q
3780 F7[x]* (3F7 [x]% - 2F[x] £ [x]] + 28 F[x] ' [x] .

(-4180 %) [x]® + 405 F (x| £ [x]?+1323 F(x] £ [x] £ [x] £5) [x] +
ae8 f x| f1* [x]2f® [x]) +36F[x] ' [x]* (-8820F % [x]* F¥ [x] +
21 F[x] (FP [x]?+a4FW [x] £ [x]) +83F[x] £ [x] £7 [x]) +
756 £[x] £/ [x]° (98" [x]? - 150 %) [x] £/ [x] + F[x] £ [x]] ) +
56 f [x]° % [x] (20F7 [x]® -68Ff[x] £ [x] £ [x] +
fix] (-182FY [x] £ [x] + F(x] £ (x])) -
8F [x]7 (f[x] (-8850F' % [x]”F* [x] + 567 F[x] ¢ [x]*F'* [x] +
20 F(x] £7 [x] (3F° [x)12+27FY [x] £ [x]) +138F[x] £7 [x]2F7 [x]) +
63 f(x] f/[x] £7 [x] (-90F™ [x]°-112F7 [x] £ [x] + f[x] F¥ [x]) +
217 [x]* (50 % [x]7 -90f(x] £ [x] £ [x] +
fix] (162 F% [(x] £ [x] +F[x] £ [x]))))

1 [ s A4 oo 8 s 5 grr 6 (3) ¢
out] = ————— (11340 ' [x]“ " [x]° - 26460 " [x]” ' [x]° f'¥ [x] +
4F [x]12

22680 f [x]° F[x]* £ [x1? - 8400 f [x]” £ [x]* £ [x]” + 1120 F [x]® £ [x]*)



Anexo Il. Prueba de iteracion para la convergencia del método JP2, obtenido de la
composicion de Halley con Chebyshev.

Halleyconchebyshev.nb - Wolfram Mathematica

- O x
Archivo Edicion Insertar Formato Celda Graficos Evaluacion Paletas Ventana Ayuda
WOLFRAM MATHEMATICA Centrode aprendizaje |  Comunidad Wolfram | Help
EE: v El} ~ |+ Insertarcelda... ~ 1] ;:l [‘?1 OT”_‘] e 8 (s2) (o) fg’ (s3] ¥4 oﬁ @ Q
In[]:= ClearAll [Halleyconchebyshev, x]
Halleyconchebyshev[x ] :=x- (1 + (f[x] «F""[x]) / (2F"[x]172)) = (F[x]/F"[x]) -
(2F[x- 1+ (FIx] < F""[x]1) 7/ (2F7[x]172)) = (F[x1/F"[x1)]
Frlx - (1+ (FIx] "7 [x]) /7 (F [x]172)) « (F[x1 /" [x1)])/
(2F " [x = (L+ (F[x] «F""[x]) /7 (2F [x]"2)) = (F[x] /F'[x])]"2-
FLx— (1+ (F[x]«F7"[x]) /7 (2F"[x]172)) » (F[x] /£ [x])]
FUIx - (L (FIxT]F" 7 [x]) 7 (2F7[x17°2)) * (F[x] /£ [x]) 1)
(xCalcular la novena derivadax)
derivada = D[Halleyconchebyshev[x], {x, 9}]
sustituiruno = derivada /. f[x] - @
simplificaruno = Simplify[sustituiruno]
sustituirdos = simplificaruno /. f[x] - @
Halleyconchebyshev.nb - Walfram Mathematica - O K
Archivo Edicion |nsertar Formato Celda Graficos Evaluacion Paletas Veptana Ayuda
WOLFRAM MATHEMAT'CA Centrodeaprendizaje |  Comunidad Wolfram | Help
EE: v E} v |+ Insertarcelda... v| m 5] ‘f?] %1 v 8] () e f{’ o8] A & @ O\
-~
1

[<]= , — (6667920 F[x]* " [x]"" - 24551180 F [x]* ' [x] " [x]""F¥ [x] +
fUx]® (-2 [x]2+fx] £ [x])*

3788 F[x]? f [x]? F7[x]® (-15836 " [x]> + 7399 f[x] £/ [x]? + 2257 F[x] F"[x] £ [x]) -
1512 F[x]* £/ [x]* £7[x]® (133395 F" [x]? £ [x] + 5680 f[x] 3/ [x]® +
12218 F[x] 7 [x] £ [x] £ [x] + 769 F[x] £/ [x]? £/ [x]) +
21 F[x] 2 F [x]* £ [x]* (4947480 [x)° - 95720 Ff[x]> ) [x]® - 2213280 F[x] " [x]*F“) [x] +
478680 F [x]% £ [x] £/ [x]* £ [x] + 225 F[x]* £ [x]? (407 £ [x]* + 430 % [x] £°' [x]) +
72F(x] £/ (x]7 (-161@55F " [x]” + 109 f[x] £'® [x])) -
fx]*F [x]° F7[x]? (354450600 F [x]°F° [x] - 772808 F[x]* ) [x]° +
602000 f [x]° /x| £/ [x]” f* [x] - 5866568 f[x] ' [x]° " [x] +
63 f[x]*F [x]2Ff7 [x] (26765 F" [x]%+12988F % [x] £° [x]) +
84 f (x| f/[x]’ (-1334380 " [x]° +3735F(x) £/ [x] £ [x] + 2709 F [x] £ [x] £'¥ [x]) +
54F[x] f[x]* (-1832460 % [x] £ [x] +337F[x] £/ [x])) +2F(x] F[x]°
(-15717240F (x]° + 1680 f [x]° > [x]® + 32481548 f[x] ' [x]’ f'* [x] 85680 f[x]’
Fx)FE X FS x) 7 F X7 ()2 FP (x)? (10605 F1Y (x12 88 FF [x] £ [x] ) -
1512 f[x] £/ [x]° (-140445 F'% [x]* + 238 f[x] £'® [x]) ~
84f(x]?F [x]? (77140 F") [x]* + 27@ F[x] F1*' [x]? + 1152 F [x] £ [x] £ [x] £ [x] +
417 f[x] £/ [x]2£1% [x] ) + 18 F[x]* 7 [x]* (-1606 850 f*) [x]* £'*) [x] +
231F[x] %/ [x]%+ 504 F[x] 14 [x] 5 [x] + 589 F[x] £ [x] F7/ [x]) +



Halleyconchebyshev.nb - Wolfram Mathematica - m} X

Archivo Edicién Insertar Formato Celda Gréficos Evaluacién Paletas Ventana Ayuda

WOLFRA[V' MATHEMAT'CA Centrode aprendizaje | ComunidadWolfram | Help

: m v E-} v |+ Insertar celda... v| m 8] [‘?1 8 e &) ) e [T OBS AP @ Q

=
~

378 F([x)2 7 [x])° (-10895F W [x|? - 13522 ) [x] £/ [x] + 2F[x] £ [x] )] + 224 F [x)"?
FOIx] (203 [x]7 -6 F[x] £2 [x] £ [x] +F[x] (-162F% [x] % [x] + F[x] £ [x])) -
4F[x] F(x]7F[x] (-22834980 ' [x]°F) [x] +1922508 f[x] f'[x]*F*) [x] -
84 F[x]2F3 [x]? [-3340F) [x]7 + 27 F[x] F14 [x] £057 [x] + 10 F[x] 5/ [x] £ [x]] -
54 F[x] F7[x]* (-617925F [x] £'* [x] + 337 F[x] £/ [x]) +
2F[x]2F (x] (897470 F7 [x]7 4 [x] + 567 F[x] £ [x]*F [x] +
21 F(x] £ (x] (33 €% [(x)? s 62F% [x) £ [x]) + 516 F[x] £ [(x)? £ [x]) +
63 F(x]2 " [x] 27 [x] (-29225F% [x]? 17732 F7 [x] £ [x] ~4F[x] £% [x]) +
21 F[x] F7[x])? (2503928 F " [x]® - 11916 F[x] 7' [x] F'® [x] +
fix] (-15588F [x] £/ [x] + F[x] £ [x]))) +
4 [x|® (45360 " [x]® 3065580 F (x| ' [x)°F* [x] +85680F (x| f 7V [x)*F* [x] -
70 f(x]* £ [x] £ [x]? (2769 % [x]? + 824 £ [x] £ [x]] + 1512 F[x] £ [x]°
(149157 [x)? + 134 f[x] £'® [x]) - 36 f[x]? £"[x]> (552440 f ) [x]” ¥ [x] +
21 F[x] (11 F0 [x]%+ 24 €% [x] £ [x]) + 509 F[x] £/ [x] F7) [x]] -
189 F x| 2 7 [x]* (-11975FW [x]? - 17278 %) [x] £/ [x] + 8 F[x] ¥ [x]) +
14 f[x]% £ [x]? (662540 F13) [x]* - 3240 f[x] £/ [x]® - 5784 F[x] ¥/ [x]2F®) [x] +
Fix] £ (x] (-14958F [x] £ [x] « Fx] £ [x]))) -
4 [x]° (75600 ' [x]°F* [x] - 303912 f[x] £/ [x]° > [x] +
168 F[x ]2 F'7 [x]% (1530 7 [x]7 + 27 F[x] 1% [x] £/ [x] =10 F[x] £'¥ [x] £ [x]) +
54 F(x] F7[x]* (-87158 F"7 [x] 1% [x] + 337 F[(x] ') [x]) -
8F[x]?F [x] (384125F7 [x]*F“ [x] + 567 F[x] £ [x]* ™ [x] +
21 F(x] £ [x] (33F5 (x)2 v 62F™ [x] £ [x]) + 516 F[x] £ [x]2F7 [x]) -

Halleyconchebyshev.nb - Wolfram Mathematica O X

Archivo Edicidén Insertar Formato Celda Gréficos Evaluacion Paletas Ventana Ayuda

WOLFRAM MATHEMATICA Centrode aprendizaje | ComunidadWolfram | Help

B v [ v |+ insertarcelda... vim B B % de & @) e F B A P & Q
63 F[x]2F [x12F% [x] (~32465F% [x]%-23372FC [x] % [x] + 16 F[x] £ [x]) - |

84 (x| f'[x]’ (185120 > [x]” - 3339 F[x] £ [x] ¥ [x] +
fix] (-4148F [x] £ (x] + Fx] £ (x1))) +
8F (x]™ (7F[x]? £ [x]? (17085 F!% [x|? + 8162 F% [x] £/ [x]] +
7560 7 [x]" (3£ [x]? - f[x] £® [x]) +18 F[x] f*[x]|* (-56498 F" [x|*f" [x] +
21F[x] (115 [x]? 24 9 [x] £ [x]) ~509 f[x] £/ [x] £ [x]) +
756 F[x] £/ [x]” (-98 % [x]? - 246 F7 [x] £ [x] « Fx] % [x]) -
28F[x] £/ [x] (19168 % [x]* - 810 F[x] % [x]* - 1671 F[x] 3/ [x]? F® [x] +
Fix] £ [x] (-4104 4 [x] £ [x] + F[x] £ [x]) )] -
16 F [x]™ (2F[x] (-21280F [x]° £ [x] + 567 F[x] 4 [x]* £ [x] +
20 F[x] £ (x] (33F% [x]2 82 F % [x] £ [x]) + 516 F[x] £ [x]* £ [x]) +
252 F[x] £ [x] £2) [x] (90 F™ [x]2-112F7 [x] £ [x] + F[x] £¥ [x]) + 21 F7[x]?
(148 £ [x])7 -~ 180 F[x] £ [x] £ [x] + Fx] (-162F“ [x] £ [x] + F1x] £ [x]))))

1 f T 8 grr 8 Y 9 prrc 6 (3 -
outl ] ————— (181448 F [x]° £ [x]° - 382400 F' [x]° £ [x]° £/ [x] +
16 x|

181448 f [x 1" £/ [x]* £/ [x]? - 4748 f [x] " £/ [x]* £ [x]° - 4480 F [x]"* £ [x]*)



