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RESUMEN

Esta tesis presenta un andlisis de la relacion entre la sucesion de Fibonacci y la
proporcion aurea a través del limite de una sucesion, cuyos objetivos investigativos
especificos se basaron en evaluar la convergencia de la sucesién de Fibonacci y el
limite de la razén f(n+1)/f(n) a medida que n tiende a infinito, establecer caracte-
rizaciones y demostrar de forma algebraica, matricial y en ecuaciones en diferencias,

la relacion entre la sucesion de Fibonacci y la proporciéon aurea.

La metodologia utilizada se centré en un enfoque no experimental y transversal,
que no altera deliberadamente las variables y se enfoca en la recoleccion de datos en
un momento especifico. Ademas, se aplicd el método analitico-deductivo, el razona-
miento deductivo para derivar conclusiones a partir de los hallazgos y con un enfoque
cualitativo.

Esta investigacion concluye que existe una relacién estrecha y significativa entre
la sucesién de Fibonacci y la proporcién durea (¢). Se ha establecido que la razén
entre términos consecutivos de Fibonacci, expresada como f(n + 1)/f(n), converge
hacia ¢ a medida que n tiende al infinito. Esta convergencia no solo se observa en
términos individuales de la sucesién, sino también en sumas mas complejas de po-
tencias de términos de Fibonacci. Ademaés, se han empleado diversos métodos para
profundizar en esta relacion: una aproximacion algebraica que reformula la recurren-
cia de Fibonacci, un método matricial que utiliza autovalores y autovectores de una

matriz asociada a Fibonacci, y un enfoque de ecuaciones en diferencias.

Palabras claves: Sucesién de Fibonacci, Proporcién aurea, Convergencia.

VIII



CAPITULO I
INTRODUCCION.

1.1. Introduccion.
En este primer capitulo se presentan los antecedentes historicos y académicos que
sirven de referentes investigativos, el planteamiento del problema, la justificacién, los

objetivos, y los alcances y limites de la misma.

1.2. Antecedentes
1.2.1. Antecedentes histéricos de la sucesion de Fibonacci

Leonardo Pisano o Leonardo Filius Bonacci fue un matematico innovador en el
siglo XIII. Pas6 a la posteridad por la publicacion de su célebre Liber Abacci don-
de entre otras cosas introdujo la numeracion indu-arabe, libro que no fue superado
hasta varios siglos después y que se siguio estudiado y ha sido fuente de inspiracion

matematica hasta la actualidad (Grigas, 2013).

De acuerdo con Scott y Marketos (2014), se plantea que los nimeros de Fibonacci
fueron presentados por primera vez en 1202 por Leonardo de Pisa, mas conocido
como Fibonacci, en su libro Liber Abaci. Este libro se considera uno de los textos
matematicos més influyentes producidos en Europa en esa época. Los numeros de
Fibonacci surgieron como soluciéon a un problema planteado de la siguiente manera
“Un hombre colocé un par de conejos en un lugar rodeado por todos lados por un
muro. ;Cuantas parejas de conejos se pueden obtener a partir de ese par en un ano,
suponiendo que cada mes cada pareja de conejos se reproduce y que la reproduccion
comienza a partir del segundo mes de vida de cada pareja?”. Esta pregunta condujo a
la secuencia de niimeros conocida como los niimeros de Fibonacci, que ha demostrado
tener numerosas aplicaciones en matematicas y otros campos. La secuencia resultante
es:

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, - - -



Fibonacci omitié el primer término en Liber Abaci. La férmula de recurrencia

para estos niimeros es:

Fn)=F(n—-1)+F(n—-2) n>1.

Aunque Fibonacci solo presentd la secuencia, evidentemente sabia que el n-ésimo
numero de su secuencia era la suma de los dos nimeros anteriores.
1.2.2. Antecedentes histéricos del nimero aureo.

En la antigiiedad, el nimero aureo se descubrié como un concepto geométrico,
no como una expresion aritmética. A lo largo de la historia este nimero, cuyo des-
cubrimiento se debi6 a la geometria, ha recibido diversas denominaciones, haciendo
referencia a su origen geométrico (razén, proporcién), y a su relacién con la belleza
(dureo, dorado) y la divinidad (divino, de Dios). Se cree que el ntimero dureo se en-
cuentra como proporcion en varias estelas de Babilonia y Asiria de alrededor del 2000
a.C. Sin embargo, no existe documentacion histérica que acredite que dicho ntimero
fuera empleado de forma consciente en la elaboracion de las estelas, por lo que no se
sabe si la aparicion del nimero aureo en la medicion de las proporciones de dichas

estelas fue intencionada o casual (Luque, 2022).

El primer estudio formal sobre el niimero dureo del que se tiene constancia (al-
rededor del 300 a.C.) se debe a Euclides, considerado el padre de la geometria. En
su tratado “Los Elementos”, Euclides definié al nimero dureo de la siguiente manera
“Se dice que una recta ha sido cortada en extrema y media razén cuando la recta
entera es al segmento mayor como el segmento mayor es al segmento menor”. Ademas
de esto, demostré también que este niimero no puede ser expresado o descrito como
la razoén de dos nimeros enteros, es decir, que es un nimero irracional (Sédnchez y

Trumper, 2012).



En el Renacimiento, en 1509 el matematico y tedlogo italiano Luca Pacioli publico
un libro titulado “La divina proporcién”, en el que daba cinco razones por las que el

numero aureo debia considerarse divino:

a) La unicidad del nimero, que se asemeja a Dios.

b) El hecho de que esté definido por tres segmentos de una recta, que asemeja a la

Trinidad.
¢) La inconmensurabilidad del nimero, igual que Dios es inconmensurable.
d) Este nimero es omnipresente e invariable, igual que Dios.

e) Dios di6 ser al universo a través de la quintaesencia, representada por un dode-

caedro, y el nimero aureo dio ser al dodecaedro.

Los estudios previos de Abu Kamil influyeron en Leonardo de Pisa (Fibonacci),
que los empled para resolver problemas geométricos, pero no llegd a conectarlos con
la famosa secuencia que posteriormente fue nombrada en su honor. En 1525, Alber-
to Durero publicé unas instrucciones sobre la medida con regla y compéas de figuras
planas sélidas, donde describe cémo trazar la espiral basada en la proporcién aurea,

denominada espiral durea o espiral de Durero (Luque, 2022).

La primera aproximacion decimal al niimero aureo la consiguié Michael Maestlin
en 1597, obteniendo un valor de 1.6180340. El primer uso conocido del adjetivo dureo,
dorado o de oro para referirse a este niimero se debe al matematico aleman Martin
Ohm, quien en la segunda edicion de 1835 de su libro “Las mateméticas puras ele-
mentales”, escribe una nota indicando se acostumbra llamar a esta division de una
linea arbitraria en dos partes como esas, la seccién dorada. Esta referencia parece im-
plicar que el término ya era de uso comun en ese ano. Actualmente el niimero aureo
se designa con la letra phi (®, ¢, ), desde que en 1910 el matemético Mark Barr le
adjudico esta denominacion en honor al escultor griego Phidias, por el maximo valor
estético atribuido a sus esculturas y porque se cree empleaba ya esta proporcion en

la antigiedad (Salvador, 2020).



1.2.3. Antecedentes académicos

Por su parte, Ferrando y Segura (2010), en su articulo “La sucesién de Fibonacci
como herramienta para modelizar la naturaleza”, destacan que existen varios grupos
de investigacién multidisciplinares (formados por boténicos, fisicos y matematicos)
muy activos trabajando en la filotaxis matematicas, en donde la sucesién de Fibo-

nacci es altamente utilizada.

De acuerdo con Figueroa et al. (2013), en la publicacién titulada “La Secuencia
de Fibonacci y el Niimero de Oro en ingenieria eléctrica y analisis numérico”, se pre-
tendié desarrollar soluciones alternativas a dos diferentes problemas que contienen
la razén aurea. Como conclusién, en un circuito eléctrico con infinitas resistencias
6hmicas se presentd una solucién inductiva mediante la secuencia de Fibonacci y se
corrobor6 ademas el resultado usando fracciones continuas. Ademas, en la formulacién
newtoniana para el diseno de un cono truncado de minima resistencia aerodinamica

se propuso una solucion numérica para probar la bondad del modelo.

Por su parte, Fiorenza y Vincenzi (2013) public6 un articulo llamado “De la su-
cesion de Fibonacci a la proporcion aurea”, donde se tratd la caracterizacion de la
proporciéon durea como limite de la razén de términos consecutivos de la sucesion de
Fibonacci, y se da una explicacion de esta propiedad en el marco de la teoria de las

ecuaciones en diferencia.

En el estudio realizado por Van (2014), sobre “The Fibonacci sequence and the
golden ratio in music”, se presenta una composicion original basada en los nimeros
de Fibonacci para explorar el atractivo estético inherente de la sucesion de Fibonac-
ci. También se menciona el uso de la proporcién aurea en ciertas obras musicales de

Debussy y en las proporciones de los violines creados por Stradivarius.

Cérdoba (2015), realiz6 un estudio titulado “La sucesion de Fibonacci y su apli-

cacion didactica en las matematicas de la educacion secundaria”, donde se pretendio



plantear una forma de mejorar la percepcion y la predisposicion del alumnado hacia
las Matematicas en la Educacion Secundaria. En este trabajo se acerca las Matema-
ticas al alumnado, a partir de la sucesién de Fibonacci, su relacion con el nimero
aureo, sus aplicaciones y curiosidades, tanto matematicas como en otras areas, de una

forma atractiva e interdisciplinar.

Segtin Chavan y Suryawanshi (2020), en el articulo titulado “Correlacién de la
secuencia de Fibonacci y la proporcion aurea con sus aplicaciones en ingenieria y cien-
cia”, se discute la correlacion entre la secuencia de Fibonacci y la proporcién durea,
asi como sus aplicaciones en ingenieria y ciencia. Este estudio intenté aplicar el con-
cepto de Fibonacci y la proporcion durea para maximizar la eficiencia de nuestra vida
cotidiana. Se consider6 la curva auto-similar, como la espiral dorada. Ademas, se plan-
tea que las teorias matematicas de los nimeros de Fibonacci y la proporcién aurea
proporcionan el origen de muchas ideas nuevas en matematicas, quimica, ingenie-
ria civil, arquitectura, ingenieria automotriz, filosofia, botanica y biologia, ingenieria
eléctrica, ciencias de la computacién e ingenieria, ingenieria mecanica, sistemas de
comunicacion, educacién matematica, asi como fisica tedrica y fisica de particulas de

alta energia.

1.3. Planteamiento del problema.

Las propiedades recursivas de la sucesiéon de Fibonacci desempenan un papel
fundamental en la teoria de niimeros y el algebra, ya que puede utilizarse para ex-
plorar y demostrar numerosas identidades algebraicas y propiedades de los nimeros,
las cuales, a menudo se basan en su definicién recursiva. En el campo del algebra,
la secuencia es utilizada para demostrar ciertos resultados en la teoria de anillos y
cuerpos, ademas de su implicacién en las ecuaciones en diferencias, un concepto que

es crucial en matematicas discretas y en el andlisis de algoritmos.

Por su parte, la proporcién aurea, denotada regularmente por ¢, es un nimero

con propiedades matematicas notables. Esta proporciéon tiene la especial caracteristi-



ca de ser autosemejante, lo que significa que se repite a si misma a diferentes escalas
y que convierte al nimero dureo en una constante inherentemente recursiva, tanto en

su representacion algebraica como en terminos de una fraccién continua.

En los ultimos anos, se ha observado un creciente interés en el estudio y la apli-
cacion de la sucesion de Fibonacci y la proporcion aurea debido a que estos dos con-
ceptos tienen una presencia sorprendentemente amplia en el mundo que nos rodea.
Desde los patrones de crecimiento en la naturaleza hasta la composicion en el arte y
la arquitectura, estas entidades matematicas parecen regir aspectos fundamentales de
nuestro universo. La conexién entre estos dos temas se destaca en las diversas areas
que los abarcan, revelando numerosas propiedades y teoremas que se desprenden de
ellos. Es especialmente intrigante que al dividir un nimero por su anterior consecutivo
en un proceso infinito, el resultado plantea una aproximaciéon cada vez mas cercana
entre estos dos aspectos. Es por esto, que esta investigacion concibe como pregunta
general, ; Como se relacionan la sucesion de Fibonacci y la proporcion aurea a través

de los procesos de limite?

A los fines de dar respuesta a esta pregunta, se plantean las siguientes interro-

gantes especificas.

1. ;Cémo evaluar la convergencia de la sucesiéon de Fibonacci y el limite de la

razén f(n+1)/f(n) a medida que n tiende a infinito?

2. ;Cuales condiciones caracterizan la sucesion de Fibonacci y la proporcion aurea

mediante los procesos de limite?

3. (Cémo demostrar la relacién entre la sucesion de Fibonacci y la proporcion

aurea utilizando métodos algebraicos, matriciales y de ecuaciones en diferencias?

1.4. Justificacion.
Esta investigacién es considerada de gran importancia porque tanto la sucesion

de Fibonacci como la proporcién aurea son conceptos matematicos con propiedades



interesantes y que a la vez, modelan el comportamiento de muchos patrones existen-

tes en la naturaleza.

Esta investigacion es relevante porque aunque es conocido que el cociente de dos
términos consecutivos de la sucesién de Fibonacci tiende a la proporcién aurea en el
limite, existen aspectos de esta convergencia y su relacion inherente que es preciso
evaluar y caracterizar en terminos de proporcionar una comprensién mas profunda
de las propiedades de estas entidades matematicas y de cémo interactiian entre si.
Ademas, el estudio de la relacién entre la sucesién de Fibonacci y la proporcién aurea
a través del limite de una sucesion puede tener importantes implicaciones practicas,
que van desde el analisis de algoritmos en ciencias de la computaciéon hasta el mode-

lado de patrones de crecimiento en biologia.

Este estudio ha de servir de base a futuras lineas de investigaciones, debido a que
es un tema poco estudiado en el contexto de la Reptublica Dominicana, y asi puedan
ser aplicados para solucion de problemas concretos de la modelacién matematica, y

la realizacién de algoritmos informaticos.

1.5. Objetivos.
1.5.1. General.
Analizar la relacion entre la sucesion de Fibonacci y la proporcién aurea a través
del limite de una sucesion.
1.5.2. Especificos.
1. Evaluar la convergencia de la sucesion de Fibonacci y el limite de la razén

f(n+1)/f(n) a medida que n tiende a infinito.

2. Establecer caracterizaciones de la sucesion de Fibonacci y la proporcion aurea

mediante los procesos de limite.

3. Demostrar mediante métodos algebraicos, matriciales y de ecuaciones en dife-

rencias, la relacion entre la sucesion de Fibonacci y la proporcion aurea.



1.6. Alcances y limites.

Esta investigacion se enmarco dentro de las mateméaticas puras y estuvo centrada
en el estudio de la sucesion de Fibonacci y la proporcién durea, con énfasis en las
propiedades algebraicas de estas dos entidades matematicas. Esto implica que se cen-
tré mas en caracterizaciones y demostraciones, que las posibles aplicaciones practicas

que se pudieran generar en diversas disciplinas.



CAPITULO II
MARCO REFERENCIAL.

2.1. Introduccién.
En este capitulo se plantean las definiciones, proposiciones, teoremas y algunas

demostraciones que sirven de soporte y referente conceptual de esta investigacion.

2.2. Marco tedrico.

2.2.1. Fundamentos basicos de las sucesiones

Definicién 2.1 Una sucesion es una funcién f cuyo dominio son casi todos los enteros
positivos. Si el recorrido es un subconjunto de los nimeros reales, f se dice una
sucesion real y si el recorrido es un subconjunto de los nimeros complejos, f se dice
una sucesion compleja. El n-ésimo término de la sucesién f, se denotara por f, o en

forma suscinta por a,, y la sucesién misma por a, 6 f, (Salazar y Acevedo 1997).

Definicién 2.2 Si a cada entero positivo n, esta asociado un nimero real a,, se
dice que el conjunto ordenado aq,as,as, ay,...,a, es una sucesion. Los términos de
la sucesion son los niimeros aq, as, as, a, y asi hablaremos del primer término a;, del
segundo término a, y en general del n-ésimo término a,. Cada término a, tiene un

siguiente a1, si la sucesién es infinita no existe un ultimo término (Acevedo, 2014).

Definicién 2.3 Se dice que una sucesién a, es creciente si a, < a,,1 para todo

n > 1, con n perteneciente al conjunto de los niimeros naturales (Acevedo, 2014).

Definicién 2.4 Una sucesion es infinita si se cumple que para cada entero positivo
n, estda asociado un numero Real a,, y el conjunto ordenado ay,as, as,ay, ..., a,, €s

decir, para cada término a,, tiene un siguiente a, ;.

2.2.2. Convergencia de una sucesion
Definicién 2.5 Segtin Amillo (1996), una sucesioén (a,,) tiene limite L si para cada

€ > 0 existe un nimero N > 0 tal que para todo indice n > N se verifica

la, — L| < e.
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En este caso se escribe

lim a, = L.
n—-+0o0o

Definicién 2.6 Una sucesion convergente es aquella que tiene limite, es decir, una
sucesion a,, es convergente si el siguiente limite existe;

lim a,
n—-+0o00

Amillo (1996) senala que en lo que concierne a la convergencia o divergencia de una
sucesion los primeros términos no tienen importancia. Lo que cuenta es el comporta-
miento de las colas de una sucesion. Por cola de una sucesion se designa a todos los
términos de la misma cuyos indices son mayores que un nimero entero N > 0, i.e. el
conjunto a,/n > N. Otra forma de expresar que una sucesiéon (a,) converge a L es
decir que para cada € > 0 el intervalo (L — €, L + €) contiene todos los términos de la

sucesion salvo un ntmero finito de ellos.

A continuacién, se muestran algunas propiedades tutiles para el calculo y analisis

de limites, cuya informacion puede ser consultada y profundizada en Pérez (2016).
Teorema 2.1 Si una sucesion es convergente, su limite es tnico.

Teorema 2.2 Sean (a,) y (b,) dos sucesiones tales que

lim a,= Ay lim b,=0B

n—-+o0o n—-+oo

y a y [ nimeros reales cualesquiera. Entonces,

1) Linealidad

lim (aa, + Bb,) = aA+ B

n—-4o0o

2) Regla del producto
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lim (a,b,) = AB

n—-+00

3) Regla del producto

siempre que B # 0.

Teorema 2.3 (Regla del Sandwich). Sean (a,), (b,)y (¢,) tres sucesiones tales que

a, < ¢, <b, para todo n (o para todon > N siendo N un entero positivo cualquiera)

Y

lim a,= lim b,=L.
n—-+00 n—-+0o

Entonces,

lim ¢, =1L
n——4oo

Teorema 2.4 Sea (a,) una sucesién con limite L y f una funcién real continua en

L y cuyo dominio contiene los valores de la sucesion. Entonces,

lim f (an) = f(L)

n—-+00
Definicién 2.7 Una sucesién (a,) es acotada superiormente si existe un B tal que
a, < B para todo n = 1,2,3,... Dicha sucesion estd acotada inferiormente si existe
un b tal que a,, > b para todo n = 1,2, 3,... Una sucesion es acotada si esta acotada

superiormente e inferiormente a la vez (Amillo, 1996).

Teorema 2.5 Toda sucesion convergente es acotada. O lo que es equivalente, toda

sucesion no acotada es divergente (Amillo, 1996).

Teorema 2.6 Toda sucesiéon monotona creciente y acotada superiormente es conver-
gente. De forma similar toda sucesion mondtona decreciente y acotada inferiormente

es convergente (Amillo, 1996).
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2.2.3. Sucesion de Fibonacci
Definicién 2.8 De acuerdo con Clancy (2008), el término de nimeros de Fibonacci

se utiliza para describir la serie de niimeros generados por el patréon

0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55,89, 144, . ..

donde cada ntmero de la secuencia se obtiene mediante la suma de los dos términos

anteriores. Este patrén se define como F} = 0, Fy, = 1 y la féormula recursiva

Fn:Fn—1+Fn—27 n>2

donde F;, representa el m-ésimo numero de Fibonacci. Por lo tanto, el niimero de
Fibonacci F), se obtiene sumando el nimero de Fibonacci anterior F),_; y el nimero

de Fibonacci dos lugares antes Fj, 5.

Definicién 2.9 La sucesion de Fibonacci es un funciéon £/ : N — N donde cada
elemento siguiente se obtiene sumando el anterior consecutivo, esta definida por;

FF=1,F=1F=2..F =F,;—F, 5 (Dominguez, 1990).

2.2.3.1. Propiedades basicas de los niimeros de Fibonacci
En este apartado se presentan varias propiedades que relacionan los nimeros de
Fibonacci, las cuales pueden ser consultadas, conjuntamente con sus demostraciones

en Vorobiev (2002).

Proposiciéon 2.2.1 La suma de los primeros n numeros de Fibonacci se puede ex-
presar como

Fi+FB+.  +F,  +F,=F—1
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Demostracion. A partir de la definicién de la secuencia de Fibonacci, se sabe que

Fy = F3 — Iy,
F2:F4_F37
F3:F5_F47

Fn—l = Fn+1 _Fn+27

Fn:Fn+2_Fn+1-

Ahora sumando estas ecuaciones, se tiene

F1+F2+...+Fn_1+Fn:Fn+2—F2.

Recordando que F, = 1, esta ecuacion es equivalente a la conjetura inicial:

i+ F+. . 4+ F, 4+ F,=F,,—1.

Proposiciéon 2.2.2 La suma de los términos impares de la secuencia de Fibonacci

F1+F3+F5+...+F2n_1:F2n.

Demostracion. Al observar los términos individuales, se nota que a partir de la

definicion de la secuencia que

F1:F27
F3:F4_F27
F5 = Fs — Fy,

F2n—1 - FQn - F2n—2-

Si ahora se suman estas ecuaciones término a término, queda el resultado requerido.
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Proposicion 2.2.3 La suma de los términos pares de la secuencia de Fibonacci
s +Fy+Fs+ ...+ Fy = Foppr — 1.
Demostracion. A partir de la proposicién (2.2.2), se tiene
Fir+F+. . 4+ F+ Fyy = Foppo — 1.
Restando la ecuacién para la suma de los términos impares, se obtiene
Fo+Fy+ ...+ Foyp = Foppo — 1= Fyy = Fop g — 1,

como se deseaba.

Proposicion 2.2.4 La suma de los nimeros de Fibonacci con signos alternantes se

puede expresar como
F\—F+F—F+.. .+ (-D)""E, = (-1)""F,_ +1.

Demostracion. Progresando desde los resultados obtenidos en las sumas anterio-
res, se puede restar la ecuacién de la suma de los términos pares a la ecuacién de la

suma de los términos impares para encontrar

F—F+F—-F+.. . +F, - F,=—-F,,1+1. (2.1)

Luego, sumando Fy, 1 a ambos lados de esta ecuacién, se obtiene

Fy —Fy+Fs—Fy+ ... — Fo, + Fopyr = Fopyr — Fop1 + 1,

Fl—F2+F3—F4+...—F2n+pgn+1:F2n+1. (22)

Al combinar las ecuaciones (2.1) y (2.2), se llega a la suma de los nimeros de
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Fibonacci con signos alternantes:
FL—-F+F—F+.. . +(-D)""E, = (-1)""F,_ +1.

Hasta ahora, se han sumado los términos individuales de ecuaciones simples para
derivar proposiciones relacionadas con las sumas de los nimeros de Fibonacci. Ahora
se utilizard una técnica similar para encontrar la formula de la suma de los cuadrados

de los primeros n nimeros de Fibonacci.

Proposicién 2.2.5 La suma de los cuadrados de los primeros n niimeros de Fibo-

nacci se puede expresar como
FP 4+ F)+. . +F  +F=F,F,.
Demostracion. Se observa que
FyFiyr — Fe 1 Fy = F2.

Si se suman las ecuaciones

F12 - FlFQ,
Fy = BF — R B,

F? = F3Fy — FyF3,

2
Fn :FnFnJrl_anan
término a término, se llega a la férmula deseada.
Aqui se utilizé principalmente el argumento de sumar término a término para

encontrar féormulas de las sumas de los nimeros de Fibonacci. Ahora se utilizard el

método de induccién para demostrar la siguiente féormula importante.
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Proposicion 2.2.6 La férmula para el enésimo término de la secuencia de Fibonacci

con un desplazamiento m se puede expresar como

Fn+m = Fn—lFm+FnFm+1-

Demostracion. Se comenzard esta demostracion mediante induccién en m. Para

m =1,
Fn+1:Fn71+Fn

= nlel_‘_FnFQv

lo cual se puede ver que cumple con la férmula. La ecuacién para m = 2 también

cumple con la férmula, ya que

Foyo=Fo + F,
=F .+ +F,
= I, +2F,

—F, \Fy+ F,F,.

Asi, se ha demostrado la base de induccién. Ahora se supone que la féormula es
cierta para m = k y para m = k + 1. Se demostrarda que también se cumple para
m=k+ 2.

Por lo tanto, mediante induccion, se asume que

Foyiw=Fo by + FoFip

Foyryr = F1Frpp + FFrgo.

Si se suman estas dos ecuaciones término a término, se obtiene

Fovi + Fogrrr = Fooi (Fy + Fir) + Fo(Fi1 + Frt2)

Froiiro = Fo1Fpyo + FFiys,
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que es el resultado deseado. Por lo tanto, mediante induccién se ha demostrado que
la férmula inicial es valida para m = k 4+ 2 y, por lo tanto, para todos los valores de

m.

Proposicién 2.2.7 La diferencia de los cuadrados de los niimeros de Fibonacci se
puede expresar como

2 2

Fop = F, = F,

n—1-

Demostracion. Continuando desde la formula anterior, se toma m = n. Se obtiene

F2n = n—an+FnFn+17

FQn:Fn(Fn—1+Fn+1>-

Dado que
Fn:Fn+1_Fn—17

ahora se puede reescribir la formula de la siguiente manera:

FQn - (Fn—i-l _Fn—l) (Fn+1+Fn—1>7

By, =F ,—F;

n n—1-

De esta manera, se puede concluir que para dos nimeros de Fibonacci cuyas posiciones
en la secuencia difieren en dos, la diferencia de los cuadrados serd nuevamente un
numero de Fibonacci.

2.2.3.2. Otras propiedades.

1. El n-ésimo nimero de Fibonacci estda dado por (Férmula de Binet)

.

2. Dados cuatro niimeros de Fibonacci consecutivos, la diferencia de cuadrados
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entre el tercero y el segundo es igual al producto del primero con el cuarto, es
decir

F2

2
w2 — Fupn = Fulgs

3. Una relacion entre 7 y los nimeros de Fibonacci, estd dada por la siguiente

ecuacion:

T o 1
— = Z arctan < >
4 —1 F

2k+1

4. La siguiente ecuacion relaciona los nimeros de Fibonacci, con tal vez los nime-
ros mas especiales de las matematicas m, 1, e:

k -_m ™ . — 2k —m
Fk _ Z 5k2 ez(m—1)§+z(k—m)tan 1(-2)

m=1 m—1

2.2.4. Proporcién aurea.

2.2.4.1. Razones y proporciones: Fundamentos basicos.

Definicién 2.10 Sean a y b dos cantidades. Una razén entre a y b es: a : b denotada
también ¢, y se lee a es a b. Una razon entre dos magnitudes es una comparacion
entre las dos cantidades mediante una divisién entre dichas cantidades (Andonegui,

2006).

Definicién 2.11 De acuerdo con Ferndndez et al.,(2009), una proporcién es una

igualdad entre dos razones. Sean a,b,c y d cuatro cantidades. La igualdad § = £ se

denomina proporcién. Se lee: a es a b como ¢ es a d.

Proposiciéon 2.2.8 Propiedades de las proporciones.

a C
1. g:g<—>ad:bc

De aqui se desprende que un extremo es igual al producto de los medios dividido
entre el otro extremo, y que un medio es igual al producto de los extremos

dividido entre el otro medio:

b-c b-c a-d a-d
N d’d_ a’b_ c’c_ b

a
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2. De toda proporcion % = 2’ o de su expresion equivalente a - d = b - ¢, pueden
derivarse otras tres proporciones diferentes:
a_bb_dec_d
c da c¢a b

3. Si % = 2, entonces :ZZ = 7:;

4.SiZ:2y2:;,entoncesa:;

I a+b c+d a+b c+d

. Si — = —, entonces = =
b d b iV a c
—b —d —b —d
6.Si%z§ya>b,entoncesab :Cd yaa :Cc
b d
7. SiZ:;ya>b,entoncesZi—b:Zi—d
2 5% _C ant at+c b+d a+c b+d
. Si — = —, entonces = =
b d c d "V a b
QS'a c - entonces & ¢ b—d a—c b-—d
. Si—-=-1ya>c enton = =
b d” ’ c d V4 b
b+d
10. SiZ:;ya>c,entoncesZi—Z:bi_d
11. Si % = g = ;, entonces Z—i_oj—t; —%

2.2.4.2. Proporcién aurea

Definicién 2.12 En matematicas, dos cantidades estan en la proporcién aurea si
su cociente es igual al cociente de su suma con respecto a la cantidad mas grande
(Ghorbani, 2021). Expresado algebraicamente, para las cantidades a y b con a > b >
0:

4o (23)

Y —p—-1=0 (2.4)

donde la letra griega phi (¢ 6 ¢) representa la proporcién durea. Es un nimero

irracional (lo que significa que no se puede expresar como una fraccién simple), con
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un valor de:

14++/5

5 ~ 1.6180339887

90:

Otra relacién interesante que involucra la proporcion durea se puede obtener

directamente de:

p=vIitop

sustituyendo sucesivamente el lado izquierdo de la ecuacion en el lado derecho, se

@:\/1+\/1+\/1+---

De manera similar, al reemplazar x = i en la ecuacién (2.4), se obtiene la ecuacion

obtiene:

cuadratica 22 + x — 1 = 0, cuya raiz positiva es i, es decir,

il

Nuevamente, se puede obtener otra relacion utilizando ¢ = 1 + é =1+ j; =
1

. ./ 7z 7’ . (P
repetidamente, lo que nos lleva a que la proporcion aurea esta relacionada con la

siguiente fraccién continua:

Otra combinacion de raiz cuadrada anidada y fraccién continua para ¢ se deriva de

la férmula ¢ = /1 4+ ¢ =,/2+ é, lo cual resulta en:

1
p= |24+ ——

Ademas, cualquier potencia de ¢ es igual a la suma de las dos potencias inme-

diatamente anteriores:

A continuacién, se utiliza la relacién ¢? = ¢ + 1 para inspeccionar las potencias
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sucesivas de ¢ escribiéndolas en sus componentes de la siguiente manera.

90902290(@0+1):w2+90:(90+1)+s0:2s0+1
p+1) D= +20+1=(p+1)+2p+1=3p+2

0’ =
ot = = ( (o +

©° = =2+ D) (p+1) =202 +3p+1=2(p+1)+3p+1=5p+3
@b = =20+ 1)2p+1) =49 +4p+1=4(p+1)+4p+1=8p+5
o7 = = ( )

3p4+2)204+1) =6 +Tp+2=6(p+1) +Tp+1=13p+8

y asi sucesivamente. A este punto, se deberia poder ver un patréon a medida
que se toman potencias adicionales de ¢. De hecho, el resultado final de cada po-
tencia de ¢ es igual a un multiplo de ¢ mas una constante, en una forma lineal
Ot =ayp+an_1,n=2,3,..., donde a, y a,_1 son enteros especiales conocidos como
nimeros de Fibonacci (Posamentier y Lehmann, 2007). Aplicar este patrén permite
escribir simplemente las potencias adicionales de ¢, por ejemplo, 8 = 21 + 13 y

0 = 34p + 21.

Una ecuacioén recursiva similar también debe cumplirse para la otra raiz de ¢* =
1-V5
2

(p+1), esdecir, x = 1—p = , que se expresa como X" = a, X +an_1,n = 2,3, .. ..

Resolviendo estas dos ecuaciones para a,,, se obtiene:

an—@\;_x \/_<<1+2‘/_> (1_;3)71)’ n=0,1,2,3,...

Esta relacién es principalmente de interés tedrico (Kilic, 2008) y se conoce como la

formula de Binet, en honor al matematico francés Jacques Philippe Marie Binet. La

formula permite encontrar el valor de cualquier nimero en la secuencia de Fibonacci

{an}-
Proposicion 2.2.9 Se cumplen las siguientes relaciones:

n

2 = Qpp + ap-1,

(p—1)" =app+a_,q, n=...,—2,—-1,0,1,2,...
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Proposiciéon 2.2.10 Se cumple la siguiente relacion:

1
201

{"=(1 =)}, n=...,-2,-1,0,1,2,...

Qn,

Proposicién 2.2.11 Se cumplen las siguientes relaciones:

@ Potte lH2e 2480 SH00 Gty g
1 @ I+  1+2p 2+3p U1+ An@ ’
(H)W:...:Z@_:S:Q_@:@_l: L _¢
Ap—1 + Qpp 5—3p 20—3 2p o—1 1’

0.236 _0.382 _0.618 1 1618 2618 4236 _
0.146 ~ 0.236  0.382 ~ 0618 1 1618 2618

(111) - 1.618.

2.3. Fundamentos para las demostraciones de la relacién entre la sucesion
de Fibonacci y la proporcion aurea

En este apartado se proporciona el referente conceptual de las demostraciones

algebraica, matricial y de ecuaciones en diferencias, realizadas en la presentacion de

resultados de esta investigacion.

2.3.1. Preliminares algebraicos
Definicién 2.13 Una ecuacién algebraica de grado n es una expresion matemaética
de la forma:

an" + an_ 12"+ .+ ax + ag =0,

donde z es la variable incognita y los coeficientes a,,, a,_1,. .., a1, ag son constan-
tes reales o complejas. El grado de la ecuacién es n, que es el mayor exponente de x

en la ecuacion (Cox et al., 2013).

Definicién 2.14 Segin Larson (2016), un sistema de m ecuaciones lineales en n
variables es un conjunto de m ecuaciones, cada una de las cuales es lineal en las

mismas n variables:
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a1171 + a12%2 + a13T3 + - - - + 1,2, = by,
2171 + A22T2 + A23%3 + - - - + ATy = bo,

a3121 + a32T2 + A33x3 + - - - + Az Ty = bs,

Am1%1 + 2Ty + Am3Ts + -+ ATy = by,

Definicién 2.15 La solucién de un sistema de ecuaciones lineales es una sucesion de
numeros si, So, 83, ..., S, que es solucion de cada una de las ecuaciones lineales del

sistema (Larson, 2016).

2.3.2. Fundamentos basicos de matrices
Definicién 2.16 Segin Merino (2021), dado un cuerpo F', una matriz de orden m xn

con coeficientes en F' es un arreglo de la forma

a1 a12 Ce A1p

a921 99 Ce Qony
A=

Am1 Am2 ... Qmp

Constituida por mn elementos de F' distribuidos en m filas y n columnas, de forma
que denotamos por a;; al elemento situado en la fila ¢, columna j. De forma reducida
se expresa:

A = (ai),

Z7j

Teorema 2.7 En Larson (2016), se presentan las siguientes propiedades de la multi-
plicacién de matrices. Si A, B y C son matrices (con tamanos tales que los productos
matriciales dados estdn definidos) y ¢ es un escalar, entonces las siguientes propieda-

des son verdaderas.

» A(BC) = (AB)C Propiedad asociativa de la multiplicacion

» A(B+ ()= AB+ AC Propiedad distributiva izquierda
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» (A+ B)C = AC + BC Propiedad distributiva derecha

» ¢(AB) = (cA)B = A(cB)

Definicién 2.17 Una matriz A de n X n es invertible (o no singular) si existe una

matriz B de n X n tal que

AB=BA=1,

donde I,, es la matriz identidad de orden n. La matriz B se denomina inversa
(multiplicativa) de A. La matriz A que no tiene una inversa se denomina no invertible

(o singular).

Teorema 2.8 Si A es una matriz invertible, entonces su inversa es tinica. La inversa

de A se denota por A~!.

Teorema 2.9 Si A es una matriz invertible, k es un entero positivo y ¢ es un escalar

diferente de cero, entonces A1, A¥ cA y AT son invertibles y se cumple lo siguiente.
1. (A =4

2. (A¥) 7 = (a1t

Teorema 2.10 Si A y B son dos matrices invertibles de tamano n, entonces AB es

invertible y se cumple que

(AB) ' =pBtA™!

Definicién 2.18 Valor caracteristico y vector caracteristico. Sea A una matriz de
n X n con componentes reales. El nimero A (real o complejo) se denomina valor
caracteristico de A si existe un vector diferente de cero v en C™ ( conjunto complejo

de n dimensiones) tal que
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Av =l

El vector v # 0 se denomina vector caracteristico de A correspondiente al valor
caracteristico A. El nimero A\ puede ser real o complejo, y el vector v puede tener

componentes reales o complejos (Kolman y Hill, 2006).

Definicién 2.19 Ecuacién caracteristica y polinomio caracteristico. Sea A = [a;]

una matriz de n x n y A el valor caracteristico . El determinante

A — a1 —Qa12 Ce —Q1p
—Qa921 A — a9 ... —Aagn
FOA) = det (AL, — A) =
—an1l —an2 el A — Apn

Es el polinomio caracteristico de A. La ecuacion

FO) =det (AL, — A) =0

Es la ecuacién caracteristica de A (Kolman y Hill, 2006).

Teorema 2.11 Sea A una matriz de n X n. Entonces \ es un valor caracteristico de

A siy solo si

p(A) =det(A—A)=0

2.3.3. Ecuaciones en diferencias
Definicién 2.20 Se dice que una ecuacion diferencial (ED) es cualquier ecuacién
que contiene las derivadas de una o mas variables dependientes con respecto a una o

mas variables independientes (Zill, 2012).

Definicién 2.21 El orden de una ecuacién diferencial (ya sea EDO o EDP) es el

orden de la mayor derivada en la ecuacion (Zill, 2012).
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Definicién 2.22 De acuerdo con Contreras (2020), se llama ecuacién en diferencias

(e.d.) a toda expresiéon de la forma

F(t,y(t),yt+1),...,y(t+n),...) =0

Definicién 2.23 Segin Contreras (2020), se denomina orden de una e.d. a la dife-
rencia entre el operador diferencia mayor y menor que aparezcan en la ecuacién, es

decir, t+n—t=n

Definicién 2.24 Se le llama solucién de una e.d. a toda sucesion {y(0), y(1), ..., y(t), ...

que la satisfaga (Contreras, 2020).

Definicién 2.25 La soluciéon general de una e.d. es el conjunto de todas las solucio-
nes, que tendra tantos parametros como orden tenga la ecuacion. La determinacion
de estos parametros, a partir de unas condiciones iniciales, proporciona las distintas

soluciones particulares (Contreras, 2020).

Definicién 2.26 Cascales (2014) plantea que una ecuacién en diferencias lineal de

orden n es toda expresion de la forma

yt+n)+a(t)yt+n—1)+...+a,—1(t)y(t+ 1) +an(t)y(t) =b(t) con a,(t) #0

Proposicién 2.3.1 Las e.d. lineales se pueden clasificar en:

—_

. Homogéneas si b(t) =0
2. Completas si b(t) # 0
3. De coeficientes constantes si a;(t) = a; Vi

4. De coeficientes no constante si a;(t) # a; para algin i.
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CAPITULO III
METOGOLOGIA

3.1. Introduccién
En este capitulo, se presentan los fundamentos metodologicos de esta propuesta
investigativa, los cuales engloban el diseno adoptado, el método, el tipo de investiga-

cion, el enfoque utilizado y los procesos realizados.

3.2. Marco metodolégico
3.2.1. Diseno

Este estudio estuvo basado en un diseno no experimental, que de acuerdo a Her-
nandez et al. (2018), las variables no se modifican de manera deliberada o son ma-
nipuladas segtn el criterio del autor. En términos de la duraciéon del estudio, fue

transversal, ya que implicé la recoleccién de datos en un instante especifico.

3.2.2. Meétodo.

Este estudio se fundamentd en la aplicacién del método analitico-deductivo, es
analitica ya que establecié un comparacién y relacion entre la sucesiéon de Fibonacci
y la proporcion aurea mediante los procesos de limite, y como bien lo define Espinoza
(2020), el método analitico es una técnica de investigacién que implica descomponer
un todo en sus partes constituyentes con el fin de examinar su naturaleza. Se empled
un razonamiento deductivo que permitié derivar conclusiones significativas a partir
de los hallazgos, facilitando asi la verificacion de los objetivos que se proponen en

esta investigacion (Sabino, 2014).

3.2.3. Tipo.

De acuerdo a las caracteristicas, esta investigacion es de tipo exploratoria, expli-
cativa y descriptiva. Es exploratoria ya que se examiné y recopil6é datos de diferentes
fuentes, para posteriormente analizarlos y presentarlos para comprender su estruc-

tura y aplicabilidad. Es explicativa porque se centré en identificar y en comprender
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las relaciones entre variables al determinar cémo interactiian entre si. Es descriptiva
porque implicod detallar y presentar datos tal como son, sin influir en ellos o buscar

relaciones causales. (Ramos-Galarza, 2020).

3.2.4. Enfoque.
El enfoque que se empled en esta tesis se basd en un enfoque cualitativo, porque
unificé la sucesion de Fibonacci y proporcion durea, mediante definiciones, proposicio-

nes, teoremas y demostraciones matematicas de caracter no necesariamente nimericos

(Babativa, 2017).

3.2.5. Procedimientos.
En este apartado se incluye una descripcién de las diferentes etapas del proceso

realizado para la entrega de este proyecto:

1. Se realiz6 la solicitud de aprobacién del tema de investigacién y su correspon-

diente defensa preliminar.

2. Se consulté en miultiples fuentes acerca de los fundamentos, antecedentes y

referente conceptual de la sucesion de Fibonacci y la proporcién aurea.
3. Seredactaron los capitulos I, II y III correspondientes al anteproyecto requerido.
4. Se present6 al asesor para su revision, correccion y posterior validacion.

5. Se someti6 la propuesta de ante proyecto a la Facultad de Postgrado y Educa-
cion Continuada, para la evaluacion de los jurados y examinar la redaccion, el

contenido y su correspondencia con la metodologia.

6. Se procedié con las correcciones realizadas por los respectivos jurados en ter-

minos de contenido, redaccién y metodologia, en coordinacién con el asesor.

7. Se elaborarén los capitulos IV y V| y los demas elementos del proyecto, segiin

los reglamentos de la UTECO.
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8. Se entregd nuevamente tres ejemplares a la Facultad de Postgrado y Educacion
Continuada con el borrador final, con fines de la presentaciéon y/o defensa del

mismo.

9. Luego de esto, se integraran al trabajo las observaciones realizadas por los

jurados para su posterior entrega definitiva a la Universidad.
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CAPITULO 1V
PRESENTACION DE LOS RESULTADOS

4.1. Introduccién
La secuencia de Fibonacci {F,} ~, se define mediante la siguiente férmula de

recurrencia;:

Fn+2:Fn+1+Fn
Flzl, F2:1

(4.1)

También se llama a F,, el nimero de Fibonacci. En los siguientes apartados se

analiza su término general en relacion a la expresion:
1 [(1 1= B\"
Fo— L [(AEVE) (1o (4.2)
V5 2 2

7 . F, .
Ademés, definiendo x, = ==, entonces la secuencia {z,}, ; se ha de evaluar
N -

para n € N.

que este limite ¢ = lim,, ,,, x,, es la razén Aurea.
4.2. Convergencia de la sucesiéon de Fibonacci y el limite de la razén
F(n+1)/F(n) a medida que n tiende a infinito
Este apartado muestra algunos resultados que permiten establecer y evaluar la
convergencia de la sucesion de Fibonacci, relaciondandolo con el niimero aureo.
Fr

Proposiciéon 4.2.1 La razon 7= se aproxima al nimero aureo ¢ a medida que n

aumenta.

Prueba. Desde el comienzo mismo de la secuencia de Fibonacci, se nota que la razén

FF—"I oscila alrededor de ¢ = 1.6180. . ., acercAndose mas y méas al nimero aureo:
e

Es facil ver por qué esto es cierto, tomando un enfoque recursivo. Utilizando la

definiciéon del n-ésimo nimero de Fibonacci, se puede reescribir esta razén como

Fn Fn—1+Fn—2 Fn—2 1
= =1+ =1+ . 43
Fn—l Fn—l Fn—l ?::; ( )

Por el mismo principio exacto, se puede reescribir
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n Fo.1/F, Valor
1 11 1.0000
2 2/1 2.0000
3 3/2 1.5000
4 5/3 1.6667
5 8/5 1.6000
6 13/8 1.6250
7 21/13 1.6154
8 34/21 1.6190
9 55/34 1.6176
10 89/55 1.6182

Cuadro 4.1: Razones de niimeros consecutivos de Fibonacci

F, 1 1
1:1+Fn =l+ 5

_9 "
-3

3
b
3

. . . Foe
Y asi sucesivamente, y sustituyendo estas unas por otras para F"—; en el lado
e

derecho de la ecuacién (4.3),

o _ 1+ ! 1+ ! 1+ !
- Fo1l T, 1 T, 1 —
Fn—l ﬁ bt ?"75 b o Fnl—s
" Fn—4
de donde
F, 1
=1 4.4
Tl — (4.4)
14+...+ 11
1+F1/F0

donde el dltimo coeficiente a la derecha es 1 porque Fy/Fy = 1. Notando que la
fraccion continua en el lado derecho se alarga cada vez mas a medida que n aumenta
(el nimero de coeficientes aumenta proporcionalmente), entonces a medida que n se
aproxima a infinito la fraccién continua en (4.4) se acerca mas y mas a la fraccién

continua infinita, la cual es igual a ¢. 0J

., . . F
Teorema 4.1 Sea F), la sucesion de Fibonacci y x, = =5, entonces
n

1
lim z, = +2\/5. (4.5)

n—oo
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Demostracion. Por el teorema de Weierstrass-Bolzano, se tiene que

FQ Fn+2 Fn+1+Fn Fn 1
F T Fa Foi1 Foa Ty (4.6)

T

para n € N. Dado que la secuencia {F,} -, es una secuencia positiva creciente,
entonces 1 < x,,1 < 2 paran € N.

A partir de (4.6), se sigue que

1 1 n— Tn_
xn+1—xn—(1+>—<1+ )——m.
T Tn—1 TnTn-1

o0 7

Por lo tanto, {z,},_; no es mondtona. Usando la formula (4.6) nuevamente, se

obtiene
1 1 2x, +1
Lpt2 = 1+ =1+ T = .
20, +1  2x, o+1 Ty, — Ty (4.7)

Tpyo — Ty = = )
+2 1+, 14+ 2,9 (xp + 1) (zp_e + 1)

Dado que (z, + 1) (x,—2+1) > 0, entonces (T,+2 — xp) (T, — x,—2) > 0. Esto
implica que las secuencias {za,—1}.-, ¥ {#2n},., son todas mondtonas. De hecho,
mediante induccién, se puede demostrar que {xg,_1} ., es creciente y {xa,} | es

decreciente.

. (o] o0 ’
La subsecuencia {xg,_1},.; ¥ {Z2n},—; son todas mondtonas y acotadas, por lo
que todas convergen. Sea lim,, .o, T2, 1 = A y lim,,_, 2, = B. Mediante célculos

directos, a partir de (4.7), se tiene

2r05 1 +1 24 +1

B e (48)
209 +1 2B +1

B =1 =1l — : 4.9

fi e = i T T B )

+v5

En el intervalo [1,2], se obtiene que A = B = 1 > Tesolviendo las ecuaciones

(4.8) y (4.9). Por lo tanto, lim,, o , = 1+2‘/5, lo cual concluye la demostracion. [
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Teorema 4.2 Sea 1 <z, <2yuxz, = FI’;“, entonces

L5 (4.10)

Demostracion. Dado que 1 < z,, < 2 para n € N, a partir de (4.7), se sigue que

|'Tn - xn—2|

(n 4+ 1) (Tp—2 + 1)

S ‘xn _xn72’-

1
‘xn+2 - xn‘ = Z

y luego

1
‘x2k+2 - $2k| < 1 |$4 - 372‘
1
|Tort1 — Top—1] < = |23 — 21
donde k£ € N. Por propiedades de series con términos positivos, se deduce que

las series D701 (Topt2 — Tok) ¥ dopey (Tok+1 — Tap—1) son absolutamente convergentes.

Dado que

k
Tok = T2 + Z ($2z‘ - 1‘2(1'71)) )
i=2
k
Tok—1 = T1 + Z (T2i—1 — T2i-3)
=2
las secuencias {woy}re; v {Z2n-1},, convergen. El resto es igual que la prueba

dada en el teorema 4.1. O

Ademas, otra forma de analizar la convergencia es dada la secuencia de Fibonacci

{F,} definida para n =0,1,2,... donde se cumple que:
F():Fl = 1, y Fn+2 :Fn+Fn+1 VHZO

Sea L el limite que se desea encontrar. Teniendo en cuenta que para todo n
entero positivo F;, es mayor que cero, al dividir la ecuacion recursiva de la sucesion
de Fibonacci por F,, ;1 y procediendo al calculo del limite cuando n tiende a infinito,

se obtiene:
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Fn+1 FnJrl n—00 a1 n—00

E, F, ) F, ) E,
2 —1—1:>hm< +2>:hm< >+1

=[’=L+1=1°-L-1=0=L=

Considerando la positividad de los términos de la sucesién para cualquier entero

n, se deduce que:

Fo o1
L — ffm D _1EVE

Proposicién 4.2.2 Sea la serie dada por la suma ) > ) F,,z", donde se desea deter-

minar su radio de convergencia R y verificar la identidad

f(@) —af(x) —a’f(z) =
donde |z] < Ry f(x) es representada por la serie Yo%, F,x™.

Prueba. Utilizando el criterio de D’Alembert, se tiene que:

F, "t 1 5—1
s 2 A :|xL]<1<:>|:c]<L:\/_2 =R.

lim

n—00 an"l

La serie en cuestién converge absolutamente para |z| < R y diverge cuando
|z| > R, de donde se deduce que el radio de convergencia es R = (v/5 — 1)/2.

Continuando con la demostracion de la identidad, se observa que:

f(z) —af(x) — 2°f(z ZFx —ZFx ian”H
n=0

= (FO + Fll' + Z Fn{L‘n) — (F@I + Z Fn_ll‘n) — Z Fn_QZL‘n

n=2 n=2
= FO + Fl,ilj’ - FQ.CE + Z(Fn — Fn—l — Fn_g)l‘n
n=2
=l+z—2+) 0-2"
n=2

=1.
(4.11)
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O

4.3. Caracterizacion de la sucesiéon de Fibonacci y la proporcion aurea
mediante los procesos de limite

En este seccion se plantea una caracterizacion de la sucesion de Fibonacci, mos-

trando su correspondiente relaciéon con la proporcion aurea.

Teorema 4.3 Sea 1 <z, <2yux, = F}T, entonces

lim z,, = ¢. (4.12)

n—oo

Demostracion. Notar que la ecuacion x = 1+ i correspondiente a x, .1 = 1+ xi para
n

n € N tiene una unica raiz positiva 1*—2\/5

Por definicion de limite, utilizando el resultado 1 < x,, < 2 para n € N, se tiene

L4V _ 1 145

n 1-— 4.13
o 2 1 2 (4.13)
1 1—+5
= 4.14
T (4.14)
1++/5 1 1-v6 2
- — . no1 — 1 4.15
X 5 T + 5 1_ \/3 + Tp—1 ( )
1 1-+5
= - 1 — 1 4.16
Tp-1 21‘7171 i ( )
V5 —1 1+5
= 1 — 4.1
21_”71 + | Tn-1 9 ( 7)
5—1 1 5
VYool _1HVB (4.18)
2 2
entonces
1+V5 5-1\" 1+5
Ty — 5 < V5 ] — 5 (4.19)
2 2 2
5-1\"
= <\/—2 ) — 0 cuando n — 0. (17)
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Por lo tanto lim,,_,e 75, = 1+2‘/‘F’ = ¢. O

Teorema 4.4 Sea F;, la sucesién de Fibonacci y ¢ el nimero dureo, entonces

¢ k gbk k 1 k—1 k—1
i=1 B B

Donde k es un entero positivo fijo arbitrario. Ademas,

lm ?:le‘k: ¢k :oo <1)1.

n—00 Frlf ¢k -1 = ﬁ
Demostracion. Nota que si £ = 1 entonces ¢?1 =14+ ¢ ysi k=2 entonces ¢fi1 = .
Partiendo que
n A\
JORCA ) +0(1),

BRVERVES

donde ¢ = 1+—2‘/5 es la proporcion aurea. Note que si o es un numero real positivo

entonces (1 + z)* =14 ax + o(z) cuando z tiende a 0. Por lo tanto

o) - (3 (o)

() (o) (5 ot

y en consecuencia

-5 (3] o -5 o (5)

i=1

Bk —1 ok "
k
—qf FY+O(Fi)

Teorema 4.5 Sea F), la sucesion de Fibonacci y ¢ el niimero dureo, entonces

k
1 (-FE .+ F) = ¢k¢+ S, OB

n
1=
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donde k > 2 un entero positivo fijo arbitrario. Ademas

n=o0 3, I N ALY
Demostracion. Note que si k = 1 entonces % = é.Se tiene que

n n

Z(_FQi—l + Fy) = — ZF2Z‘—1 + Zin

i=1 i=1 =1

(=55 () o ()

Por la féormula de Binet para los niimeros de Fibonacci junto con propiedades de

sumas geométricas.

0" = (=0)"
V5

Al considerar los indices pares e impares, se obtienen las siguientes expresiones:

F, =

Elevando estos términos a la potencia k y asumiendo que los términos con (—¢)~"

son menores y pueden ser tratados como un término de error O, se analiza la suma:

n

S (—Ff_, + F)

=1

Esta suma se aproxima mediante la expresion:

\(//5;2”: (_¢k(2z;1) + ¢k2i)
i=1
1

Al factorizar, simplificar y utilizando que 1= —ﬁ, se llega a:
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1 ” 4
_¢k+1 Z¢2kz

i=1

La suma geométrica 3 ¢** se puede aproximar por su tltimo término debido a

que ¢ > 1 y la serie incrementa exponencialmente:

n

Z¢2ki ~ ¢2kn

=1

Entonces, la suma inicial se puede aproximar como:

" 1
k EY ~ 2kn
Z(_FQi—l + Fy;) = _qbk T 1¢

=1

Y dado que ¢*" es proporcional a Fy segin la férmula de Binet, se obtiene
finalmente la aproximacion:
ok ky _ A k—1
Y (—Fy + Fy) = Foy + O Fy,

o1

i=1

o oo . , F,
Proposiciéon 4.3.1 Asumiendo que lim,,_,o === = ®, entonces
n

Fy
lim — = ¢,
k—o0 Fk
Demostracion. Se tiene que
Fk—i—n - Fk+n % Fk+n—1 x « Fk+1
Fk FkJrnfl Fk+n72 Fk

Luego, tomando el limite cuando k£ — oo, y utilizando

F
lim —2 = &,
Jj—r00 ijl
se obtiene directamente
F
lim —" = ",

k—o0 Fk
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Proposicién 4.3.2 Utilizando ®* = ® + 1, se cumple la siguiente linealizacién de

las potencias de la razon aurea:
" =F, o+ F,_4, (4.20)

donde n es un entero positivo y Fy = 0.

Demostracion. Se probara la expresién (4.20) por induccién matemética. Paran = 1,

la relacion (4.20) se convierte en ® = ®, lo cual es verdadero.

Supongase ahora que (4.20) es verdadera para un entero positivo n = k. Entonces
se tiene
PEH — ppF
= Q(Fp® + Fy_1) (por la hipétesis de induccion)
= F,9° + Fj,_,®
=F(®+ 1)+ F 1@ (por @ =+ 1)
= (Fi + Fr—1)® + Fy,
= Fp1® + Fy  (por la relacién de recurrencia)

de tal modo que (4.20) es verdadera para n =k + 1. O

Proposicién 4.3.3 Utilizando ®? = —® + 1, se cumple la siguiente linealizacién de

las potencias del conjugado de la razén aurea:
(—@)" = —F,®@ + Fyy, (4.21)

donde n es un entero positivo y Fy = 0.
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Demostracion. Por induccion matematica, para n = 1, la relaciéon (4.21) se convierte

en —® = —d, lo cual es verdadero.

Asumiendo que (4.21) es verdadera para un entero positivo n = k. Entonces se

sigue que
(~0)1 = ()"
= —O(FpP + Fy_1) (por la hipétesis de induccion)
= [,0* — Fj_1®
= F(—®+1) - F,_1® (por ®* = —® + 1)
= —(Fy + F_1)® + F,
= —F,11®+ F,  (por la relacion de recurrencia)
de tal modo que (4.21) es verdadera para n =k + 1. O

4.4. Demostraciones algebraicas, matriciales y de ecuaciones en diferen-
cias, de la relacion entre la sucesiéon de Fibonacci y la proporcion
aurea.

4.4.1. Meétodo algebraico

Para esta demostracion, inicialmente se reescribe F), .o = F),11 + F,, como

Fn+2_pFn+IZQ(FN+1_pFn)‘

esto es

Foyo=(p+ @) Foi1 — paFy

Definiendo

+g=1
b (4.22)

pg = —1
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entonces se obtienen soluciones para (4.22) de la siguiente manera

H
+
S

T
Il
2o

N

S

p="5

S

q="%

Por lo tanto, la férmula de recurrencia F;, o = F, 11+ F}, se puede reescribir como

1++5 1—+5 1+v5
Frog—— Vg 2" V2 (p 2T VIR (4.23)
2 2 2
y
1—+5 1++v5 1—+5
Frpo — Fpt = Fopi— —Y2F, (4.24)
2 2 2
A partir de (4.23), se obtiene
1+5 1—v5\""
Fra— 2 p ( . ) , (4.25)
A partir de (4.24), se deduce que
1-5 1+v/5\"
Py =~ Fusr = < ; ) . (4.26)

A partir del sistema de ecuaciones (4.25) y (4.26), se tiene

1 (1 +2\/5>"+2 - (1 —2\/5>”+2]

Fopo = —

V5
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4.4.2. Método matricial

Dado que para n € N, se cumple que

Foio 11 Fo 11 Fy 11 1
Fo 10 F, 1 0 Fy 10 1
11
Sea A = , entonces los autovalores de la matriz cuadrada A son A\ =
10
1+2\/5 P 1’2‘/5, y sus correspondientes autovectores
1+V5 1-V5
_ 2 _ 2
Q1 = ) Qg =
1 1
Tomando
1+V5  1-5
p— 2 2
1 1
entonces
1+V5
-1 2 0
P AP =
0 155

esto implica

A" = P |:1+2\/5:|n 0 P—l
o =]
1 [1+\/5]n+1 B |:1_\/5:|n+1 145 |:1_\/5 n+1 B 1-v5 |:1+\/5]n+1
_ 2 2 2 2 2 2
V5 [Hﬁ}” _ [1—\@}” 145 {1—\@}” 15 {1+\/5]”
2 2 2 2 2



43

145" T1mvB)" T 1B [1-vE]" T 1-vE [14v5]7 T
[ [ [ s s
[1+2\/5} _[172\/5} 1+2\/g{172\/5} _172\/5{12\/5] 1
Entonces
P RV A S ERVE At
w5 |(57) (57
es decir,
s L [(1+VE\" (1= VBY
=) (5
para n € N.

4.4.3. Meétodo de ecuacion en diferencias
A partir de F,,.o = F,_1 + F},, se obtiene la ecuacién de diferencia lineal de

segundo orden con coeficientes constantes:

Fn+2_Fn+1_Fn:0

Su ecuacién propia es A2 — X — 1 = 0, cuyos valores propios son

1+v5  _1-V5
2

A\ — —
! 9 2

La solucién general de la ecuacion de diferencia es

1+x/3>"+02<1—\/5>”.

F:
”Cl<2 2

Con las condiciones iniciales [} = 1y F5 = 1, se obtiene que



Por lo tanto,

Bl - (5
B o,

a medida que n — oco. Por tanto, lim,,_,. x,

o.

44



45

CAPITULO V
ANALISIS Y DISCUSION DE RESULTADOS

5.1. Introduccién

En este capitulo se describe un andlisis de la sucesiéon de Fibonacci y la propor-
cién aurea, conforme a los objetivos y preguntas planteadas para esta investigacion.
Ademas, se presentan las conclusiones y posibles lineas futuras para continuar pro-
fundizando en el estudio de estas entidades matematicas que tanto estan presentes
en la naturaleza.
5.2. Anadlisis de los resultados

Con respecto al objetivo 1, de evaluar la convergencia de la sucesion de Fibonacci
y el limite de la razén f(n+1)/f(n) a medida que n tiende a infinito, se plantea una
proposicion que establece que esta razon se aproxima al nimero aureo ¢ a medida
que n aumenta. Esto se ilustra con ejemplos que muestran como esta razon se acerca
cada vez mas a ¢, ademas mediante un enfoque recursivo, mostrando que la razon
actual se puede expresar en términos de la razén anterior, lo que finalmente lleva a

la convergencia hacia ¢.

Ademas, se plantean dos teoremas que abordan la convergencia de la sucesion de
Fibonacci. Uno parte del teorema de Weierstrass-Bolzano y muestra que la secuencia
T, No es monotona, pero se divide en dos subsecuencias monétonas. Luego, mediante
calculos y resolucién de ecuaciones, se llega a la conclusion de que ambas subsecuen-

cias convergen a 1*—2\/5, lo que implica que x,, también converge a este valor.

El otro teorema, en lugar de utilizar el teorema de Weierstrass-Bolzano, se de-
muestra que las secuencias xs,_1 y T3, son monotonas y acotadas. Luego, se utiliza
la convergencia de estas secuencias para demostrar que x,, también converge a ”T*/g

Conforme al segundo objetivo de establecer caracterizaciones de la sucesién de

Fibonacci y la proporcién aurea mediante los procesos de limite, se plante6 que la
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razén entre términos consecutivos de la sucesién de Fibonacci tiende a la proporcion
aurea (¢) cuando n tiende a infinito. La demostracién utiliza la propiedad recursiva
de Fibonacci y el concepto de limite. La ecuacion x = 1 + % juega un papel central,
y la demostracion emplea manipulaciones algebraicas para mostrar que la diferencia
entre la razén de Fibonacci y ¢ tiende a cero, ademas se present6 la suma de poten-
cias de fibonacci y la proporcién aurea, demostrando que la suma normalizada por
F* tiende a una funcién de ¢* cuando n tiende a infinito, asf como también, de la

suma alternada de potencias de términos Fibonacci pares e impares.

Los teoremas presentados demuestran una conexién profunda entre la sucesion
de Fibonacci y la proporciéon aurea, no solo en términos de la razén de términos
consecutivos sino también en sumas méas complejas de potencias de estos términos.
Estos resultados destacan la gran presencia de ¢ en la matematica de la sucesion de
Fibonacci, revelando patrones y relaciones que van mas alla de la simple definicién
de esta famosa secuencia. La utilizacién de limites, sumas de series y la formula de
Binet son fundamentales en estas demostraciones, mostrando la importancia de estos

conceptos en la matematica avanzada.

En relacion al tercer objetivo de demostrar mediante métodos algebraicos, ma-
triciales y de ecuaciones en diferencias, la relaciéon entre la sucesion de Fibonacci y
la proporcion aurea, se presenta una demostracion algebraica donde se parte de la
recurrencia de Fibonacci Fj, 1o = F,, .1+ F}, y se reescribe como una ecuacién lineal de

primer orden con coeficientes p y q. Luego, se define un sistema de ecuaciones para

Py q, cuyas soluciones son p = 1*—2\/5 yq= 1*—2*/5 Con estas soluciones, se obtiene
una forma alternativa de la recurrencia, que es la base para encontrar una férmula

cerrada para los términos de Fibonacci.

En cuanto al método matricial, se representa la recurrencia de Fibonacci en forma
de una matriz de dos dimensiones, donde los términos F), 1o y F,1+1 estan relaciona-

dos a través de la multiplicaciéon por una matriz de Fibonacci A. Se encuentra que
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los autovalores de esta matriz son \; = 1+—2‘/‘F’ y Ay = 1_2‘/5, y sus correspondientes
autovectores se utilizan para diagonalizar A. Finalmente, se obtiene una expresién
para F,, en términos de estos autovalores y autovectores, que coincide con la formula

de Fibonacci.

En el método que donde son utilizadas las ecuaciones en diferencias, se parte de
la ecuacién de recurrencia F, o — F,,11 — F,, = 0 y se trata como una ecuaciéon de di-
ferencia lineal de segundo orden con coeficientes constantes. Se encuentra la solucién
general de esta ecuacién en términos de dos constantes C; y Cs. Luego, se utilizan
condiciones iniciales F; = 1y Iy, = 1 para determinar los valores de estas constantes,

lo que conduce a la misma féormula de Fibonacci.

5.3. Conclusiones
En correspondencia con los objetivos planteados en esta investigacion, a continua-
cion se plantean las conclusiones mas importantes que se derivan de la presentacion

y analisis de los resultados:

1. En relacién a la convergencia de la sucesion de Fibonacci y el limite de f(n +
1)/ f(n) cuando tiende al infinito, se ha establecido que esta razén converge

hacia la proporcién durea (¢).

2. Con respecto a la caracterizacion de la relacion entre la sucesién de Fibonacci
y la proporcién durea (¢) a través de procesos de limite, se concluye que la
razén entre términos consecutivos de Fibonacci converge a ¢ al infinito. Esta
convergencia se evidencia no solo en términos sucesivos, sino también en sumas

mas complejas de potencias de términos de Fibonacci.

3. Conforme a las demostraciones de la conexiéon entre la sucesion de Fibonacci y
la proporcién durea (¢), la aproximacion algebraica reformula la recurrencia de
Fibonacci como una ecuacién lineal de primer orden, cuyas soluciones llevan a
una férmula cerrada para los términos de Fibonacci. El método matricial trans-

forma la recurrencia en una operacion matricial, donde los autovalores y auto-
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vectores de la matriz de Fibonacci se relacionan directamente con ¢, resultando
en una expresion equivalente para F,. Por tltimo, el enfoque de ecuaciones en
diferencias maneja la recurrencia como una ecuacion lineal de segundo orden,
cuya solucion, condicionada por los términos iniciales de Fibonacci, también

conduce a la formula clasica.

De acuerdo al objetivo general planteado, esta investigacion concluye que existe
una fuerte relacién entre la sucesion de Fibonacci y la proporcién durea (¢), demos-
trandose que la razén entre términos consecutivos de Fibonacci converge a ¢ con el
aumento de n, tanto en términos individuales como en sumas méas complejas.

5.4. Lineas futuras de investigacion

Dados los resultados planteados en esta investigacion, a continuacion se plantean

posibles lineas de investigacion que permitiran seguir profundizando en el estudio de

la sucesion de Fibonacci y la proporcion aurea:

1. Aplicaciones de la Relacién Fibonacci-Aurea en Sistemas Dindmicos y Teoria

del Caos.

2. Relacién entre la Sucesién de Fibonacci, la Proporcion Aurea y la Geometria

Fractal.
3. Impacto de la Proporcién Aurea en la Optimizacién y la Teorfa de Algoritmos.

4. Aplicaciones en Criptografia Basadas en la Sucesion de Fibonacci y la Propor-

cién Aurea.
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Anexo I. Proporcién aurea y niimeros de Fibonacci en la naturaleza.
En la naturaleza, hay muchos elementos relacionados con la secciéon aurea y/o los

nimeros de Fibonacci:

1. Leonardo de Pisa, Fibonacci, usé6 la sucesion que lleva su nombre para calcular
el nimero de pares de conejos n meses después de que una primera pareja
comienza a reproducirse (suponiendo que los conejos estan aislados por muros,
se empiezan a reproducir cuando tienen dos meses de edad, tardan un mes desde

la fecundacion hasta la aparicion y cada camada es de dos conejos).

2. La disposicién de los pétalos de las flores (el papel del nimero dureo en la

botanica recibe el nombre de Ley de Ludwig).
3. La distribucién de las hojas en un tallo.

4. La relacién entre el grosor de las ramas principales y el tronco, o entre las
ramas principales y las secundarias (el grosor de una equivale a ¢ tomando

como unidad la rama superior).

5. La cantidad de espirales de una pina (ocho y trece espirales), flores o inflores-
cencias. Estos niimeros son elementos de la sucesion de Fibonacci y el cociente

de dos elementos consecutivos tiende al nimero aureo.

6. La cantidad de pétalos en las flores. Existen flores con 3, 5 y 8 pétalos y también

con 13, 21, 34, 55, 89 y 144.

7. La distribuciéon de las hojas de la yuca y la disposicién de las hojas de las

alcachofas.

8. Larelacién entre la distancia entre las espiras del interior espiralado de cualquier

caracol o de cefaldopodos como el nautilus.

9. En la cantidad de elementos constituyentes de las espirales o dobles espirales
de las inflorescencias, como en el caso del girasol, y en otros objetos organicos
como los pinas de los pinos se encuentran niimeros pertenecientes a la sucesion

de Fibonacci.
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Anexo II. Presupuesto en la realizaciéon de la tesis.

Este apartado contempla un desglose de los recursos econémicos invertidos en el

proceso de realizaciéon de esta tesis.

Descripciéon de aspectos Monto
Transporte, combustible y viaticos 8,300.00
Impresion 6,400.00
Encuadernado, empastado y CDs 2,750.00
Fotocopias 4,600.00
Materiales e insumos 4,800.00
Imprevistos 5,500.00
Total 32,350.00

Anexo III. Cronograma de trabajo de la investigacion.

En este apartado se describen las diferentes etapas del proceso de elaboracién de

esta investigacion y sus respectivas fechas de ejecucion.

Descripcion Periodos de ejecucion
Solicitud de titulo Abril, 2023

Aprobacién del titulo Mayo, 2023

Elaboracion y entrega del anteproyecto. Noviembre, 2023
Evaluacion del Anteproyecto Noviembre-diciembre, 2023
Elaboracion de capitulo IV y V Diciembre, 2023

Defensa ante los jurados Enero, 2024

Entrega de proyecto completo a la Facultad Enero, 2024

Graduacion Febrero, 2024




