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RESUMEN

En esta tesis se presenta un andlisis de las funciones cuasi convexas generalizadas
en conjuntos fractales, en donde se describen las propiedades algebraicas y topold-
gicas de estas funciones, ademas de establecer y demostrar desigualdades del tipo
Fejér y Hermite-Hadamard en el marco de los conjuntos fractales como dominio de

definicién de las funciones.

La metodologia de esta investigacion es no experimental y transversal, empleando
un enfoque analitico-deductivo para descomponer y examinar el tema. Se caracteriza
por ser explicativa y descriptiva, utilizando un enfoque cualitativo y documental para

analizar y fundamentar las funciones en conjuntos fractales.

Esta investigacion concluye que las propiedades de cuasi-convexidad se preservan
bajo la composicién, multiplicacién por un escalar y la suma de funciones definidas
sobre conjuntos fractales. Las desigualdades establecidas incorporan la segunda deri-
vada y consideran la cuasi-convexidad de esta derivada, enfatizando como el promedio
de los valores en los extremos se compara con integrales ponderadas de una funcion
a otra.

Palabras claves: Funciones cuasi convexas. Desigualidades tipo Fejér. Desigualdades

Hermite-Hadamard. Conjuntos fractales.
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CAPITULO I
INTRODUCCION.

1.1. Introduccién.

En este capitulo se presentan los aspectos preliminares de la investigacion. En
este sentido, se abordan los antecedentes historicos y académicos relacionados con los
fundamentos de la teoria de las funciones cuasi convexas y los conjuntos fractales,
ademas de establecer el planteamiento del problema, los objetivos de la investigacion,
la justificacion de su realizacion y la delimitacion que marcaran los alcances y limi-

taciones de este proceso.

1.2. Antecedentes

El desarrollo de las funciones cuasi-convexas generalizadas y los conjuntos frac-
tales esta estrechamente ligado al desarrollo de la matematica moderna, abriendo
nuevas perspectivas en el estudio de estructuras y formas complejas. Estos conceptos
surgieron como una extension y generalizacién de las funciones cuasi-convexas y los
conjuntos fractales clasicos, superando las limitaciones de las funciones convexas y

los conjuntos euclidianos en la descripcion de fenémenos matematicos y cientificos.

A lo largo del tiempo, se ha demostrado que las funciones cuasi-convexas genera-
lizadas son herramientas poderosas en el analisis de optimizacién no lineal, teoria de
juegos y modelos econémicos, ya que capturan la interaccion entre elementos subya-
centes y permiten una flexibilidad en la modelizacién de fenémenos con caracteristicas
no convexas. Por otro lado, los conjuntos fractales proporcionan una representacién
matematica precisa de estructuras altamente irregulares y auto-similares que se en-
cuentran en fenémenos naturales. Es precisamente por esto, que en este apartado se
presentan los antecedentes histéricos y académicos que han marcado el desarrollo de

las funciones cuasi convexas generalizadas y los conjuntos fractales.



1.2.1. Antecedentes historicos
1.2.1.1. Antecedentes historicos de los conjuntos fractales

El origen de la teoria de los fractales se remonta al siglo XVII, cuando Gottfried
Leibniz, reconocido matematico y filésofo de la época, contempld la autosemejanza
recursiva y utilizé el término “exponentes fraccionarios” para referirse a las propieda-
des de escala. Aunque Leibniz consideraba que solo una linea recta era autosimilar,
en la comprension moderna no se le considera un fractal. Sin embargo, el interés por
los fractales disminuyé después de Leibniz, y aquellos que estudiaron el tema los lla-

maron “monstruos matematicos” (Pickover, 2009).

En la Real Academia de Ciencias de Prusia, Karl Weierstrass descubrié una fun-
cién especial que hoy lleva su nombre. Esta funcion es continua en todas partes pero
no diferenciable en ninguna parte. Georg Cantor, un estudiante de Weierstrass que
se convertiria en matematico, asistié a sus conferencias y estudié subconjuntos de la
linea real, que ahora se conocen como conjuntos de Cantor. Estos conjuntos exhi-
ben autosimilaridad y siguen un patréon de eliminacién de secciones. A finales del
siglo XIX, Henri Poincaré y Felix Klein descubrieron los fractales “autoinversos” que
conocemos en la actualidad. Posteriormente, en 1904, Helge von Koch, influenciado
por las ideas de Poincaré, propuso una definicion geométrica de los fractales. Cred
imégenes del copo de nieve de Koch, un patrén repetitivo idéntico dibujado a mano

(Mandelbrot, 1982).

La geometria fractal tuvo sus origenes a finales del siglo XIX, cuando los mate-
maticos comenzaron a cuestionar los principios establecidos por Euclides. En 1919,
el matematico aleman Hausdorff se aventur6 a explorar la idea de dimensiones frac-
cionarias y su relacion con la estructura a pequena escala de las formas matematicas.
Esta nociéon fue complementada posteriormente por la dimensiéon propuesta por el
matematico ruso Besicovitch, sentando asi las bases para la dimension fractal. Sin
embargo, en sus inicios, esta idea revolucionaria no fue ampliamente aceptada por

otros matematicos contemporaneos, quienes consideraban estas formas extranas co-



mo “patologia” sin importancia (Spinadel, 2002).

Aunque los conceptos clave asociados con los fractales han sido estudiados du-
rante afios por matematicos, y muchos ejemplos, como la curva de Koch o el “copo
de nieve”, han sido conocidos desde hace mucho tiempo, fue Mandelbrot quien senalé
por primera vez que los fractales podrian ser una herramienta ideal en matematicas
aplicadas para modelar una variedad de fenémenos, desde objetos fisicos hasta el
comportamiento del mercado de valores. Desde su introducciéon en 1975, el concepto
de fractal ha dado lugar a un nuevo sistema de geometria que ha tenido un impacto
significativo en campos tan diversos como la quimica fisica, la fisiologia y la mecénica

de fluidos (Britannica, 2022).

Segun Gutierrez y Hott (2004), la teorfa de los fractales no surge como una teoria
ajena a las demas disciplinas matemaéticas ya existentes, sino que es el resultado del
desarrollo de las matematicas en el siglo pasado. El concepto més relevante que con-
tribuyé al desarrollo de esta teoria fue el de dimensién, el cual resulté fundamental en
el estudio de conjuntos de puntos, superficies y volimenes. A medida que se desarro-
llaba este importante concepto, se logré la creacion de conjuntos de puntos o curvas
que desafiaban las definiciones establecidas por George Cantor, Waclaw Sierpinski,
Helge Von Koch, Giuseppe Peano y David Hilbert. Estos destacados matematicos
contribuyeron al desarrollo del concepto de dimensién en el plano euclidiano, sin dar-
se cuenta de que sentaron las bases para la creacién de esta nueva teoria que hoy

conocemos como “Teoria de los fractales”.

1.2.1.2. Antecedentes historicos de las funciones cuasi convexas

La teoria de la convexidad abarca un extenso trayecto histérico. En la obra “Los
Elementos” de Euclides (300 A.C.), ya se encuentran diversas aportaciones a este
campo, en particular en lo referente a las propiedades de los poligonos y poliedros.
Sin embargo, fue Arquimedes de Siracusa (278-212 A.C.) en “Sobre la esfera y el

cilindro” quien establecié la primera definicién rigurosa de una curva o superficie



convexa. Entre las contribuciones de Arquimedes, resaltan aquellas referentes a los
postulados y resultados acerca del centro de gravedad de conjuntos planos y su des-
cripciéon de los trece poliedros semirregulares. Dichos poliedros, también conocidos
como sélidos arquimedianos, fueron redescubiertos considerablemente mas tarde por
Johannes Kepler (1571-1630) en “Harmonices Mundi” (1619), donde confirmé que

sélo podian existir trece de estos sdlidos (Materano, 2015).

En la transicién entre finales del siglo XIX y principios del XX, la teoria de la
convexidad fue estudiada por diversos matematicos, incluyendo a Otto Holder. En
1889, Holder probé la version discreta de la desigualdad de Jensen, asumiendo una
mayor regularidad para la funciéon f’. Esto implica que la segunda derivada es no

negativa en su dominio, es decir, f”(z) > 0 para todo = € Dom f (Jensen, 1905).

Mas alla de estas contribuciones, a finales del siglo XIX surgieron diversos resulta-
dos de gran relevancia en la convexidad gracias al trabajo de matematicos destacados
como Brunn y Minkowski. No obstante, el interés especifico en la geometria conve-
xa es relativamente reciente, dado que el primer estudio sistematico no se encuentra
hasta 1934 en “Theorie der Konvex Korper” de T. Bonnesen y W. Fenchel. Durante
las décadas de 1940 y 1950, se descubrieron numerosas aplicaciones importantes de
los conjuntos convexos, especialmente en el area de la optimizacién geométrica, in-

tensificando el interés en esta teorfa (Materano, 2015).

Un logro importante en las funciones convexas es la denominada desigualdad
de Hermite-Hadamard, presentada por Hadamard en 1983. Esta desigualdad, que se
aplica a funciones con derivadas crecientes en un intervalo cerrado de la recta real, fue
desarrollada en un periodo en el que el concepto de funcién convexa todavia estaba
en proceso de construccion. En 1883, Charles Hermite demostré el lado derecho de
la desigualdad, lo que condujo a la actualmente conocida desigualdad de Hermite-

Hadamard.



F(E50) = [ s < L0 0

En 1893, el matematico francés Jaques Hadamard logré establecer una desigual-
dad para funciones cuya derivada es creciente en el intervalo [a,b]. Por otro lado,
Johan Ludwig William Jensen utilizo la siguiente desigualdad para definir funciones

(57 <

convexas:

1
S(F) + £ )
Ademas, Jensen proporcioné el primer resultado de una larga serie que, junto con

esta desigualdad, establece la continuidad de la funcién f.

El estudio de las funciones cuasi-concavas y cuasi-convexas tiene sus raices en la
teoria de optimizacion y andlisis convexo. Estas funciones son generalizaciones de las
funciones convexas y concavas, respectivamente, y desempenan un papel importante
en diversas areas de las matematicas aplicadas, como la economia, la teoria de juegos

y la programacién matematica.

Las funciones cuasiconvexas aparecen en la literatura en 1949, por Finetti, quien
fue una de las primeras personas en reconocer algunas de las caracteristicas de las
funciones con conjuntos de nivel convexos. No di6 nombre a esta clase, pero senald
que incluye todas las funciones convexas y algunas funciones no convexas (Materano,
2015). No obstante, Fenchel fue uno de los pioneros en formalizar, nombrar y de-
sarrollar la clase de funciones cuasi-convexas. Una de las primeras generalizaciones
que reconocieron la estructura inherente de las funciones cuasi-convexas fue la gene-
ralizacion de Nikaido en 1954, del teorema minimax de Von Neumann utilizando el

teorema del punto fijo de Brower (Greenberg y Pierskalla, 1971).

1.2.2. Antecedentes académicos
En el articulo publicado por Daniilidis y Hadjisavvas (1999), titulado “Characte-

rization of nonsmooth semistrictly quasiconvex and strictly quasiconvex functions”,



se introducen nuevos conceptos de cuasimonotonicidad semiestricta y cuasimonotoni-
cidad estricta para mapas multivaluados. Se muestra que un mapa local de Lipschitz
es (semi) estrictamente cuasiconvexo si y solo si su subdiferencial de Clarke es (semi)
estrictamente cuasimonotono. Finalmente, se obtiene un resultado de existencia para

el problema de desigualdad variacional correspondiente.

Por otro lado, Villena (2019) en su articulo titulado “Convergencia y eficiencia de
un método de subgradiente para minimizaciéon de funciones Cuasi-Convexa”, estudié
un Método de Subgradiente Proyectado general para minimizar una funcién objeti-
vo cuasi-convexa sujeta a un subconjunto de restricciones convexo de un espacio de
Hilbert. Su punto de partida es debido a que se considera la funcién objetivo semicon-
tinua superiormente en su dominio, el cual no necesariamente tiene que ser abierto,
y asi mismo considera diferentes subdiferenciales que podran ser utilizados con todo
esto, extendiendo los resultados obtenidos de R™ a espacio de Hilbert, y demostrando
la convergencia del método en los valores objetivos y la solucion generalizada para

establecer tamafos de paso clasico.

Conforme al articulo publicado por Wen-bing (2019), titulado “Integral inequa-
lities for generalized harmonically quasi-convex functions on fractal sets”, el autor
introduce el concepto de funciones generalizadas arménicamente cuasiconvexas en
conjuntos fractales R, (0 < o < 1) de nimeros reales, y establece desigualdades de
tipo Hermite-Hadamard y Simpson generalizadas para funciones generalizadas armo-
nicamente cuasiconvexas. Se presentan algunas aplicaciones para los medios especiales

de tipo a de ntimeros reales en linea.

Garcia (2022), presenta en la conferencia IMCA, una “Caracterizaciéon de la cua-
siconvexidad del infimo de una familia de traslaciones de funciones cuasiconvexas”.
En esta presentacion se introduce la nocion de familia cuasiconvexa y se establecen
varias caracterizaciones de dicho concepto: una de ellas es la cuasiconvexidad del in-

fimo puntual de las traslaciones arbitrarias de funciones cuasiconvexas en la familia;



otra es la convexidad de la unién de dos cualesquiera de sus conjuntos de subniveles;
una tercera es la cuasiconvexidad de la suma de las funciones cuasiconvexas, com-
puesta por funciones arbitrarias no decrecientes. Como subproducto, cualquiera de
las caracterizaciones antes mencionadas, ademas de proporcionar la cuasiconvexidad
de la suma, también implica la cuasiconvexidad semiestricta de la suma si todas las

funciones de la familia tienen la misma propiedad.

Por su parte, en el articulo publicado por (Goberna et al., 2020), se presentan
algunas de las principales propiedades de los conjuntos uniformemente convexos y las
funciones uniformemente cuasiconvexas, proporcionando caracterizaciones adiciona-
les de los conjuntos uniformemente convexos y algunos resultados para las funciones

uniformemente cuasiconvexas.

Por otro lado, Stenger, Gamboa y Keller (2021), en su publicacién titulada “Op-
timization of quasi-convex function over product measure sets”, consideran una ge-
neralizaciéon del principio maximo de Bauer. Muestran que el maximo de una funcién
semicontinua inferior cuasi-convexa en este espacio producto se alcanza en el produc-
to tensorial de mezclas finitas de puntos extremos, considerandose su trabajo como
una extension del principio maximo de Bauer en tres aspectos diferentes. Primero,
asumir que el funcional objetivo es cuasi-convexo. En segundo lugar, la optimizacion
se realiza sobre un espacio construido como producto de conjuntos de medidas. Final-
mente, la suposicion habitual de compacidad se reemplaza por la existencia de una
representacion integral en los puntos extremos. Se muestra ademas, que una repre-
sentacion integral en los puntos extremos estd disponible para tales espacios y que se

extiende a su producto tensorial.

En el articulo publicado por Lara (2022), titulado “On strongly quasiconvex fun-
ctions: existence results and proximal point algorithms”, se prueba que toda funcién
fuertemente cuasiconvexa es 2-supercoercitiva (en particular, coercitiva). Ademads, se

investigan las propiedades habituales de los operadores proximales para funciones



fuertemente cuasiconvexas. En particular, se demuestra que el conjunto de puntos
fijos del operador proximal coincide con el tinico minimizador de una funcién fuer-
temente cuasiconvexa semicontinua inferior. Como consecuencia, se implementa el
algoritmo del punto proximal para encontrar la soluciéon tinica del problema de mini-
mizacion de una funcién fuertemente cuasiconvexa usando una secuencia positiva de
parametros acotados desde 0 y, en particular, revisamos el caso general cuasiconvexo.

Ademas, de este analisis se deriva una nueva caracterizacion para funciones convexas.

Por otro lado, en el articulo “Corrected Dual-Simpson-Type Inequalities for Dif-
ferentiable Generalized Convex Functions on Fractal Set”, se proporcionan varias
desigualdades tipo Simpson duales corregidas para funciones cuyas derivadas fraccio-
narias locales son convexas generalizadas. Con ese fin, se deriva una nueva identidad
integral fraccionaria local como resultado auxiliar. Usando esa nueva identidad junto
con la desigualdad de Holder generalizada y la desigualdad de medias de poder gene-
ralizada, se establecen algunas variantes nuevas de desigualdades integrales de tipo
Simpson dual corregidas con fractales. Ademas, se ofrecen algunas aplicaciones para
estimaciones de error de férmulas de cuadratura, asi como algunos medios especiales
que involucran medias aritméticas y p -logaritmicas para demostrar la eficacia de los

hallazgos (Lakhdari et al., 2022).

En Meftah et al., (2023), se presenta un estudio titulado “Some New Fractal
Milne-Type Integral Inequalities via Generalized Convexity with Applications”, don-
de se construyen algunas nuevas desigualdades integrales de tipo Milne para funciones
cuyo moédulo de las derivadas fraccionarias locales es convexo en el conjunto fractal.
Con ese fin, se desarrolla una nueva identidad integral generalizada que involucra
derivadas generalizadas de primer orden. Finalmente, como aplicaciones, se derivan
algunas estimaciones de error para la féormula de cuadratura tipo Milne y nuevas

desigualdades para la aritmética generalizada y medias p-logaritmicas.



1.3. Planteamiento del problema.

Los conjuntos fractales son estructuras que han cautivado el interés de los mate-
maticos e investigadores multidisciplinares durante décadas, porque estos conjuntos,
con su auto-similitud y complejidad, desafian las fronteras del andlisis mateméatico
tradicional. Su naturaleza intrinseca, que se repite en todas las escalas, permite un
analisis de fendmenos que se manifiestan en una diversidad de disciplinas, desde la
Fisica y la Biologia, hasta la economia y la ciencia de datos, lo que hace que el estu-
dio de estos conjuntos sea fundamental, no sélo desde una perspectiva teorica, sino
también por su potencial para realizar innovaciones significativas en diversos campos

de aplicacion.

Por otro lado, las funciones cuasi convexas son una herramienta matematica de
gran utilidad en la teoria de la optimizacién y la toma de decisiones, ya que a di-
ferencia de las funciones convexas tradicionales, estas no requieren la suposicion de
linealidad, lo que implica que no esta restringida a que la linea que conecta dos
puntos en su grafica se encuentre completamente por encima de la funcién. Al no
requerir la linealidad en su estructura, estas funciones pueden representar de manera
mas precisa las relaciones entre variables en problemas mas complejos, incluso aque-

llas situaciones, cuya representacion requiere del calculo de multiples minimos locales.

Tanto las funciones cuasi convexas como los conjuntos fractales, derivan en una
gran cantidad de aplicaciones tanto desde una perspectiva puramente matematica,
como en diversas areas que requieren la representacion y andlisis de estructuras mas
complejas. Es por esto, que la generalizacion de estas funciones considerando como
dominio de definicién, los conjuntos fractales, puede aperturar nuevos campos de apli-

cacion y teorias de gran relevancia dentro de las matematicas puras.

En el campo de las matematicas, particularmente en el estudio de la optimizacién
y el analisis de funciones, las condiciones de Fejér y Hermite-Hadamard juegan un pa-

pel crucial al proporcionar un marco para la convergencia de secuencias y funciones.
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Estas condiciones, que tradicionalmente se han aplicado a contextos mas convencio-
nales, presentan una nueva frontera de investigacién cuando se consideran en relacion
con los conjuntos fractales y las funciones cuasi-convexas, ya que ofrecen un dominio

de estudio tinico y con una estructura irregular.

En tal sentido, esta propuesta investigativa pretende responder a la interrogante
de ;Cémo se puede analizar las funciones cuasi convexas generalizadas en conjuntos
fractales?

Dar respuesta a esta cuestionante, implicara también responder las siguientes

preguntas de investigacion:

1. Cuales son las propiedades algebraicas y topolégicas de las funciones cuasi-

convexas generalizadas sobre conjuntos fractales?

2. ;Cuéles condiciones del tipo Fejér caracterizan las funciones cuasi-convexas ge-

neralizadas sobre conjuntos fractales?

3. (Cémo demostrar las desigualdades del tipo Hermite-Hadamard para las fun-

ciones cuasi-convexas generalizadas sobre conjuntos fractales?

1.4. Justificacion.

Las funciones cuasi-convexas generalizadas en conjuntos fractales permiten mo-
delar y describir fenémenos y sistemas complejos que no pueden ser abordados ade-
cuadamente con herramientas matematicas tradicionales. Por ejemplo, las funciones
cuasi-convexas generalizadas tienen aplicaciones en problemas de optimizacion y con-
trol en contextos no lineales, por lo que analizar estas funciones en conjuntos fractales,
puede propiciar el desarrollo de métodos y algoritmos mas eficientes para la resolu-

cion situaciones problematicas en estas areas.

Ademas, esta investigacion se considera relevante porque las funciones objeto de
estudio, son funciones no lineales que presentan propiedades interesantes del anélisis
matematico, lo cual permite profundizar en propiedades como la convexidad gene-

ralizada, la continuidad, la derivabilidad y la existencia de soluciones en ecuaciones
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diferenciales no lineales y situaciones afines.

Este estudio procurd establecer un marco de referencia para futuras investiga-
ciones, dado que es una teméatica que ha recibido escasa atencién en la comunidad
cientifica de la Reptublica Dominicana, y en particular de la Universidad UTECO,
con miras a que los resultados puedan ser aplicables en la resolucion de problemas en

la modelizacién matematica y en la generacion de algoritmos informaticos.

1.5. Objetivos.
1.5.1. General.
Analizar las funciones cuasi convexas generalizadas en conjuntos fractales.
1.5.2. Especificos.
1. Describir las propiedades algebraicas y topoldgicas de las funciones cuasi-convexas

generalizadas sobre conjuntos fractales.

2. Establecer desigualdades del tipo Fejér para las funciones cuasi-convexas gene-

ralizadas sobre conjuntos fractales.

3. Demostrar desigualdades del tipo Hermite-Hadamard para las funciones cuasi-

convexas generalizadas sobre conjuntos fractales.

1.6. Alcances y limites.

La presente investigacion se enmarca dentro de las matematicas puras, ya que
en lugar de enfocarse en la generacion grafica de fractales utilizando métodos iterati-
vos basados en funciones cuasi-convexas generalizadas, este estudio estuvo centrado
en caracterizar y demostrar propiedades especificas de las funciones cuasi-convexas

generalizadas en conjuntos fractales.
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CAPITULO II
MARCO REFERENCIAL.

2.1. Introduccién.

El presente capitulo expone los fundamentos conceptuales, abarcando definicio-
nes, proposiciones, teoremas y algunas demostraciones relevantes en el marco de las
funciones cuasi convexas generalizadas y los conjuntos fractales, que establecieron la

base tedrica de esta investigacion.

2.2. Marco tedrico.
2.2.1. Conjuntos Fractales.
Definicién 2.1 Sea F' C R”, la dimensién de Hausdorff (Afonso, 2018) de F, es el

numero

dimy(F)=inf{s>0: H(F) =0} =sup{s > 0: H*(F) = oo}

De ahi que si, sup ) = 0, se tiene:

oo  si0<s<dimg(F)
H(F) =
0 sis>dimg(F)

Si s = dimg(F'), entonces H*(F') puede ser igual a 0,00, 0 0 < H*(F') < o0.
Proposiciéon 2.2.1 La dimensién de Hausdorff satisface las siguientes propiedades:

1. Monotonia: Si £ C F, entonces dimgy (F) < dimg(F).

2. Estabilidad numerable: Si {F;} ., es una sucesién de subconjuntos de R", en-

tonces

dimpy <G E) = sup {dimg (F;)}.

3. Dimensién de conjuntos numerables: Si /' C R™ es numerable, entonces dimy (F') =

0.
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4. Dimensién de conjuntos abiertos: Si /' C R” es abierto, entonces dimgy (F) = n.

Demostracion.

1. Por propiedades de medida, si £ C F', entonces
H*(F) < H*(F), para todo s € R™.
Por lo tanto, si H*(F') = 0, se concluye que H*(FE) = 0. Por lo tanto,

2. De la propiedad de monotonia, para cada j € N se tiene
i=1

Por otra parte, si s > dimy (F;) para todo i € N, entonces H*® (F;) = 0. Asi,

por propiedades de medida,

e @ F) < i% (F)) = 0.

Por lo tanto, H® (U2, F;) = 0, lo cual implica que
s > dimy <U E) ,
i=1

y en consecuencia,
sup {dimy (F;)} = dimpy <U F,) :
1<i<oo i=1

3. Sea F' = U2, F;, donde cada F; contiene un tinico punto. Entonces H° (F};) = 1.
Por lo tanto, dimy (F;) = 0 para cada ¢ € N. Luego, de la estabilidad numerable

se concluye que
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4. Primero se observa que una bola en R™ de radio r > 0 tiene dimensién igual a
n. Luego, por estabilidad numerable es suficiente considerar conjuntos ' C R",
abiertos y acotados. Sin embargo, todo conjunto F' C R"™ abierto y acotado es

la uni6on numerable de bolas B;, con 7« > 1, en R", es decir,
o0
F = U B;.
i=1
Nuevamente, por la propiedad de estabilidad numerable,

dimgy(F) = sup {B;} =n.
1<i<oo
Definicién 2.2 Un subconjunto no vacio S de R™ tiene dimensién topoldgica k si
cada punto de éste tiene entornos arbitrariamente pequenos cuyas fronteras intersec-

tan S en un conjunto de dimension k£ — 1, siendo k£ el menor entero no negativo con

esta propiedad (Afonso, 2018).

Definicién 2.3 Un conjunto se dice autosimilar si sus partes tienen la misma forma

o estructura que el todo (Afonso, 2018).

Definicién 2.4 Un fractal es un conjunto autosimilar con dimension de Hausdorff

mayor que su dimensién topoldgica.(Cooper, 2011)

Definicién 2.5 La dimensién fractal es el cociente

In(N
D= 7( : )
In <7>
13
donde N es el nimero de veces que se reproduce el objeto inicial en la primera
generacion y € es la escala a la que se encuentran las dimensiones de las reproduccio-

nes.

2.2.2. Funciones cuasi-convexas generalizadas.
Definicién 2.6 De acuerdo con Materano (2015), sean D y X conjuntos contenidos

en los reales, una funcion f : D € X — R en un subconjunto convexo X es cuasi-
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convexa si

flte + (1 —t)y) < max{f(z), f(y)}
y [ es cuasi-concava si f(tz + (1 —t)y) > max{f(z), f(y)} te€(0,1).
Proposiciéon 2.2.2 Una funcién f es cuasi-convexa si y soélo si-f es cuasi-concava.

Demostracion. Sea f una funcién convexa, si se multiplica por -1 ambos lados se

obtiene

—flte+ (1 =t)y) = —tf(x) = (1= 1)f(y)

es decir

(=N tx+ (1 =t)y) = t(=f)(z)(=/)(Y)

para todo z,y € I y t € [0, 1] esto permite deducir que f es convexa si y sélo si —f

es concava.
Proposicion 2.2.3 Toda funcién f convexa o monodtona es cuasiconvexa.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, considerando z,y € I tal que x < y

con I C R, suponer que f es mondtona creciente para t € [0, 1] entonces

r<tr+(1—-t)y<y

asi mismo

min{f(z), f(y)} = f(z) < f(tx + (1 = t)y) < f(y) = max{f(z), f(y)} (2.1)

luego por (2.1) se cumple que

[tz + (1 —t)y) < max{f(z), f(y)}

por lo que en consecuencia f es cuasiconvexa. Para el caso en que f es concava, la

demostracion es andloga.
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Teorema 2.1 Teorema de separacion para funciones cuasi-convexas o también co-
nocido como teorema del sandwich (Férg-Rob et al., 1996). Sean I C R un intervalo

arbitrarioy f, g : I — R funciones dadas. Las siguientes propiedades son equivalentes:
(a) Existe una funcién monétona h: I — R tal que f < h < g.

(b) Existen funciones hi, hy : I — R, hj-cuasi concava, ho-cuasi convexa, tal que

f<h<gyf<h<g.

(c) Existen funciones hy, hy : I — R, hj-cuasi céncava, ho-cuasi convexa, tal que

f<h <hy<g.

(d) Para todo x,y € I y t € [0, 1], las siguientes desigualdades se cumplen:

ftz + (1 —t)y) < méx{g(z),g(y)}

gtz + (1 —t)y) = min{f(z), f(y)}

(2.2)

Demostracién. (a) = (d). Esto se deduce del hecho de que toda funcién monétona
es simultaneamente cuasi-concava y cuasiconvexa, como se demostré en la proposicion
(2.2.3).

(d) = (c)

Considerando las funciones hy, hy : I — R definidas por

hi(u) = sup {min{f(2), f(y)} 2 <u<y, =z yel} (2.3)

ho(u) = inf {méax {g(x),9(y)} :x <u <y, =x,yel} (2.4)

Por la desigualdad (2.2) hi(u), ho(u) estan bien definidas y

f(u) < ha(u)
hi(u) < g(u)

(2.5)

para todo u € I. Por otra parte, f < hy y he < g. Se demostrara que hy < ho, hy

es cuasiconcava y ho es cuasi-convexa. Suponiendo lo contrario, que existe w € [ tal
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que hi(w) > ho(w). Entonces existird z <w <y y u < w < v tal que

min{f(z), f(y)} > max{g(u),g(v)} (2.6)

Si z < u, entonces de (2.3) y (2.6) se deduce que

hi(u) = min{f(z), f(y)} > g(u)

lo que contradice a (2.5). Esas contradicciones muestran que hy < hy. Ahora se
demostrard que hy es cuasi-convexa (la demostracion de cuasi-concavidad de hy es
analoga). Considerando que es falso, entonces existe © < u < y tal que ho(u) >
max {ho(z), ho(y)}. Por las definiciones de hy se consigue que a <z < Sy vy <y <4

tal que

ha(u) > max{g(a), g(5), 9(7), 9(0)} (2.7)

sin embargo a < u < §, lo que implica que

ha(u) < max{g(a), g(d)}

esto contradice (2.7) y demuestra que hy es cuasi-convexa.

(c) = (b)

Por hipotesis se tiene que f < hy < hy < g entonces f < h; < ¢ y también
satisface para f < hy < g, es decir, que existen funciones hi, hy : I — R, hy-cuasi-
coéncava y hg-cuasi-convexa, tal que f < h; <gy f < hy <g.

() = (a)

Asumiendo primero que sup{f(z) : z <z} < ooy inf {g(2) : 2 < 2} > —o0 para

cada x € I. Definiendo my, ms : I — R por

= sup{f(2) - = < 7}
my = inf{g(2) : z < x}.

Es notable que f < mqy,ms < g,mq es no decreciente y ms es no creciente.
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Se demostrara que al menos una de estas funciones separa a las funciones f y g.
Sumiendo lo contrario, entonces existen a, b € I tal que my(a) > g(a) y ma(b) < f(b).

Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que a < b. Sea

D<e< ;min {mi(a) — g(a), f(b) — ma(b)} (2.8)

Por la definicién de mq, mo, existen xq, 25 € I, 21 < a,xy < b tal que

f(x1) >mq(a) —¢ 29)

g (z2) < may(b) + €.

Si x; < x9, entonces x2, a € [z, b] por hipdtesis (2.8) y (2.9) se tiene

hy (z2) < g(z2) < ma(b) + €

ha(a) < gla) < g(a) +e

hg (513'1) > f (xl) > ml(a) —€> g(a) +e€

lo que contradice la cuasi-convexidad de hy sobre [z2,al. Asi en cualquier caso
se llega a la contradiccién que demuestra que al menos una de las funciones my, ms

separa a las funciones f y g.

Ahora se trata la existencia de las funciones my, my. Como f esta acotada supe-
riormente por hy y por lo tanto también estd acotado superiormente por el max {hq(c), hao(5) }
en cada intervalo compacto [a.5] C I (y de manera similar g por h; inferiormente),
la tinica posibilidad para la inexistencia de m; (o my ) se da si f (respectivamente
g ) es no acotado por el lado izquierdo de I. Se deben considerar los siguientes tres

casos

(i) Suponer que existe un x € I tal que sup{f(z) : z < z} = oo y inf{g(z) :
z < x} = —oo. Entonces, segun los argumentos mencionados anteriormente,

para cualquier y < z se cumple que sup{f(z) : z < y} = co y inf{g(2) : z <
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y} = —oo. Por lo tanto, existe un punto z; < z tal que f(z1) > 0. Ademsds,
puede encontrar un punto z, < z1 tal que g(z3) < 0 y un punto z3 < z3 tal que

f(z3) > 0. Dado que f < hy < g, esto contradice la cuasiconvexidad de h;.

(ii) Suponer que sup{f(2): z <z} = oo para algin = € I y que my existe. Se toma
un xg € Iy se elige yo < zg de manera que f(yo) > g(zo). Para cualquier y € I
con y < 7, se puede restringir my al intervalo [y, 00] N I y definir m4. Dado
que yo < zo y f(yo) > g(xg), la funcién my no puede separar a las funciones f
y g, por lo tanto, solo la restriccion de my funciona como una separacién sobre
[y, 00l N I. Esto es valido para cualquier y € I con y < g, concluyendo que mq

separa a las funciones f y g sobre I.

(iii) El caso donde m; existe pero inf{g(z) : z <z} = —o0o para algin x € I puede

ser tratado como en el caso (ii).
Proposiciéon 2.2.4 Una funciéon f: D C X — R es cuasi-convexa, si y solo si para
todo a € R el conjunto

fl(-0c.0] ={z: f(z) <a} cona€eR

es un conjunto convexo.

Demostraciéon. Suponer que f es cuasi-convexa, y sean o € Ry x,y € Loy =

{z: f(x) < a}, entonces

[tz + (1 =t)y) <max{f(z), f(y)} <, te(0,1)

asi resulta que L,(y) es convexo.
Reciprocamente, asumiendo que L, y) es convexo para todo a € R y considerando
x,y € X entonces ,y € L = Lax{f(@).f)([f), luego tex + (1 —t)y € L, con t € (0,1).

De donde resulta que f es cuasi-convexa.

Teorema 2.2 Sea f una funcion estrictamente cuasiconvexa definida en un conjunto

convexo S C R" y sea g : A — R una funcion creciente, con f(S) C A. Entonces:
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(i) kf,k > 0 es estrictamente cuasiconvexa en .S;

(ii) g o f es estrictamente cuasiconvexa en S.

Teorema 2.3 Sea g(r) = Ax+b, donde A es una matriz m x n, b € R™, y sea f una
funcién cuasiconvexa en un conjunto convexo S C g(R™). Entonces, z(z) = f(Ax+0b)

es cuasiconvexa en S.

Demostracién. Se tiene que z(Az1+(1—N)xg) = f(A(Az1+b)+ (1 =) (Aze+b)) <
max{ f(Azy +b), f(Axs + b)} = max{z(x1), z(x2)}, VA € [0, 1].

Teorema 2.4 Sea f una funcién cuasiconvexa definida en un conjunto convexo S C

R™ y sea g : A — R una funcién no decreciente, con f(S) C A. Entonces:

(i) kf,k > 0 es cuasiconvexa en S;

(ii) go f es cuasiconvexa en S.

Demostracion.

(i) Para la positividad de k y la cuasiconvexidad de f tenemos (kf)(z; + Az —
21)) = kf(z1+ Mza — 1)) < kméx{f(z1), f(z2)} = max{kf(z1), kf(z2)}.

(ii) Sea x1,m9 € S con f(x1) > f(z2). Entonces, f(z1 + A(x2 — 1)) < f(x1), para
todo A € [0,1]. Como g es

Definicién 2.7 De acuerdo con Cambini (2008), sea f : I C R — R?, para cualquier

x1,x9 € I 'y A € ]0,1]. Si se cumple la siguiente desigualdad:

fzy + (1= Azz) < sup{f(z), f(y)},

entonces f se denomina una funcién cuasi convexa generalizada en 1.

Proposicién 2.2.5 Operaciones que conservan la cuasi-convexidad (Ferndndez, 2011).
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(a) Méximo ponderado con pesos no negativos. La funcién f = maax {wy f1, ..., W fm}
es cuasi-convexa si w; > 0 y f; son cuasiconvexas. Esta propiedad se extiende

al supremo puntual

f(z) = sup(w(y)g(z,y)), w(y) >0

yeC

donde g(z,y) es cuasi-convexa en x para cualquier valor de y.

(b) Composicién. Si g : R® — R es cuasi-convexa y h : R — R es no decreciente,

entonces f = h o g es cuasi-convexa.

(¢) Minimizacién. Si f(x,y) es conjuntamente cuasi-convexa en  y en g, y C es un

conjunto convexo, entonces la funcion g(x) = infyec f(z,y) es cuasi-convexa.

2.2.3. Desigualdades del tipo Hermite-Hadamard y Fejér
Teorema 2.5 Si f : [a,b] — R es convexa, g : [a,b] — [0, 00) es integrable y simétrica
respecto a “T“’, entonces de acuerdo con Tseng et al., (2017), estando definidas en [0,1],

se cumple que:

lf <ta+(1—t)a;rb>+f<tb+(1_t)a;b>];

H(t)—b_la/abf<tx+(1—t)a;rb>d:c;

DO | —

b a+b
a0 = [ 1 (e 02050 oyt o)
L(t) = 2(171_@ /ab [f(ta+ (1 —t)z) + F(tb+ (1 — t)2)] da;
y
1 b
Ly) = 5 [ [flta+ (1= 0)2) + f(tb+ (1 = 1)) g(x)da.
Definicién 2.8 Si f : [a,b] — R es convexa, entonces

/bf(a:)dx < f(a);f(b) (2.11)

es conocida como la desigualdad de Hermite-Hadamard (Tseng et al., 2017).



22

En Dragomir (1992), se establece el siguiente teorema que refina la desigualdad

(2.10):

Teorema 2.6 Suponga que f, H : [a,b] — R son convexas, entonces H es convexa,

creciente en [0, 1], y para todo t € [0, 1] se tiene que:

f (a ; b) = H(0) < H(t) < H() = ; i - /abf(w)dx. (2.12)




Teorema 2.7 Suponga que f, H : [a,b] — R son convexas, entonces:

1) Se cumple la siguiente desigualdad:

b 2 ot
(02 2 [ s

23

(2.13)
(2.14)

(2.15)

2) Si f es diferenciable en |[a, b, entonces, para todo t € [0, 1], se tienen las des-

igualdades:

0< bia/abf(a:)da:—H(t)

<(1-1) lf(a);f(b)] - bia/abf(x)d;p

Teorema 2.8 Suponga que f, H,G : [a,b] — R son convexas, entonces:

1) G es convexa y creciente en [0, 1].

2) Se tiene que:

inf G(t) = G(0) = f (“ i b)

te[0,1] 2
y
sup G(t) = G(1) = f(a) + f(b).

t€(0,1]

3) La siguiente desigualdad es valida para todo ¢ € [0, 1]:

H(t) < G(1)



4) Se cumple la siguiente desigualdad:

2 b 1
dr < =
b—a/m—ibf(x) 17_2

f(“*b)+fm»+ﬂw}

5) Si f es diferenciable en [a, b], entonces, para todo t € [0, 1], se cumple:

a+b
2

0§H®—f< )smw—Hw

Teorema 2.9 Suponga que L, G, f, H : [a,b] — R son convexas, entonces:
1) L es convexa en [0, 1].

2) Se tiene la siguiente desigualdad:

G(t) < L(t) ;:;/ Flo)de +¢- L );f(b)gf@;f(b)
para todo ¢t € [0,1] y
p 1)~ L2 IO
t€[0,1]

3) Para todo t € [0, 1], se cumplen las desigualdades:

H(1—t)<L{t) y H(t)+H(1—1t)<L(t).

Teorema 2.10 Suponga que f,g : [a,b] — R son convexas, entonces:

f(a b/ dx</ dx<f(a)+f(b)/abg(a:)dx

24



25

se conoce como la desigualdad de Fejér.

Teorema 2.11 Suponga que f,g,H, : [a,b] — R son convexas, entonces, H, es

convexa, creciente en [0, 1], y para todo t € [0, 1], se tiene:
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CAPITULO III
METODOLOGIA

3.1. Introduccién
En este capitulo se presentan los aspectos metodologicos de la investigacion; los
cuales hacen referencia al método, diseno, tipo, enfoque y procedimientos requeridos

para el desarrollo de la misma.

3.2. Marco metodolégico
3.2.1. Diseno

El disefio que contempla esta investigacion es el no experimental, ya que como lo
plantea Herndndez et al. (2014), las variables no se manipulan de forma intencionada.
Segun el tiempo de estudio, el diseno es transversal, el cual es definido por el mismo
autor como aquel en el que se recolectan datos en un solo momento, en un tiempo

unico.

3.2.2. Meétodo

Este estudio se fundamenta en la aplicacion del método analitico-deductivo, cuyo
objetivo general es analizar las funciones cuasi convexas generalizadas en conjuntos
fractales. Espinoza (2020) describe el método analitico como una técnica de investi-
gacién que implica descomponer un todo en sus partes constituyentes con el fin de
examinar sus causas, naturaleza y efectos. Ademas, se emple6 un método deductivo
en este estudio, el cual permitié establecer conclusiones significativas a partir de los
hallazgos, lo que facilitoé la verificacion de los objetivos propuestos en esta investiga-

cién (Rodriguez et al., 2017).

3.2.3. Tipo
De acuerdo a las caracteristicas, esta investigacion es de tipo exploratoria, expli-
cativa y descriptiva. Es exploratoria ya que se examiné y recopil6é datos de diferentes

fuentes, para posteriormente analizarlos y presentarlos para comprender su estruc-
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tura y aplicabilidad. Es explicativa porque se centré en identificar y en comprender
las relaciones entre variables al determinar como interactiian entre si. Es descriptiva
porque implicoé detallar y presentar datos tal como son, sin influir en ellos o buscar

relaciones causales (Ramos-Galarza, 2020).

3.2.4. Enfoque
Debido a que en este estudio no se busca medir las variables, el enfoque utilizado
es el cualitativo, porque su desarrollo estuvo basado en un analisis de las funciones

cuasi convexas cuando estas se aplican a conjuntos fractales (Ortega, 2018).

3.3. Procedimientos
En este apartado se incluye una descripcién de las diferentes etapas del proceso

de realizacion de este trabajo de investigacion hasta la etapa del proyecto:

1. Se realizé la solicitud de aprobacién de esta tematica investigativa.

2. Se realiz6 una amplia consulta bibliografica, sobre los fundamentos de las formas

modulares y la conjetura de Ramanujan.
3. Se presento al asesor para su revision, correccion y posterior validacion.

4. Se sometio la propuesta de ante proyecto a la Facultad de Postgrado y Educa-

cién Continuada, a los fines de valorar la relevancia de la misma.

5. Se procedi6 con las correcciones realizadas por los respectivos jurados en ter-

minos de contenido, redaccién y metodologia.

6. Se elaboraron los capitulos IV y V. y los demas elementos constitutivos del

proyecto, segin los reglamentos de la UTECO.

7. Se entregd tres ejemplares a la Facultad de Postgrado y Educacion Continuada

del borrador final, con fines de la presentacién y/o defensa del mismo.

8. Se presento al asesor para su revision, correccion y posterior validacion.
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9. Se someti6 la propuesta de ante proyecto a la Facultad de Postgrado y Educa-

ciéon Continuada, a los fines de valorar la relevancia y pertinencia de la misma.
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CAPITULO 1V
PRESENTACION DE LOS RESULTADOS

4.1. Introduccién

La teoria de los fractales ha atraido la atenciéon de muchos cientificos, ya que
tiene muchas aplicaciones en diferentes areas del conocimiento. En este sentido, Yang
(2011) establecié una caracterizacién en la que 0 < a < 1, son conjuntos fractales de

tipo a:

Z* se define como el conjunto de niimeros enteros de tipo «, representados por

{0°, £10, 422, ... +n*,.. ).

Q“ se refiere al conjunto de ntimeros racionales de tipo «, que se expresan como

{mo‘: (g)a:p,qu,q#O}.

J“ denota el conjunto de niimeros irracionales de tipo «, definidos como
{m‘“ # (%) 1P, q € Z,q#O}-

Finalmente, R* se define como la unién de Q¢ y J?, representando asi los

nimeros reales de tipo a.

Siendo R® un conjunto fractal y todo subconjunto posible de él. Se hace esta
observacion, porque los diferentes resultados que se muestran en este capitulo estan
basados en conjuntos fractales de esta forma.

4.2. Propiedades algebraicas y topolégicas de las funciones cuasi-convexas
generalizadas sobre conjuntos fractales.

Teorema 4.1 Sea h : [0,0*] - Ry r : [0,b] — R, con el rango de h contenido

en [0,b1]. Si h es una funcién cuasi convexa generalizada y r es una funcién cuasi

convexa generalizada y ademds r es una funcién creciente, entonces la composicién

r o h es una funcién cuasi convexa generalizada en [0, b*].

Demostracion. Para demostrar que la composicion r o A es una funciéon cuasi

convexa generalizada, considérese dos puntos cualesquiera z,y € [0,b*] y A € [0, 1].
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Dado que h es cuasi convexa generalizada, se tiene que:

h(Az + (1 — N)y) < sup{h(z),h(y)}.

Ahora, como r es creciente, entonces para cualquier par de valores u,v donde

u < v, se tiene r(u) < r(v). Aplicando esto, se obtiene:

r(h(Az + (1 = A)y)) < r(sup{h(z), h(y)})-

Supéngase sin pérdida de generalidad que h(x) > h(y). Entonces sup{h(z), h(y)} =
h(z), y por lo tanto:
r(h(Az + (1= N)y)) < r(h(z)).

Debido a que r es también cuasi convexa generalizada, y h(x) y h(y) estan en su

dominio, se debe cumplir que:

r(M(z) + (1= Mh(y)) < sup{r(h(z)),r(h(y))}

Y como r es creciente, la aplicacion de » mantiene el orden, lo que significa que:

r(h(Az + (1= A)y)) < r(Ah(z) + (1 = A)h(y)).

Combinando las dos ultimas desigualdades, se concluye que:

r(h(Az + (1 = A)y)) < sup{r(h(z)),r(h(y))},

demostrando que r o h(Az + (1 — \)y) estd acotada por el supremo de r o h(x) y

r o h(y), cumpliendo con la definicién de cuasi convexidad generalizada:

(roh)(Az + (1 = A)y) < sup{(roh)(x), (roh)(y)}.

Teorema 4.2 Sea f : I C R — R® una funcién que cumple con la propiedad de
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cuasi convexidad generalizada, entonces para cualquier escalar positivo A, la funcion
escalada Af también cumple con la propiedad de cuasi convexidad generalizada en el

mismo intervalo 1.

Demostracion. Considérese un escalar positivo A\ y sean x,y € [ dos puntos
arbitrarios en el intervalo I, con t € [0, 1] como un pardametro de combinacién convexa.
De acuerdo con la propiedad de cuasi convexidad generalizada de la funcién f, se tiene

que:

fltz + (1 —t)y) < sup{f(z), f(y)}.

Al multiplicar ambos lados de la inequidad por A%, se sigue que:

A f (e + (1= t)y) < A*sup{f(z), f(y)}.

Utilizando la propiedad de homogeneidad del supremo con respecto a la multiplicacion

por un escalar, se puede escribir:

A f(te + (1= t)y) < sup{A*f(z), \"f(y)}-

Esto demuestra que la funcion \f satisface la desigualdad caracteristica de las fun-
ciones cuasi convexas generalizadas, y por lo tanto, Af también es una funcién cuasi

convexa generalizada en I.

Teorema 4.3 Sea f: ] C R — R® una funcién cuasi convexa generalizada. Enton-
ces, la funcion h : I — R?* definida por A(z) = max{f(x),g(x)}, donde g : [ — R*
es también una funcién cuasi convexa generalizada, es a su vez una funciéon cuasi

convexa generalizada en I.

Demostracion. La demostracion se lleva a cabo verificando que la funcion h, defi-
nida como el maximo de dos funciones cuasi convexas generalizadas f y ¢, satisface la
propiedad de cuasi convexidad generalizada para cualquier par de puntos y cualquier

combinacion convexa de estos.
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Sean z,y € I dos puntos arbitrarios en el dominio de f y g, y sea ¢t € [0,1] un
numero real que representa el peso en una combinacion convexa de x y y. Por la

propiedad de cuasi convexidad generalizada de f, se cumple que:

fltr+ (1 =t)y) < sup{f(x), f(y)}.

De manera similar, la misma propiedad aplicada a g indica que:

g(tr + (1 —t)y) < sup{g(x), 9(y)}.

La funcién h, que toma el valor maximo entre f y g en cualquier punto, se evaltia

en la combinacion convexa de x y y:

h(tx + (1 —t)y) = max{f(tx + (1 — t)y), g(tx + (1 —t)y)}.

Aplicando las desigualdades obtenidas para f y ¢, y utilizando la propiedad de
que el maximo de dos niimeros no es mayor que el supremo de esos numeros, se

obtiene:

h(tz + (1 — t)y) < max{sup{f(z), f(y)},sup{g(z), 9(y)}}.

Finalmente, el supremo de la uniéon de dos conjuntos no es mas que el supremo

de todos sus elementos, lo que lleva a la conclusion de que:

h(tz + (1 —t)y) < sup{h(z), h(y)}.

Esta ultima desigualdad es precisamente la definicion de una funcién cuasi conve-
xa generalizada. Por lo tanto, se ha demostrado que h preserva la propiedad de cuasi

convexidad generalizada.

Teorema 4.4 Sea A € (0,1] y sean f, g dos funciones definidas en el intervalo I
que satisfacen la propiedad de cuasi convexidad generalizada. Entonces, la funcién
compuesta h definida como h(z) = f(z) + g(x) también satisface la propiedad de

cuasi convexidad generalizada en I.
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Demostracion. Dadas dos funciones f, g que cumplen con la cuasi convexidad ge-
neralizada y para dos valores A\, Ay con 0 < \; < Ay < 1, se puede mostrar que f+g¢
también es cuasi convexa generalizada utilizando la propiedad de la cuasi convexidad

individual de f y g.

Considerando dos puntos cualesquiera x,y € I y un pardmetro t € [0, 1], se tiene
que:

(f+glte+ (1 —t)y) = fltz+ (1 —1)y) + gtz + (1 — t)y)

Aplicando la propiedad de cuasi convexidad generalizada a f y g por separado, se

obtiene:

[tz + (1 —t)y) <sup{f(z), f(y)}

g(te + (1 —t)y) < sup{g(x),g(y)}.

Al sumar estas desigualdades, resulta:

(f +9)(tr + (1 —t)y) <sup{f(z), f(y)} +sup{g(z),g(y)}-

Dado que el supremo de la suma es menor o igual a la suma de los supremos, se puede

escribir:

sup{f(x), f(y)} + sup{g(x), g(y)} < sup{f(z) +g(z), f(y) + 9(y)}.

Esto lleva a concluir que:

(f +9)(te + (1 —t)y) <sup{(f +9)(x),(f +9)¥)}.

Por lo tanto, f + g es cuasi convexa generalizada en [.
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4.3. Desigualdades del tipo Fejér para las funciones cuasi-convexas gene-
ralizadas sobre conjuntos fractales.
Teorema 4.5 Sea [ : [a,b] — R® una funcién que es cuasi convexa generalizada

en el intervalo [a,b] con a < b. Supdéngase que ¢ : [a,b] — R* es una funcién no

a+b

negativa, integrable y simétrica con respecto a “5>. Entonces, se cumplen las siguientes

desigualdades para las integrales fraccionales:

T IO 2 [ ot [ @) @)

2 T a4 g(b) Jate a® — g(a) Jo—g(a)
f@)+ 1) oot :
< SO [ @ [ Fala) (42)

para todo a > 0.

Demostracion: Considerando que f es cuasi convexa generalizada, para cada t €

[0, 1] se tiene que:

f<a+b> :f(t(a+(1—t)b)+t(b+(1—t)a)> (4.3)

2 2

flta+ (1 —1t)b)+ f(tb+ (1 —t)a)
2

< (4.4)

Al multiplicar ambos lados de la desigualdad por 2t* 1g(tb + (1 — t)a) y luego

integrar con respecto a t sobre [0, 1], se obtiene:

2f (a;rb> /O1 t* 1g(tb+ (1 —t)a) dt (4.5)

< /01 2L [f(ta+ (1— 0)b) + F(th+ (1— )a) g(th+ (1 — )a)dt  (4.6)

= /01 t* Uf(ta+(1—t)b)g(tb+ (1 —t)a) dt + /01 t* b+ (1 —t)a)g(tb+ (1 —t)a) dt.
(4.7)
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Para la demostracion de la segunda desigualdad, se nota primero que si una
funcion f es cuasi convexa generalizada, entonces, para todo t en el intervalo [0, 1],

se tiene

flta+ (1 —=t)b) + f(tb+ (1 —t)a) < f(a) + f(b).

Multiplicando ambos lados de esta desigualdad por t* !¢ (tb+(1—t)a) e integrando

la resultante con respecto a t sobre el intervalo [0, 1], se obtiene
1 1
/ t* U (ta+ (1 —t)b)g(tb + (1 — t)a)dt +/ t* (b + (1 —t)a)g(tb + (1 — t)a)dt
0 0

< [f(@)+ SO [ 279l + (1~ Dayds

Lo que implica que

r(e) | ([ 100+ [ stoa)

Teorema 4.6 Sea f: I C R — R una funcién diferenciable en I° y f’ € L[a,b] con

<l LD o+ [ gt0)

a b—a

a < b. Si|f’| es cuasi convexa generalizada en [a,b] y ¢ : [a,b] — R* es continua y
simétrica a (a + b)/2, entonces la siguiente desigualdad para integrales fraccionarias

se mantiene:

2 b—(l a

HO M0 L [ jg) < o0l (- Y i)+ o)

con « > 0.

Demostracion. Dado que |f'| es cuasi convexa generalizada en [a, b], se sabe que para
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t € la,b]

[F(0)] =

b—a

b— - b— _

a+b

y dado que g : [a,b] — R® es simétrica a 17, se puede escribir

a+b a+b

/tb(s —a)* tg(s)ds = /GT (b—35)"g(a+b—s)ds = / F (b= ) lg(s)ds, (4.9)

a

entonces se tiene

a+b

/t * (b= s)*tg(s)ds

< [7 ) g(s)lds
(4.10)

/at(b ) g(s)ds /tb(s — a) g (s)ds

para t € [a, G'T“’] y f@(b —5)* Yg(s)|ds parat e [%’b,b} )

CETUIERY PR S ( =) ds)

b—t , t—a ,
X <b_af(a)—|—b_af(b)> dt

it Lo (L (52) o)

b—1t ., t—a

19]lo0
St—a)atD)

b—a

L7 =0t = =@ (- @) + - @) 0) d
(4.11)

Dado que

se tiene que
(b— a)~t? (a +1 1)

" (a+)(a+2)
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a+b_?a
/a (b= 1) — (t — a)?] (t — a) dt

se tiene que

a+i3 N N (b= a)t? 1 1
JRRE —(t—a)](t—a)dt_M(am)(aH—QaH)

4.4. Desigualdades del tipo Hermite-Hadamard para las funciones cuasi-
convexas generalizadas sobre conjuntos fractales.

Las desigualdades de tipo Hermite-Hadamard son una de las desigualdades in-

tegrales més importantes y tienen una fuerte relacion con las funciones convexas en

sentido general. Para cualquier funcién cuasi convexa f : [aq, as] — R?, se sostiene

la desigualdad

f <%) < 1 /an flaa) + flaz)

8 T g — a1 Jag - 2 ’
Lema 4.1 Suponga que f : J — R® es una funcién diferenciable tal que ay,as € J

con oy < ag. Si f” € Llay, as], entonces

) [ playe - 200l 1 0)

8 g — 1 Joq 24 2
_ 3 1 —
_ %;1) UO £ (O“ TR -2 0‘2) dt (4.12)
1 —
=12 (O‘? i (12 t)O‘l) dt] .
0

Demostracion. El lema se demuestra aplicando la integracion por partes en tres oca-

siones. Para el primer término Ji, se tiene:

Ji :/1t3f” <a1+a2 +(1—t)a2_a1)dt
0 2 2
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Esto es equivalente a:

2 f//(al+052>_( 6 2/1752]0”(&1;—&2+(1—t>a2;al)dt
0

(&2 — a1)3 2 g — Oél)

y continia como:

(ap —2041)3f” (al —g OQ)  (as izozl)?’f/ (al —; a2>

I 48 /1f/(041+052+(1_t>042—061>dt.
0 2 2

(a2 — )3

(4.13)

La utilizacion de un cambio de variable x = 41392 4 (1 — t)925% para t en [0, 1]
(a2—a1)

y multiplicando ambos lados por =5 3, se obtiene:

(042 — Oél)SJ :(042 — Oél)Qf,, <061 —+ 062>
96 ! 48 2
e +a2
Qg — Q1 ,, 011+042> 1 (Oél—l-Ckg) 1 1?
— - - d
8 f ( 2 + 8f 2 Qg — X1 Jan f(ff) o
(4.14)
De forma analoga, se deduce para Js:
(ag — 1) (g —ay)® ! s [2t (1—to
Jy = - / t—1 dt
2 96 96 o LY 2
_ (o ;8a1>2f// (041 -2F 042) L@ ; A g (041 ‘2F 0‘2> (4.15)
1 a1 + Qo 1 @2
—|—8f( 5 >_042—041/‘*1+a2f($)d$'

2

Finalmente, al sumar J; y .Jo y aplicar las anteriores igualdades, se llega a la

identidad requerida.

Teorema 4.7 Sea f:J C R* — R* una funcién diferenciable cuya segunda deriva-
da, f”, pertenece a L|ay, as]. Aqui, a1 y a3 son elementos de J con oy < as. Si el
valor absoluto de f” es una funcién cuasi-convexa generalizada en el intervalo [aq, as],

entonces se establece la siguiente desigualdad:

artas . )
f< 82 ) T o i o /al flx)dz + (az 24a1)2f,, (oa;ra2>
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(o — 041)3

384
17 ()| + mix

< K,

donde K = méx{ ) |fm(a2)|}~

f/// a1+as
2

f/// a1tas
2

Demostracion. Utilizando el lema (4.1) y considerando que el valor absoluto de f” es

una funcién cuasi-convexa generalizada, se establece que:

aitan as _ 2
V(;)_%i%Amemjwﬁmf%m;%>

_ 3 1 —
clo2—an) /t3 f/,(al‘;@2+(1_t)a2 al)'dt
0

< 9%6 2
+(a2;6041)3/01(t—1)3 Iz <a2+(12—t)041>’dt
N3
< <a296a1)/0 t3méx{ f”(%;%) ”fﬁ(O“)’}dt
T (G

< M [méx{ 5

=7 334 f (aﬁ%)”lfﬁ(az)’}l

,|f”(oz1)|} —i—méx{

()

Lo cual concluye la prueba.

Teorema 4.8 Sea f : J C R* — R® una funcién diferenciable tal que f” esté
en L[y, as], donde ag, a9 € J con a; < an. Si |f”| es una funcién cuasi-convexa

generalizada en [y, as] y ¢ > 1 con ;1) + % = 1, entonces se cumple que

f(=5) 1 /:2 (az ;40‘1)2]”” (O” : O‘2>‘ < lozza)

f(x)dx + <
8 Qg — ( 2 96(3p + 1)%

! , |f”(a1)|q})%+<méx{

donde K, = (méx{ q,|f”(a2)|q})%.

£ (=52)

fr(2522)

Demostracion. Sea p > 1. Entonces, a partir del lema (4.1) y utilizando la des-

igualdad de Holder, se puede deducir que
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artay s B
‘f( 82 ) B a2ia1 /al Flx)de + (g 24a1)2f,, (@1‘;‘@2)

1

(a2 — ay)? </1 a1 o, Q1+ Qi gy — Oy )p
< x>z 7 - “ 1— p
< 0 Otlf( 5 +(1—1) 5 )|Pdt

Lo o) QGO“) (/01(1 — T <12_ t)m)!”dt) ’

La cuasi-convexidad generalizada de |f”| en [ay, ap] implica que

([ 1722 = pappear)” < mas {50 1]
y
1 1 — ¢
(/0 |f//(052+(2 t)a1)|th> §méx{ f//(o‘l";a?) ,|f”((1/2)|}

Por lo tanto, se obtiene que

8 g — ] Jeu 24 2

3
= (a238§ K <méx{

‘f(algm)— L [7 fagar e 20V pr (1 h02)

o1 + Qg
2

a1 + Qo

) )

, |f"(a1)|} + méax {

1 (@a)l})

(4.16)

donde se usaron las identidades

13Pd 11 3P L
t t:/ —1 t=
/0 o( ) 3p+1

Asi, se completa la demostracion.

Teorema 4.9 Sea f : R* — R® una funcién diferenciable tal que f” pertenece
a Ll[ay,as], donde aj,a0 € R con ay < ag. Si f” es una funcién cuasi-convexa

generalizada en [y, as] ¥ ¢ es mayor o igual a 1 con ]% + % = 1, entonces se tiene que:
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o1 + Qo 1 /0‘2 (Oég — &1)2 1 (al + 012> (OZQ — Oél)g
— d <—K
( 2 ) oy =y Joy B 2 =" 381 D

Demostracion. A partir del lema (4.1), las propiedades del médulo y la desigual-

dad media potencial, se tiene que:

( 1+062> O@ial /:2 flz)do + (g ;4a1)2f,,(041;-a2)‘
< (; ;6041) /1 rf" <Oél;a2 + (1 - r)a1) +(1—7r)*f" <041J2r062 + TCYQ) dr
< (@2 ;6041>3 (/01 r3 dr)i (/011 I’ <a1 ;— = (1— 7")041> ' dr)l}z
+ (a2 gﬁoﬂ)3 (/01(1 —r)? dr)p (/01 I <a1 _5 & —|—T062) ’ dr)q
(4.17)

Luego, utilizando la cuasi-convexidad generalizada de f” en [, as), se tiene que:

oy $<1 )
T> _4maX{

(5

" (051 + 042) q
2

A"},

¢ Ni1 1
d?‘) S 4méx{

(h

Por lo tanto, se obtiene:

f” (al —; a2 + TCVQ)

2 042 - Oél aq 24

(a1 +a2> B 1 /Mf(x) dr + (g —041)2f// (m +a2>’ < M[{f_
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CAPITULO V
ANALISIS Y DISCUSION DE RESULTADOS

5.1. Introduccién

En este capitulo se describe un andlisis de las funciones cuasi convexas generali-
zadas en conjuntos fractales, a los fines de destacar los resultados mas relevantes de
acuerdo a los objetivos planteados. Ademas, se establecen las conclusiones y algunas

lineas futuras que se pueden generar a partir de las mismas.

5.2. Analisis de los resultados

Con relacion al objetivo 1, de describir las propiedades algebraicas y topologicas
de las funciones cuasi-convexas generalizadas sobre conjuntos fractales, se muestra
que las propiedades de cuasi-convexidad se preservan a través de varias operaciones
matematicas fundamentales aplicadas a funciones. Inicialmente, se examina la com-
posicion de dos funciones cuasi-convexas generalizadas, demostrando que tal compo-

sicién también resulta ser cuasi-convexa.

Ademas, se presenta que las propiedades de las funciones cuasi convexas se ex-
tienden a otras operaciones en terminos de los conjuntos fractales, como la escalacion
y la suma de funciones. Se demuestra que al multiplicar una funcién cuasi-convexa
por un escalar positivo, la funcién resultante conserva la cuasi-convexidad. De mane-
ra similar, la adicién de dos funciones cuasi-convexas también produce una funcion

cuasi-convexa.

Con respecto al objetivo 2, de establecer desigualdades del tipo Fejér para las
funciones cuasi-convexas generalizadas sobre conjuntos fractales, se presentaron teo-
remas que conectan las propiedades de cuasi-convexidad de una funcién f con el
comportamiento integral de otra funcion g, que es no negativa, integrable y simétrica
con respecto al punto medio del intervalo de un conjunto fractal. La cuasi-convexidad.

Las desigualdades presentadas muestran una relacién fundamental entre los valores
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de f en los extremos del intervalo y las integrales que involucran tanto f como g.
Especificamente, la desigualdad compara el promedio de los valores de f en los ex-

tremos del intervalo con una combinacion de integrales de f ponderadas por g.

Conforme al objetivo 3, de demostrar desigualdades del tipo Hermite-Hadamard
para las funciones cuasi-convexas generalizadas sobre conjuntos fractales, se explo-
ran generalizaciones de estas desigualdades considerando la inclusién de términos
derivados de la funciéon. Se incorpora la segunda derivada de la funcién y se conside-
ra el caso de funciones cuya segunda derivada es cuasi-convexa generalizada. Estas
generalizaciones permiten establecer limites superiores mas precisos y proporcionan
estimaciones de error méas detalladas. Ademaés, se hace uso de herramientas analiticas
como la desigualdad de Hoélder y propiedades que de las funciones cuasi convexas
generalizadas en conjuntos fractales.

5.3. Conclusiones

En correspondencia con los objetivos planteados en esta investigacion, a continua-

cién se plantean las conclusiones mas importantes que se derivan de la presentacion

y andlisis de los resultados:

1. La cuasi-convexidad se preserva en operaciones fundamentales como la compo-

sicion, la escalacién y la suma de funciones definidas sobre conjuntos fractales.

2. Se establecen condiciones que vinculan la cuasi-convexidad de una funcién f con
el comportamiento integral de otra funcion ¢, siendo esta tltima no negativa,
integrable y simétrica. Las desigualdades establecidas revelan una relaciéon entre
los valores extremos de f y las integrales que involucran tanto a f como a g,
destacando como el promedio de los valores de f en los extremos del intervalo

se compara con integrales ponderadas de f mediante g.

3. Se exploran generalizaciones que incluyen términos derivados, especialmente la
segunda derivada de la funciéon. Al considerar funciones cuya segunda derivada
es cuasi-convexa generalizada, se logra establecer limites superiores mas precisos

y detallados estimaciones de error.
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En respuesta al objetivo general, la investigacion ha demostrado que las pro-
piedades de cuasi-convexidad se mantienen como la composicién, la escalacion y la
suma de funciones definidas sobre conjuntos fractales. Las desigualdades establecidas
incorporan la segunda derivada y consideran la cuasi-convexidad de esta derivada, en-
fatizando como el promedio de los valores en los extremos se compara con integrales
ponderadas de una funcién a otra.

5.4. Lineas futuras de investigacion

Partiendo de los resultados de esta investigacion, a continuacion se proponen dife-

rentes lineas para profundizar el estudio de las funciones cuasi convexas en conjuntos

fractales.

1. Extension de la teoria de funciones cuasi-convexas generalizadas a espacios mé-

tricos fractales.

2. Investigacion de funciones cuasi-convexas generalizadas en sistemas dindamicos

fractales.

3. Anélisis de la convexidad y cuasi-convexidad en fractales generados por sistemas

de funciones iteradas.

4. Desarrollo de técnicas de interpolacion basadas en funciones cuasi-convexas en

fractales.

5. Analisis de la estabilidad y convergencia de algoritmos basados en funciones

cuasi-convexas en fractales.
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Anexo A. Informe de gastos en la realizacion de la tesis.

Este apartado contempla un resumen de los recursos econémicos invertidos en el

proceso de realizaciéon de esta tesis.

Descripcion de aspectos Monto
Transporte, combustible y vidticos 6,500.00
Impresion 7,500.00
Encuadernado, empastado y CDs 3,000.00
Fotocopias 3,000.00
Materiales e insumos 5,400.00
Imprevistos 4,300.00
Total 29,700.00

Anexo II. Cronograma de trabajo de la investigacion.

En este apartado se describen las diferentes etapas del proceso de elaboracion de

esta investigacion y sus respectivas fechas de ejecucion.

Descripcion

Periodos de ejecucion

Solicitud de titulo

Aprobacion del titulo

Elaboracion y entrega del anteproyecto.
Evaluacion del Anteproyecto

Elaboracion de capitulo IV y V

Defensa ante los jurados

Entrega de proyecto completo a la Facultad
Graduacion

Abril, 2023

Mayo, 2023

Noviembre, 2023
Noviembre-diciembre, 2023
Diciembre, 2023

Enero, 2024

Enero, 2024

Febrero, 2024
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Anexo C. Propiedades de las funciones convexas generalizadas.

Teorema 5.1 Sea f: [ — R®. Entonces, f es una funcién convexa generalizada si y

solo si se cumple la desigualdad

f(xl) - f(xz)

(21 — )"

f(w3) = f (22)

(23 — )"

<

para cualquier xq,x9,x3 € [ con 1 < x9 < 3.

Demostracién. De hecho, tomando A = (z3 — x2) / (3 — x1), entonces xo = Az1+

(1 — N)zs. Y por la convexidad generalizada de f, se obtiene

f@2) = f Az + (1= Nag) <A (21) + (1= A)*f (x3)
—(222) e+ (222) r ).

T3 — I T3 — I

A partir de la férmula anterior, es facil ver que

[ (1) — f (22) < f(x3) — f(%)‘

(x1 —22)" = (w3 —x9)”

Reciprocamente, para cualquier par de puntos x1, 3 (x; < z3) en I C R, se toma xg =
Az + (1 — AN)xg para A € (0,1). Entonces 1 < 29 < 23 y A = (x5 — x2) / (v3 — 21).

Usando el proceso inverso anterior, se tiene

F @+ (1= Nzs) <A (1) + (1= NS (x3).

Por lo tanto, f es una funcién convexa en I C R. De la misma manera, se puede

demostrar que f es una funcién convexa generalizada en I C R si y solo si

f(w2) = f (21)

(w2 —21)"

f(x3) = f(71)

(x5 —21)"

[ (x3) = f (22)

(73 — @2)"

< <

)
para cualquier x1,z9,x3 € I con x1 < x5 < T3.

Teorema 5.2 Si f € D,(I), entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. f es una funcién convexa generalizada en I,



o1

2. f(® es una funcién creciente en I,

3. para cualquier x1,x9 € I,

f(a) (1

fx2) > f(x1) +

Ma) 27

Demostracién. (1 — 2) Sea x1,29 € [ con 1 < x2. Y toma h > 0 suficientemente
pequeno tal que x1 — h,xo + h € I. Dado que 1 — h < 1 < x5 < x9 + h, entonces

usando el (5.1), se tiene

f (1) = f(z1—h)

I'l+a) ra
<r( ol =)
<11+ a2t };L)‘ f (@2)

Dado que f € D,(I), al dejar que h — 0T, se sigue que

[ () — f (1)

(22 —21)"

f (21) <T(1+a) < f1 (22).

Por lo tanto, f(® es creciente en I. (2 — 3) Tomando 1 y =3 en I, se asume, sin
pérdida de generalidad, que z1 < x5. Considerando que f(® es una funcién creciente
en el intervalo I, se aplica el teorema generalizado de Taylor local fraccional, lo cual

lleva a la siguiente expresion:

ARSI a
f(x2) — f(21) = T(1+a) (22 — 21)
f(a) (371) «a

donde £ € (x1,x2). En otras palabras, se obtiene la desigualdad:

J@ (1)

f(z9) > f($1)+m

(wg —21)”.

(3 — 1) Para cualquier z; y 3 en I, se toma x3 = Az; + (1 — \)zo, donde

0 < XA < 1. Es fécil observar que x1 — x3 = (1 — \) (z7 — x2) y x2 — 23 = A (x2 — 21).
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Luego, utilizando la tercera condicion, se tiene:
f(a) (i[)g) @
[ +a) &%)

@) (25
= Pl + (1= N

f(z1) > f(ws) +

(.171 - x2>a 3

Al multiplicar A* y (1 — A\)* en las dos férmulas anteriores, respectivamente, se

obtiene:

A% (1) + (1= X (22)
Z f (Z’g) = f ()\.2?1 + (1 — )\).172) .

Por lo tanto, se concluye que f es una funcién convexa generalizada en I.

Proposicién 5.4.1 Si f € Dy, (a,b), entonces f es una funcién convexa generalizada

(o una funcién concava generalizada) si y solo si se cumple la siguiente desigualdad:
fE @) =0 (o fC(z) <0),

para cualquier z € (a,b).

Teorema 5.3 Sea f una funcién convexa generalizada en [a, b]. Entonces, para cual-
quier x; € [a,b] y A\; € [0,1] (coni=1,2,...,n)y X%, A\ = 1, se cumple la siguiente

desigualdad:

f (i >\i$i> < i A f () .

Demostraciéon. Cuando n = 2, la desigualdad es obviamente verdadera. Suponga-
se que la desigualdad también es verdadera para n = k. Entonces, para cualquier

Ty, Ty, ..., x5 € [a,0] vy >0 (coni=1,2,....k)y XF v =1, se tiene:

! k
f (Z %’%‘) < Z%qf ()

Si @1, 29,..., 2Tk, Tty € [a,b] y Ay > 0 parad=1,2,...,k+1 con SN =1,

se define v; = \; /(1 — \jq1), para i = 1,2, ..., k. Bs facil ver que ¥ 7, = 1. Por lo



53
tanto, se tiene:
J(A1zy 4+ Xowo + -+ + A\ep + Mg 1Z41)

_ f <(1_)\k+1) )\11‘1+)\2$2+"'+)\k£€k
L — Akgr

+ >\k+1$k+1>

< (1= X)) f (e + 7222 + -+ k) + Ao f (Tgr)
< (1= X)) [0 f (@) + 20 f (22) + -+ 90 f ()]

+ )‘g—i-lf (@ht1)

k
=D NS ().
i=1

Lo cual concluye la demostracion.



