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RESUMEN

Esta tesis presenta un analisis de la aplicacién del enfoque analitico de las formas mo-
dulares en la conjetura de Ramanujan, cuyos objetivos estuvieron basados en caracte-
rizar el operador de Hecke para las formas modulares con respecto al grupo modular,
demostrar desde un enfoque analitico que la funcién de Ramanujan es conmutativa
y describir los fundamentos de la teoria analitica que garantizan que |7(p)| < 2p''/?

para todo nimero primo p.

El diseno metodoldgico adopta un enfoque no experimental y transversal, reco-
lectando datos en un momento tinico sin manipulaciéon intencionada de variables. El
método deductivo guia el estudio, permitiendo extraer conclusiones logicas a partir
de principios generales. Se caracteriza por ser descriptivo-analitico y exploratorio,

ademds de estar basado en un enfoque cualitativo.

Las resultados mas relevantes de esta investigacion estan basados en la caracte-
rizacion del operador de Hecke dentro del contexto de las formas modulares, el cual
preserva la modularidad y la propiedad de que sea una funciéon modular. Se establece
que f(z) conserva la invariancia modular, heredando asi la conmutatividad de A,y
que el estudio de la funcion de Ramanujan 7 y su relacién con la teoria analitica ha
llevado a confirmar que, efectivamente, para todo nimero primo p, la magnitud de

7(p) esta limitada superiormente por 2p''/2.

Palabras claves: Operador de Hecke. Conjetura de Ramanujan. Formas modulares.

Teoria analitica.
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CAPITULO I
INTRODUCCION.

1.1. Introduccion.
En este primer capitulo se describen los antecedentes histéricos y académicos
que sustentan esta investigacion, ademas del planteamiento del problema, justifica-

cion, los objetivos, y la delimitacion que define los alcances y limites de la misma.

1.2. Antecedentes

La teoria de nimeros, una de las ramas méas antiguas de las matematicas, ha
sido un campo de estudio para matematicos a lo largo de los siglos. En el siglo XX,
un matemadtico indio brillante y autodidacta, Srinivasa Ramanujan, emergié como
una figura icénica en este campo, con contribuciones que siguen desconcertando y
maravillando a la comunidad matematica. Uno de los misterios mas notorios y pro-
fundos que Ramanujan dejé, fue la conjetura que lleva su nombre. En su esencia, se
centra en el estudio de las particiones de ntimeros enteros, es decir, como se pueden
descomponer nimeros en sumas de enteros positivos. En esta seccion se presentan los
antecedentes historicos y academicos que marcan el desarrollo de las formas modula-

res y de la conjetura de Ramanujan.

1.2.1. Antecedentes historicos
1.2.1.1. Antecedentes historicos de las formas modulares.

Historicamente, el estudio de las funciones modulares comenzo en el siglo XIX,
donde aparecieron por primera vez en la teoria de las funciones elipticas, especifi-
camente como elementos del campo de funcién de una curva eliptica. El término se
remonta a Peter Gustav Lejeune Dirichlet, aunque las funciones también se encontra-
ron en las obras de Gauss, Abel y Jacobi (en relacién con su trabajo sobre funciones

theta) (Rousu, 2021).



Las primeras formas modulares fueron encontrados por Gauss en su trabajo so-
bre la media aritmético-geométrica alrededor de 1800, y seria necesario hasta finales
del siglo XIX para que se introdujera el término forma modular, en 1890 (Kilford,

2015).

Es preciso destacar que de acuerdo a Edixhoven et al., (2008), las formas mo-
dulares también aparecen como funciones theta en el trabajo de Jacobi en la década

1/24

de 1820, y, hasta un factor ¢*/**, ya en la identidad de Euler:

fi(l—wf)==§:(—1fq@W“”

keZ

Aparecen de forma natural en las expansiones de funciones elipticas y mas tarde,
también jugaron un papel significativo en las obras de Leopold Kronecker, Gotthold
Eisenstein y Karl Weierstrass. Hacia el final del siglo XIX, las funciones modulares
se convirtieron en una fuente crucial de inspiracién para Felix Klein y Henri Poincaré
en el desarrollo de la teoria de las funciones automorfas. De hecho, la teoria de las
superficies de Riemann se convirtié en una herramienta importante en este contexto,
y fue Klein quien usé el término “Modulform” por primera vez. Un estudio sisteméati-
co de las formas modulares en SLy(Z) y sus subgrupos de congruencia fue realizado
por Erich Hecke en 1925, y esto establecié las formas modulares como una disciplina
independiente dentro de la teorfa de funciones y la teoria analitica de nimeros (Rou-

su, 2021).

1.2.1.2. Antecedentes historicos de la conjetura de Ramanujan.
Conforme lo plantea Williams (2015), fue publicado un articulo sobre funciones
aritméticas en 1916, por Ramanujan donde introdujo la funcién 7(n) que lleva su

nombre. Esta funcién esta definida para todos los enteros positivos n por

q lﬁ (1- qm)u] = i T(n)q", qeC, |q <1.

m=1 n=1

Ramanujan calcul6 los primeros 30 valores de 7(n) y observé que 7(n) parecia



ser multiplicativa, es decir,

T(ning) = 7(n1)7(n2), mni,ng € N, ged(ng, ng) = 1.

Esto fue demostrado por Mordell poco después utilizando técnicas modulares,

las cuales eran desconocidas para Ramanujan (Saltachin, 2019).

De acuerdo con Kohnen (2004), la conjetura original de Ramanujan fue propues-
ta por el matematico indio Srinivasa Ramanujan en 1919, y se centrd en la funcién
A(q), la cual es una funcién modular cuyos coeficientes, denotados por 7(n), tie-
nen propiedades aritméticas intrigantes. Ramanujan conjeturé que para cada ntimero
primo p,

[7(p)] < 2p*2

Durante los anos siguientes a la propuesta de Ramanujan, muchos matemati-
cos trataron de demostrar esta conjetura, logrando resultados parciales. Uno de los
primeros avances significativos fue hecho por Hans Petersson en 1930, quien estable-
ci6 una férmula para el cuadrado absoluto de 7(n) en términos de sumas divisorias

(Bruinier y Ono, 2013).

Sin embargo, el verdadero avance en la conjetura de Ramanujan se logr6 en
la década de 1970 gracias al trabajo de Pierre Deligne. En 1974, Deligne probé la
conjetura de Ramanujan como un caso especial de su demostracién de la conjetura
de Weil, por la cual se le otorgd la Medalla Fields en 1978. Deligne mostrd que los
coeficientes 7(n) satisfacen la conjetura de Ramanujan, estableciendo finalmente el

resultado que Ramanujan habia predicho méas de 50 anos antes (Murphy, 2017).

1.2.2. Antecedentes académicos
Hunt y Hirschhorn (1981), presentan en su articulo “Una prueba sencilla de la
conjetura de Ramanujan para potencias de 5”7, donde se prueba que si n es de una

forma especifica entonces p(n), el nimero de particiones de n, es divisible por una alta



potencia de 5. Establecen férmulas generadoras apropiadas, a partir de las cuales la
conjetura de Ramanujan, asi como algunos resultados de un tipo similar, se muestran

de manera sencilla, asi se derivan dos nuevas congruencias para la funcién de particion.

Blasio (2006) en su publicacion titulada “Formas modulares de Hilbert y la con-
jetura de Ramanujan” completa la prueba, en todos los lugares finitos, de la Conjetura
de Ramanujan para formas modulares de Hilbert holomorfas que pertenecen a las se-
ries discretas en los lugares infinitos. Ademaés, la Conjetura de Peso-Monodromia de
Deligne se demuestra para las variedades de Shimura asociadas a GL(2) y sus formas

internas.

Por otro lado, Blomer y Brumley (2011), en su articulo “Sobre la conjetura
de Ramanujan sobre campos numéricos” extienden a un campo numeérico arbitrario
los mejores limites conocidos hacia la conjetura de Ramanujan para el grupo GL,,
n = 2,3,4. En particular, presentan una técnica que supera los obstaculos analiticos

planteados por la presencia de un grupo infinito de unidades.

En el articulo de Miatello (2015),“Formas modulares y operadores de Hecke”,
se lleva a cabo un examen detallado de las series de Eisenstein y las series theta. El
estudio se centra en la estructura del dlgebra de formas modulares, con especial aten-
cién al grupo I'(1) = SLy(Z). Posteriormente, se investigan los operadores de Hecke
asociados a este grupo, y se presenta una ampliacion a los grupos de Hecke I'g(NV).
El analisis incluye las propiedades de las autofomas de Hecke y de las funciones L

vinculadas a ellas, resaltando su relaciéon con los productos de Euler.

En su tesis de maestria en Mateméaticas, Gomez (2019) ofrece una introduccién
contemporanea al estudio de las “Formas modulares”. El trabajo destaca la naturaleza
aritmética de estas formas, una herramienta clave para probar de manera completa

la conjetura de Bachet y de forma parcial la conjetura de Ramanujan.



Winnie (2020) publica el articulo de “La conjetura de Ramanujan y sus aplicacio-
nes”, donde se realiza una revision de la conjetura de Ramanujan en entornos clasicos
y modernos y explican sus diversas aplicaciones en informatica, incluidas las construc-
ciones explicitas de objetos combinatorios espectralmente extremos, llamados graficos
de Ramanujan y complejos de Ramanujan, puntos distribuidos uniformemente en es-
feras y puntos dorados. También se discute la conexién entre los gréaficos/complejos

de Ramanujan y sus funciones zeta que satisfacen la hipotesis de Riemann.

1.3. Planteamiento del problema.

Las formas modulares se han constituido en una herramienta fundamental y
significativa en la matematica contemporanea. Estas funciones holomorfas, que se
caracterizan por su invariancia o simetria bajo ciertos subgrupos de transformaciones
lineales, tienen un gran campo de aplicacién en geometria algebraica y Fisica tedrica,

pero sobre todo en la teoria de nimeros.

La conjetura de Ramanujan, con su formulacion sobre la funciéon 7, ha permitido
una mayor comprension de los nimeros primos y su distribucién. Esta conjetura, al
establecer una restricciéon especifica en el crecimiento de la funciéon 7, en que para todo

1172 indicando que no

ndmero primo p, el valor absoluto de 7(p) es menor o igual a 2p
crece de manera desmedida cuando se evaliia en nimeros primos, tiene implicaciones
significativas tanto en la teoria de niimeros como en la representacién de las formas
modulares. De hecho, esta conjetura propuesta por Ramanujan y demostrada por
Pierre Deligne, son un logro emblematico en las matematicas del siglo XX, porque no

solo resolvié una pregunta matematica fundamental, sino que también revelé cone-

xiones entre diferentes areas de las matemaéaticas como las anteriormente mencionadas.

Una de las consecuencias inmediatas de esta demostracion, es que fue probada
partiendo la conjetura de Weil que establece una relaciéon entre la geometria de varie-
dades algebraicas sobre cuerpos finitos y la estructura aritmética de estas variedades.

Ahora bien, dada la trascendencia de este resultado en la teoria de los ntimeros primos



y las formas modulares, es que este proyecto pretende dar respuesta a la pregunta
de investigacién, ;Cémo aplicar el enfoque analitico de las formas modulares a la

conjetura de Ramanujan?

Para dar solucion a esta interrogante, esta pregunta general se subdivide en las

siguientes:

1. ;Cuales condiciones caracterizan el operador de Hecke para las formas modu-

lares con respecto al grupo modular?

2. ;Cémo demostrar desde un enfoque analitico que la funcién de Ramanujan es

conmutativa?

3. Cuadles fundamentos de la teoria analitica garantizan que el valor absoluto de

11/2

7(p) es menor o igual a 2p para todo nimero primo?

1.4. Justificacion.

La conjetura de Ramanujan tiene una gran importancia por su profunda cone-
xion con areas fundamentales de las matematicas, incluyendo la teoria de ntimeros
algebraicos, la geometria algebraica y la teoria de representacion. El andlisis de las
formas modulares permite explorar y potencialmente desarrollar nuevas técnicas en
la teoria analitica de ntimeros, que pueden arrojar luz sobre problemas abiertos y
conducir a nuevas preguntas de investigacion. Es por esto que las formas modulares
no sé6lo son de interés para los tedricos de ntimeros, también tienen aplicaciones en
la fisica, especialmente en la teoria de cuerdas y la criptografia, lo que amplia la

relevancia de la conjetura de Ramanujan mas alla de las matematicas puras.

En virtud de lo anterior, abordar esta conjetura desde una perspectiva analitica
no solo es fundamental para estudiar sus propiedades inherentes, sino que también
proporciona una comprension de la distribucion de los nimeros primos. Esta aproxi-
macion analitica, que hace uso de herramientas como la teoria de series de Fourier y

las técnicas de transformadas, permite trascender los limites algebraicos y explorar



la simetria y las propiedades de estas formas en espacios mas generales.

La realizacion de esta tesis permite ampliar la comprension de esta conjetura y
serd un referente para proximas investigaciones de esta tematica y asi aportar a la
literatura mateméatica de la Universidad Tecnoldgica del Cibao Oriental, de la regién

y el pais.

1.5. Objetivos.
1.5.1. General.
Analizar la aplicacién del enfoque analitico de las formas modulares en la con-
jetura de Ramanujan.
1.5.2. Especificos.
1. Caracterizar el operador de Hecke para las formas modulares con respecto al

grupo modular.

2. Demostrar desde un enfoque analitico que la funcién de Ramanujan es conmu-

tativa.

3. Describir los fundamentos de la teoria analitica que garantizan que |7(p)| <

2p'1/? para todo nimero primo p.

1.6. Alcances y Limites

Esta investigacién estuvo orientada a la matematica pura, especificamente en
la teoria de numeros, considerando la conjetura de Ramanujan desde un enfoque
analitico, asi como el operador Hecke para las formas modulares con respecto al

grupo modular.



CAPITULO II
MARCO REFERENCIAL.

2.1. Introduccién.
En este capitulo, se exponen de manera detallada los referentes tedricos que
constituyen el fundamento conceptual de esta investigacion, por medio de definicio-

nes, proposiciones, teoremas y algunas demostraciones.

2.2. Marco teérico.
2.2.1. Teoria de las formas modulares

La teoria de formas modulares combina aspectos de analisis complejo y teoria de
grupos matriciales. Para comprender adecuadamente el concepto de forma modular,

es esencial familiarizarse con las siguientes definiciones fundamentales.

Definicién 2.1 Una funciéon f : C — C se clasifica como holomorfa si muestra
diferenciabilidad en cada punto z dentro de C. Ademés, si f se extiende a R U {0},
se considera meromorfa en caso de ser holomorfa en todos sus puntos con la excepcién
de un conjunto discreto de puntos S. Para cada o € S, existe un n € Z* tal que

(z —a)"f(z) es holomorfa en o (Duque, 2016).

Definicién 2.2 (Grupo PSLy(C)). Rousu (2021) define el grupo de transformaciones
PSLy(C) como
az+b

PSLy(C) = {A(z): ot d | a,b,c,dECyad—bc:l}

Definicién 2.3 (Grupo PSLy(R) ) Se define el grupo de transformaciones P.SLy(R)

CcOomo

_az—i—b
ez +4d

PSLy(R) = {A(z) \a,b,c,dERyad—bc:l}

Las transformaciones de PSLs(R) son isometrias en el plano complejo, conser-

vando asi la métrica hiperbdlica (Rousu, 2021).



Definicién 2.4 Rousu (2021) define el grupo modular (de matrices) I' = SLo(Z)
como sigue:
a

b
'=SLy(Z)=4A= |a,b,c,d € Z y ad —bc =1
c d

Si se asocia a cada matriz A € T" una transformacion lineal racional mediante el

homomorfismo de grupos dado por

a az+b
¢ c d (2) cz+d

se obtiene el grupo modular (de transformaciones) T' = PSLy(Z) definido como

- b a b
[ = PSLy(Z) = { A(z) = 222 €T
cz+d c d
az+0b
—{A(z)— cz+d|a,b,c,d€Zyad—bC—1}.

En el contexto del grupo PSLy(R), las transformaciones pertenecientes al gru-
po modular actian como isometrias en el plano hiperbdlico. Se observa que tanto
la matriz identidad / como su contraparte negativa —I resultan en la misma trans-
formacion, es decir, I(z) = (—1)(z) = z. Esto implica que el subgrupo {£/} es un
subgrupo normal en T', denotado habitualmente como {41} <T. Por tanto, el grupo
PSLy(7Z) puede interpretarse como el grupo de matrices SLy(7Z), identificando cada

matriz con su opuesta. Esto lleva a deducir el isomorfismo T' 2 '/ {1}

PSLy(Z) = SLy(Z)/{+]}

Teorema 2.1 El grupo modular PSLy(Z) se presenta de la siguiente manera:

[ = PSLy(Z) = (T,R|T* = R* = I).
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También se puede ver I' como producto libre de los grupos ciclicos generados

por cada generador, para lo cual se necesita la siguiente proposicién (Boigues, 2023).

Proposiciéon 2.2.1 Sean los grupos

G1:<X17X2>"' 7Xn1 ’R17R27"' 7Rm1>yG2:<Y717Yv27"' 7Yn2’F17F27"' 7Fm2>

entonces el producto libre G = G * G5 tiene presentacion

G = <X17X27"' 7Xn17}/17)/27"' 7Yn2 | R17R27"' 7Rm17F17F27"' 7Fm2>-

Teorema 2.2 El grupo T es isomorfo al producto libre compuesto por un grupo
ciclico de orden dos y otro de orden tres, representandose matematicamente como

' = C, * Cy (Duque, 2016).

Definicién 2.5 Duque (2016) describe que, en el caso de un niimero natural n, se
puede definir el subgrupo de congruencia principal de nivel n con la siguiente expresién

matematicas:

b
['(n) = ¢ € SLy(Z)|la=d=1(modn) y b=c=0(modn)
c d

Otra forma de denotar el subgrupo principal de congruencia de nivel N es:

a b a b 1 0
I'(N) = € SLy(Z) |
c d c d 0 1

(mod N)

en donde la congruencia de matrices se da entrada a entrada. A partir de estos
grupos se tienen los subgrupos de congruencia I', que son aquellos tales que I'(NV) C T

para algin N € N. .
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Se dice que un subgrupo I' < SLy(Z) es un subgrupo de congruencia si contiene
algun subgrupo de congruencia principal, y el minimo n tal que I'(n) < I" se denomina

el nivel de I'. La siguiente notacién se utilizard para ciertos subgrupos:

b
Co(n) = ¢ € SLe(Z) :c=0 (modn)
c d
b
y(n) = ¢ ; €Sle(Z):a=d=1 (modn),c=0 (modn)
c

Definicién 2.6 Para cualquier elemento v en SLy(Z) y un entero k, se define el
operador de peso k, denotado como [v], aplicado a funciones f : H — C de la

manera siguiente:

(V) () = 5(v, 7) " f(y(r)), para todo T € H.

Teniendo en cuenta que el factor de automorfismo es distinto de cero e infinito,
se deduce que si f es una funcién meromorfa, entonces la funciéon f|v], preservara

esta caracteristica de meromorfia.

Definicién 2.7 Se define una forma modular de peso k£ con respecto a un subgrupo de

congruencia I' como una funciéon f : H — C que satisface las siguientes propiedades:

1. f es holomorfa.

2. Para todo v € I, se cumple que f[v]x = f, indicando que f es invariante de

peso k bajo I'.

3. La funcién f[a], es holomorfa en oo para cualquier a € SLy(Z).

El conjunto de todas las formas modulares de peso k asociadas con I' se repre-
senta mediante My(T"). Al igual que con My, (SLy(Z)), cada uno de estos conjuntos

constituye un espacio vectorial sobre los niimeros complejos C. Cabe destacar que
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la tercera condicion mencionada previamente puede ser sustituida por la siguiente.

Cuando la serie de Fourier de f se expresa como

f<7—> - Z anqn7
n=0

los coeficientes correspondientes a n > 0 deben cumplir con la relacién

la,| < Cn", donde Cy r son constantes.

Definicién 2.8 Considérese una forma modular f de peso k para un grupo I', inclu-
yendo a T'. El desarrollo de Fourier de f, o su expansién en términos de ¢, se define

como el desarrollo de Taylor de f en el disco unitario, expresado por la serie:

fq) = iow)q". (2.1)

Definicién 2.9 Una forma modular f se caracteriza como cuspidal si cumple con la
condiciéon lim, o f | 7(2 +ir) = 0 para cada vy en SLy(Z). El conjunto de todas las
formas cuspidales de peso k asociadas con I' se denota por Si(I'), como se describe

en Ramirez (2019).

2.2.2. Operador Hecke (H,)
Definicién 2.10 (Maier (2007) plantea que para n € N se define:

b
H, = |a,b,c,d € Z, ad —bc=n

a b
Sin =1, se tiene H, =1T'. Sea M = €eH,Sif:H—-CykelZ, se
c d

define la siguiente acciéon de M sobre f:

az+b

(flxM)(2) == (det M)*(cz + d)"2 f(Mz), Mz = ot d

= V71,72 € Msz(Z)y det(%%) 7’é 0: f|k('71’72) = (f|k’71)|k'72
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Por lo tanto, I acttia como un grupo sobre f. f es modular de peso 2k para un grupo
G # fllv]ek = f,Vy € G, con G cualquier subgrupo de I'. En lo adelante, si se habla
de una forma modular (o una forma de ctspide o una funcién), la forma siempre tiene

peso 2k. Similarmente se define f|y := f|[Y]ok, Vv € Moyo(Z),det v # 0.

Lema 2.1 Conjunto de representaciones (Maier, 2007)

A B
T\H, ~ M := |IAD =n,D>0,0<B<DyCH,
0 D

Demostracién. Cada elemento en I'\ H,, es representable por un elemento de M’. Sea

A B o A '
MeH, M= . Sea ¢ := m,d = —Ga- Entonces (¢,d) = 1 y existe
C D
beZeonad—be—1yv—| © " | €T Deahique cAtdC — 4 — 44
a,beZconad—bc=1y~y = p € I'. De ahi que cA+ = 40 " A0 —
c
* %
y yM = .n=det(M) = det(yM) = det(M') = A’D’. Escogiendo + o - se
0 =
1 %
puede obtener D > 0. Con una adecuada multiplicacién a izquierda por se
01

obtiene 0 < b<dy M € M'.

Dos elementos de I'\ H,, son iguales si y solo si son iguales en M":

A B A B o
Asuma = en I'\H,. Entonces cualquier calculo facil
0 D 0 D

muestra que esto es equivalente con A=A, D=D"y B=B" méd D.

Definicién 2.11 (Operador de Hecke). Para una forma modular f en My, y n € N,

se define un operador en el espacio de las formas modulares de peso 2k:

T,f :=n""! S flaeM

MeD\H,

El coeficiente numérico da férmulas “sin denominadores” (Maier, 2007).
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Lema 2.2 Ya que f es una forma modular, este operador estd bien definido (Lee,

2015).

Demostracién: Sea {M;} = M' y {M/} un conjunto diferente de representaciones.

Entonces para todo i, existe un S; en I: M] = S;M;. Dado que f|M{: flsinv,=

fls;|a,= flu,, se sigue directamente que

Tnf{Mz/} =nt! ZﬂM{: ntt Z fla="Tnf

y el operador esta bien definido.

T, es un operador en el espacio de las formas modulares, un operador en el

espacio de las formas cuspidales y un operador en el espacio de las funciones modulares

(de peso 2k).
Lema 2.3 T, f es modular, es decir, Vy € I': (T,,f)|y = T..f (Ramirez, 2019).

Demostracion:

Tl =t S fIMy =t S iy =t S fM =T

Mely, Mel'y, M'el'y

Y para M € M’ se obtiene:

T =it Y dy (“””) 22)

ad=n,d>0 d
0<b<d

H = Algebra, generada por los endomorfismos T,,,n = 1,2, 3, ...

Teorema 2.3 De acuerdo con Maier (2007), H es conmutativa, generada por (7}),

p primo. Si f es meromorfa de peso 2k (holomorfa en H) entonces T, f es la misma.
1. T,,1,, = 2_d|(n,m) dgk_QT%n, es decir, T, T, = T,,T),

2. (n,m)=1=T,T,, = Tun
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3. pprimo, 7 € N: T, T =T, +p2k*1T£

Demostracion. La ecuacién (2.2) muestra que T}, f es meromorfa en H (resp. holomor-

fa), porque la suma es finita.

Suponga que f es una funciéon modular, meromorfa en co. Entonces existe una

expansién de Fourier. Sea f(z) = 3,z c(m)q™, ¢ = ™.

Proposicion 2.2.2 T),f es una funciéon modular, y:

Tof(z) =Y ~(m)¢™ donde ~(m)= > a*'c (mn>

2
meLz al(nym) a
a>1

2.2.3. Funcion de Ramanujan
Definicién 2.12 Segtin Moreno (1977), la funciéon de Ramanujan 7(n) se define como

el coeficiente n-ésimo en la expansion en ¢ de la funcién discriminante

Ar)=q[1=¢")*=> 1(n)¢", ¢=¢€"", y Im(r)>0.
n=1 n=1

Proposicién 2.2.3 De acuerdo con Garaev et al. (2008), la funcién 7(n) posee mu-

chas propiedades aritméticas notables, tales como:

1. 7(n) es un valor entero y multiplicativo, es decir, 7(nm) = 7(n)7(m) si gcd(n,m) =

1

Y

2. 7(¢°"?) = 7(¢"H7(q) — ¢*'7(¢*) para todo entero a > 0 y cada primo ¢ (en

particular, 7(¢?) = 72(q) — ¢*),
3. 7(n) =X d" (mod 691),
4. 7(n) =3 d" (méd 2%) para n impar,

5. |7(q)| < 2¢'/? para cada primo ¢ y |7(n)| < n'*/*™ para todo entero positivo

n y cualquier € > 0.
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Teorema 2.4 Garaev et al. (2008) plantea que para todo entero A la congruencia

se cumple para algunos enteros positivos ny, mq, ..., ng, Mg CON

1 m. 2logp* . 921) —
fggfﬁ{numz} <p . ged(ngm;, 23!) = 1.

Usando el Teorema (2.4), se puede escribir cada clase de residuo médulo p en la

forma
96

;T(m) (méd p),

, 4 . oL
donde max;<;<osn; < p?l°8P". En particular, para alguna constante positiva C' el

conjunto

{r(n) (mod p):n < Cpsr'}
forma una base aditiva finita para el anillo de residuos Z,, de orden a lo més 96.

Teorema 2.5 Para todo entero A y cada € > 0, la congruencia

ZT(nZ) =X (mdd p)

i=1

es soluble en enteros positivos ny,...,nig que satisfacen la condicion

max n; < p>Te.
1<i<16

En particular, el conjunto {7(n) (mdd p) : n < p*>*¢} es una base de Z, de orden

a lo mas 16 para todos los primos suficientemente grandes p.

Teorema 2.6 Gomez (2019) indica que los valores obtenidos por la funcién 7 corres-

ponden a niimeros enteros.

Demostracion. Considérese A = Y% 05(n)¢" v B = >.70, 05(n)q™. A partir de
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esta representacion, se deduce la relacion
E}—E; = (14+240A)*—(1-504B)? = 3(240A)+3(240A4)*+(240A)*+3(504B)— (504 B)*.

Dado que se verifica 3(240A4)% = (240A4)% = (504B)* = 0 mdéd 1728, es suficiente
considerar que los coeficientes de 5A + 7B son miiltiplos de 12. Asi, el coeficiente de

n

q" es

503(n) + Tos(n) = > _(5d° + 7d°).
din

Mediante calculos elementales, se establece que para cualquier d € Z, las si-

guientes congruencias son validas:

BB+ =d* (@ —-1)=0 méd3, y &G+ 7d*) =d*(1-d*)=0 mdd 4.

Por lo tanto, se concluye que todos los valores de 7 son niimeros enteros.
2.2.3.1. Congruencias de la funciéon 7

Gallardo (2010) indica que para k 'y n en Z, se define ox(n) como la suma de las
k-ésimas potencias de los divisores de n. La funcién 7 satisface varias relaciones de
congruencia. Muchas de ellas pueden expresarse en términos de o (n). A continuacién

figuran algunas:
1. 7(n) = n (mod 2') para n =1 (mod 8)
2. 7(n) = 1217n (mod 2'3) para n = 3 (mod 8)
3. 7(n) = 1537n (mod 2'*) para n =5 (mod 8)
4. 7(n) = 705n (mod 2'*) para n = 7 (mod 8)
5. 7(n) = noyi(n) (mod 3%) para n =1 (mod 3)

6. 7(n) = no1(n) (mod 37) para n =2 (mod 3)
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7. 7(n) = n® (mod 5°) para n # 0 (mod 5)
8. 7(n) = nos(n) (mod 77) paran =0,1,2,4 (mod 7)
9. 7(n) = nos(n) (mod 77) para n = 3,5,6 (mod 7)
10. 7(n) = o1(n) (mod 691).
Para nimeros p # 23 primos, se tiene que
23

1. 7(p) =0 (mod 23) si (ﬁ) =—1

2. 7(p) = o11(p) (mod 23?) si p es de la forma a? + 230?

3. 7(p) = —1 (mod 23) en otro caso.

2.2.3.2. Conjeturas sobre Ramanujan
De acuerdo con Gémez (2019), la conjetura de Ramanujan postula que la funcién

7 exhibe las siguientes tres caracteristicas esenciales:

1. La funcién 7 es multiplicativa, lo que significa que para cualquier par de enteros

positivos coprimos m y n, se verifica 7(mn) = 7(m)7(n).

2. Se establece que para cualquier nimero primo p y entero positivo «, la relacion

T(p*t) = 7(p)T(p%) — p"r(p™!) es valida.

3. Se afirma que para todo niimero primo p, se tiene |7(p)| < 2p*t/2.
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CAPITULO III
DISENO METODOLOGICO

3.1. Introduccién
En este capitulo se presentan los aspectos metodolégicos de esta investigacion;
los cuales hacen referencia al disefio, método, tipo, enfoque y procedimientos reque-

ridos para el desarrollo de la misma.

3.2. Marco metodolégico
3.2.1. Disenio

El disefio que contempld esta investigacion es el no experimental, ya que tal
como lo plantea Herndndez et al. (2014), las variables no se manipulan de forma in-
tencionada. Segun el tiempo de estudio, el diseno es el transversal, el cual es definido
por el mismo autor como aquel en el que se recolectan datos en un solo momento, en

un tiempo unico.

3.2.2. Meétodo
Este estudio se fundamenté en la aplicacion del método deductivo, debido a su
capacidad para establecer conclusiones légicas y coherentes a partir de premisas ini-

ciales. Se basa en reglas y principios generales para inferir conclusiones especificas

(Olabuénaga, 2012).

3.2.3. Tipo

De acuerdo a las caracteristicas, esta investigacion fue de tipo documental, ya
que estuvo marcada por el interés de describir, mostrar y fundamentar la conjetura
de Ramanujan, desde un enfoque analitico (Ramos-Galarza, 2020). Ademads, es de
tipo exploratorio ya que aborda una tematica poco conocida, con el fin de proveer
una referencia general de la misma (Morales, 2015).
3.2.4. Enfoque

Debido a que en esta investigaciéon no se busca medir las variables, el enfoque

utilizado es el cualitativo, basando su desarrollo en las formas modulares de la conje-
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tura de Ramanujan, cuyos fundamentos son més teéricos que practicos (Ortega, 2018).

3.3. Procedimientos
En este apartado se incluye una descripcion de las diferentes etapas del proceso

de realizacion de este trabajo de investigacién hasta la etapa del proyecto:

1. Se realizé la solicitud de aprobacion de esta tematica investigativa.

2. Se realizo una amplia consulta bibliografica, sobre los fundamentos de las formas

modulares y la conjetura de Ramanujan.
3. Se present6 al asesor para su revision, correccién y posterior validacion.

4. Se sometio la propuesta de ante proyecto a la Facultad de Postgrado y Educa-

cion Continuada, a los fines de valorar la relevancia de la misma.

5. Se procedi6é con las correcciones realizadas por los respectivos jurados en ter-

minos de contenido, redaccién y metodologia.

6. Se elaboraron los capitulos IV y V, y los demas elementos constitutivos del

proyecto, segin los reglamentos de la UTECO.

7. Se entregd tres ejemplares a la Facultad de Postgrado y Educacion Continuada

del borrador final, con fines de la presentacién y/o defensa del mismo.
8. Se present6 al asesor para su revision, correccién y posterior validacion.

9. Se sometio la propuesta de ante proyecto a la Facultad de Postgrado y Educa-

cién Continuada, a los fines de valorar la relevancia y pertinencia de la misma.
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CAPITULO 1V
PRESENTACION DE LOS RESULTADOS

4.1. Introduccién
En este capitulo se presentan diferentes resultados que caracterizan los opera-
dores de Hecke, los cuales sirven de fundamento para la conjetura de Ramanujan,

abordada desde un enfoque analitico.

4.2. Caracterizacion del operador de Hecke para las formas modulares
Para la caracterizacion del operador de Hecke, considerando un niimero entero
positivo n, para las formas modulares de peso k con respecto a SLa(Z), el operador

de Hecke enésimo T¥! de peso k se define como sigue:

TH(f) = ns~! 3 flalx

&€Mz(Z,n)/SSLa(Z)
Aqui, f representa un miembro de My(SLy(Z)). Es importante notar que en
situaciones donde el peso de T’ ibk} es implicito, se utilizara simplemente T,,. Adicional-

mente, la expresion de TT[L"/’} puede reformularse de la siguiente manera:

d—1 a b
TH() =na 33 f
ad=n b=0 0 d
d>0

Para una forma modular f € My, v n € N, se define un operador de Hecke en

el espacio de formas modulares de peso 2k como sigue:

MGFHn

Teorema 4.1 Se establece que T, f, es una funcién modular. Y ademas

=Y ~(m

MEZ



22

donde y(m) es una serie que depende de los coeficientes ¢ de la forma modular f y

se define por la relaciéon:

a
Demostracion. Sea M una matriz de SLy(Z) de la forma M = , tal que ad = n
0 d

y 0 < b < d. La accién del operador T}, sobre f se puede representar como:

b
(Tnf)(Z) _ nk—l Z d—Qk;f <CZZ + )
ad=n,d>0 d
0<b<d
Expandiendo f en su serie de Fourier y aplicando la transformaciéon de la matriz

M a cada término:

(LHE) =nt 3 a7 Y e(m)emm

ad=n,d>0 meZ
0<b<d

Al integrar respecto a b, solo los términos donde d|m no se anulan, lo que permite

simplificar la suma y redefinir m en términos de m/':

(Tnf)(z) _ nk—l Z d—2k+1 Z C(dm/)qam’
ad=n,d>0 m/€Z
Agrupando los términos que contienen las potencias de ¢ y definiendo p = am/,

m' = £ yd="12, se obtiene:
a

a’

UNHIOED DY (Z)(%

HEZ  al(n,u),a>1 a

k=1 en la definicién de los Operadores de Hecke,

Notar que debido al factor n
la sumatoria resultante no posee denominadores. Finalmente, se concluye que f es
meromorfa en oo, lo que significa que existe un N tal que ¢(m) = 0 para todo

m < —N. Esto implica que v(u) = 0 para todo p < —Nn, demostrando que T, f es
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meromorfa en oo y, por lo tanto, una funcién modular.

Teorema 4.2 Sea n un entero positivo cualquiera, el operador de Hecke T¥! constitu-
ye una transformacion lineal sobre el espacio M (SLs(Z)). En términos més precisos,
si f representa una forma modular de peso k en relacién con SLgy(Z), entonces la
expansion en serie de potencias de ¢ para T,,(f) puede ser expresada de la manera
siguiente:

o) o1 m2

T.(f)=> | > d~ A<d2> q"
m=0 \ d/m,n

d>0

donde A(m) denota los coeficientes correspondientes a la expansion en serie de f.

Demostracion. Considérese f como un elemento del espacio M (SLy(Z)), cuya expan-
sién en serie de potencias de ¢ es la siguiente: 22, A(s)¢®. Se observa que T,,(f) es
holomorfa en H, por lo que se debe verificar su cumplimiento con las condiciones de

modularidad de peso k respecto a SLy(Z) y su regularidad en el infinito.

Para demostrar que 7T,(f) satisface las condiciones de modularidad de peso k,
se parte de la identidad SLy(Z)Ms(Z,n)SLo(Z) = Ms(Z,n). Esto implica que, para
cualquier & € My(Z,n)/SLa(Z) y v € SLy(Z), existe un ' € SLy(Z) y un § €
My(Z,n)/SLa(Z) que satisfacen ay = ~'8. Si otro elemento o € My(Z,n)/SLs(Z)
cumple o’y = 4" para algin 7" € SLy(Z), entonces se concluye que o/ = a.

Desarrollando T, (f)[v]x, se encuentra que:

T (f) [V = n*/?7 > flon k.

a€EM>(Z,n)/SLa(Z)

Utilizando la identidad, se selecciona un v, € SLy(Z) y un By € My(Z,n)/SLy(7Z)

de manera que ary = 7,0,. Esto simplifica la expresién de T, (f)[7]x a:

To(f)[ e = n*/2 > f1Balk-

Ba€M2(Z,n)/SLa(Z)

Puesto que f es una forma modular de peso k, la suma sobre /3, resulta ser
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invariante bajo la accion de SLy(Z), permitiendo afirmar que 7, (f) cumple con la

condicién de modularidad de peso k para SLy(Z), es decir:

To(H) e = Talf)-

Para probar la holomorfia de T,,(f) en el infinito, basta con mostrar que la
serie de ¢ de T,,(f) no incluye términos con potencias negativas de ¢, asegurando asi
su comportamiento regular en tal extremo. Partiendo de la definicién de T,,(f), se

procede a expandirla, resultando en la siguiente expresion:

a—1 d b

T(f)=nt Y 3 f (4.1)

ad=n b=0 0 a
a>0 k

esta férmula se transforma en:

T,(f) = n? 1ZZn§— <d2+b> (4.2)

ad=n b=0
a>0

Y luego se expresa como:

27rs(dz+b)

(4.3)

S IDMETES I

ad=n b=0
a>0

Posteriormente, se reagrupan los términos en la tltima expresion para obtener:

S gnk—la—’f( +Z>\ 2”“““) (4.4)

ad=n b=0
a>0

Reorganizando la suma interna, se llega a una nueva forma para T,,(f):

n k—1 - 1 7]{ ;2ms(dz+b)
HUEDS (%) @+ ) Zlbz M) =5 (@s)
‘>0’ IS

Finalmente, se reformula la descripcion de T,,(f), identificando dr con m y uti-

lizando la relacién % =d:
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T, = X =20 + T 3 A (M) g (1.6
o e i

que equivale a
= 1y (MmN m
Tn(f)zz ( Z d" 1/\<d2>)q
m=0 \d>0,d|m,d|n

Teorema 4.3 Sea m y n un par de enteros que son mutuamente primos. Entonces,

se cumple la relacién para los operadores de Hecke de peso k de la siguiente manera:

Ty[ﬁ T,E,’f] — T — plkplk]

mn m n

Demostracién. Una funcién modular f de peso &, los operadores de Hecke TI* y T[¥]

estan definidos como:

THf(z)=n"" 3 abf (““b),
Oaélb:gd

cd=m
0<b' <c

THTIH f(2) se calcula como sigue:

/
THTH f(2) = T [ 1 3 i (CZ +b >
cd=m ¢
0<b' <c

cz+b’ b

cd=m ad=n
0<b'<c0<b<d

o h—lphel Z C*ka*kf <acz + Zb/ + b) .
c

cd=m,ad=n
0<b'<c,0<b<d

Dado que m y n son coprimos, se pueden reorganizar los términos en la suma de

tal manera que coincidan con la definicién de Tl f(z). Esto es posible porque cada
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par (a,c) donde ac = mn aparece exactamente una vez en la suma doble, y 0’ y b
varian independientemente dentro de sus respectivos rangos.

Entonces, la expresién se simplifica a la forma de TI* £(2):

/!
T = )t 3 ety (S0 <7
ey

De manera similar, si se calcula T#f] T,[Lk] f(2), se llega al mismo resultado, demos-

trando que los operadores conmutan:

TR f(2) = TR f(2)-

Por lo tanto, para cualesquiera m y n coprimos, se verifica que TJL’“]T%} = TT% =

THETIF 1o cual completa la demostracion.
4.3. Demostraciéon desde un enfoque analitico de la conmutatividad de
la funcion de Ramanujan
Para probar la conmutatividad de la funciéon de Ramanujan, es preciso recurrir
a los siguientes lemas, que permitiran justiticar las afirmaciones correspondientes. Se
define A como la funcién discriminante modular y se selecciona un nimero primo

arbitrario p. Posteriormente, se define la funcién f como:

F2) = pA02) + 3 A ( : ’“) (47)

Lema 4.1 Dada f conforme a la ecuacién (4.7), se sostiene que

fz+1) = [f(2)

Demostracion. Se evalia f en el punto z + 1:

Flz+1) = p?Alp(z + 1)) + pg A (W)

Utilizando la propiedad de periodicidad de A, la cual es una forma modular de
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cuspide de peso 12, se tiene que:
A(p(z +1)) = A(pz +p) = Alpz)

Esto permite simplificar la expresion a:

f(z+1) =p”A(pz) +ZA<<Z+1)+I€>

p

Al observar la sumatoria sobre k, se reconoce su periodicidad con periodo p, lo

cual permite expresar f(z + 1) como:

flz+1) = pA(p2) —|—ZA<Z—|_(]€+1))+A<(Z+1)+(]9—1)>

k=0 p p

Reorganizando los términos de la sumatoria, se obtiene:

Flz+1) = p2A(p2) +ZA<Z+k>+A<Z+p>

p p

Aplicando la propiedad de modularidad de A, la cual establece que A(z+m) =

A(z) para cualquier entero m, se llega a la siguiente igualdad:

o(52)-2)-2()

Incorporando esta igualdad en la expresion previa, se concluye que:

flz+1) =p"?A(pz) +:§:1A (Z * k) + A <Z> = f(2)

p p

Lema 4.2 Sea la funciéon f previamente definida en la ecuacion (4.7). Se plantea

que:

(=) =)

z

Demostracion. Considere la transformacién de f bajo la inversion y escalado de su
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1

1) 12 ( p) = <_1+k7>
f( ) =0 . ];) p
p—1 .

N - +ZA<Zk 1)
» k=0 “pP

12 p—1
1 [ ? z zk—l)

= — A=+ ) A

Y (p”) <p> kzzo ( zp

= 0) g ()
r) = zp

La idea es mostrar una correspondencia entre los términos de la sumatoria y

argumento. Especificamente, evaluando f en el punto —

2'2. Para esto, se examina la funcién modular A de peso 12. De acuerdo con sus
propiedades de transformacion modular, para w € H y enteros a, b, ¢, d con ad—bc = 1,

se tiene que:

aw + b
A = ZA
(cw n d) (cw 4+ d)“A(w)
Ahora, se identifica z con cw + d y Z%’“ con w, y se tiene:
A(zk—l) :A<aw+b>
zZp cw+d
= (cw + d)?Aw)

_zp <z+k>
D

Para 1 < k < p—1, ged(p, k) = 1. Por lo tanto, existen enteros m,[ tales que
lk +mp = 1. Utilizando estos enteros, se puede expresar a y b en términos de [ y
m, respectivamente, estableciendo una relacién entre aw + b y %. En particular, se

tiene:

(=Dk+ (—m)p =ak +bp=a(—d)+bc= -1
zk —1
p

=aw—+b=

Al aplicar estas identidades, se demuestra que:
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()= (2G5 ()

Finalmente, simplificando y reorganizando términos, se concluye que:

/(Y=o

Teorema 4.4 Para cualquier niimero primo p y para cada entero positivo k, la fun-

cion 7 satisface la relacién:

Demostracion. En el contexto de la funcién f descrita en la ecuaciéon (4.7), se define

la funcion

f(z)
A(z)

F(z) =

Se observa que esta funcién exhibe propiedades periddicas notables. Especifica-

mente:

1. La propiedad F'(z + 1) = F(z) se deriva de la invariancia de traslacién de f(z)
y A2).

2. La invariancia bajo la inversion modular se demuestra a través de la igualdad

F(-1)=F(2).

Se procede a expresar f(z) y A(z) mediante la funciéon 7 de Ramanujan, lo que

revela que:

= i 7(n)q

n=1

12 Z qpn + Z Z qze%ﬁf”,

k=0n=1

p—

12 Z qpn + Z qp ZQQW;]C”,
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La funcion auxiliar

p—1

e(p,n) = kg

2mikn
e P

se introduce para simplificar la expresién de f(z), y se encuentra que ¢(p,n) = p
si p divide a n, y ¢(p,n) = 0 en caso contrario.

Esta simplificacién permite escribir f(z) como:

f(z) = 2 iﬂn)qu +p§1¢<pn>q".

Dado que f(z) es el producto de A(z) por F(z), y F(z) es invariante bajo las
transformaciones del grupo modular, se concluye que F(z) es una funcién modular

débil de peso 0 y por ende constante, representada por:

F(z)=p-7(p).
La identidad resultante
T(p) > T(n)g" =p"' > ()¢ 4+ T(pn)q" (4.8)
n=1 n=1 n=1

permite extraer el coeficiente de ¢" y, al establecer n = 1, llegar al resultado

deseado:

(o) (p") =" (0F7) + 7 (1) -

Teorema 4.5 Para cualesquiera m,n € Z tales que (m,n) = 1, se tiene que
T(mn) = 7(m)7(n) (4.9)
Demostracion. Probar la propiedad multiplicativa equivale a demostrar la expresion:

T(p'n) = (p")7(n) (4.10)
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Si k = 0 entonces la ecuacién (4.10) se sostiene trivialmente. Ademads, puesto

que p > 2, igualar el coeficiente n-ésimo equivale a

7(pn) = 7(p)7(n) (4.11)

Igualando los coeficientes de la ecuacién (4.8)

Para concluir la demostracion, se construye una secuencia recursiva en k sobre

7" dada por:

e = 7(p"n) — 7(p*)7(n) (14)

Como se muestra arriba pg = p; = 0, suponer que p; = 0 paratodo 0 <[ < k—1.

Usando la ecuacion (4.8), se derivan las siguientes ecuaciones auxiliares que resulta

T(0") = 7(p)r (") = p"r(p"7?) paran =1
L 7(p)r(p*~'n) = p"r(p*~*n) + 7(p"n)
2. T(p)r (") = p (") + (")

Se sigue que

o =7(p"'n) = T(p" ) 7(n) = 0

pe—a = 7(p"*n) = T(p"?)7(n) = 0

Una manipulacion algebraica muestra que

k—1 11

n) —ptr(pF?

T(p*n) = pp = 7(p")r(n) — 7(p)T(p n)

& e = 7(p)T(P* ) — pT (") + 7 (p*)7(n)
& = [T ) = ptr ()| = () [r(o)r (") — ()]
& = 7(p) [r(p" ) — ()] + " [F()r () — (0

& e = 7(p) -1 — P pr—2
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& = 7(p*n) — 7(p")r(n) = 0
lo cual demuestra que para cualquier k € Z™T,
T(p*n) = 7(p")7(n)
Por lo tanto, para cualquier m,n € Z coprimos, se tiene que
7(mn) = 7(m)7(n)

Teorema 4.6 Sea n un ntmero natural con una factorizaciéon en ntimeros primos

dada por n = p{'p5? - - - pi¥, se cumple que:

m(n) = [ 7(»;) (4.12)

Demostracion. Considere la descomposicion prima de n como se en la expresion (4.12).

Se observa inicialmente que:
7(n) = 7(py'ps -+ Pi")

Suponer que nj representa el producto p5?---pi*. Entonces, se puede afirmar
que:
7(n) = 7(py'ni) = 7(p7")7(n1)
La expresion anterior permite deducir de manera recursiva que:
k
..
T(n) = 778 i) = (07 [T 7(07)
j=2

Este razonamiento se extiende a todos los factores primos de n, lo lleva a concluir
que la funcion 7 satisface la propiedad multiplicativa para la descomposicién prima

de n:
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4.4. Fundamentos de la teoria analitica que garantizan que |7(p)| < 2p''/?
para todo ntimero primo p

Proposiciéon 4.4.1 Dado I', un subgrupo de congruencia. Si f : H — C es una

funciéon que cumple con la propiedad de ser modular de peso k para I', entonces la

Im(2)*/2| f(2)| es invariante bajo T

a b
Demostracion. Considérese v = perteneciente a I'. Es claro que la siguiente

c d
igualdad es valida:

/2 B w2 | €z +d
(32427 02)] = (a2 0 )
Esto se deduce del hecho que
Im(2)
I = —

y por ende, al elevar esta expresion a k/2 y multiplicarla por |f(z)], se obtiene

que:

f(2)

Im(z)k/z (cz + d)k

= ()| f(2)].

Por lo tanto, Im(z)*/2|f(z)| se mantiene constante bajo la accién de v en T,

demostrando que es una cantidad invariante de I'.

Teorema 4.7 Sea f una forma modular perteneciente al espacio Si(SLa(Z)), con
una serie de g-expansion expresada por la suma infinita >°0°, b,q¢". Existe un real

positivo M tal que se cumple |b,| < MnF* para todo n natural.

Demostracion. Se considera f como una forma cuspide de SLy(Z). Por las propiedades
de tales funciones, para cada constante C' > 0 se puede encontrar una constante

M" > 0 que garantiza:

|f(Z)| < M//e—27r1m(z)
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en la region D = {z € Fgryz : Im(z) > C}, donde Fgp,z) es una regién
fundamental. De aqui se deduce que el producto Im(2)*/2|f(z)| estd acotado en D,

existiendo por tanto un M’ > 0 tal que:

Im(2)*?| f(2)| < M"

Dado que Im(2)¥/2|f(z)| es invariante bajo SLy(Z), esta cota se mantiene para

todo z en H. Para los coeficientes b,, de la expansion en serie de Fourier de f, se tiene

1 . i
b= [ o+ ig)e e g,
0

donde y es un real positivo elegido entre 0 y 1. Aplicando la acotaciéon anterior

a la integral, se obtiene:

|bn‘ < M/yfk/2€27rny'

Al seleccionar y = 1/n, se simplifica la desigualdad a:

|bn| S M/nk/Q,

con M’ siendo una constante positiva que depende de M y k. 0

Ramanujan establecié que la funcién 7, determinada por sus valores en los ni-
meros primos, estd acotada por una expresién menor que n®. Ademsds, se conjeturd
que para todo n > 1, se verifica que |7(n)| < d(n)-n'"/?, donde d(n) indica el ntimero
de divisores positivos de n. En el caso particular de los niimeros primos p, se cumple

que |7(p)| < 2p''/2.

La trascendencia de esta secuencia se revela al evidenciar su conexion con las
formas modulares, las cuales son funciones holomorfas de gran importancia por su
aplicacion en la teoria numérica moderna. Se define una forma modular de peso

k en relacion con SLg(Z) como una funcién holomorfa f, establecida en el semiplano
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superior H = {z € C | Im(z) > 0}, que satisface condiciones de simetria especificas:

iz se permite que f sea expresada mediante una serie

¢) Al introducir ¢ = e
de Fourier como f(z) = >0° __ b,q". Para que f sea considerada como una
forma modular (especificamente, holomorfa en las ctspides), debe cumplir que

b, = 0 paran < 0.

Si adicionalmente se tiene by = 0, se denomina a f como una forma cuspidea. Las
formas modulares de peso k, ya sean cuspideas o no, constituyen un espacio vectorial
sobre C de dimensioén finita. El menor entero positivo k para el cual dicho espacio de
formas cuspidales de peso k es distinto de cero es k = 12, siendo su dimension igual

a uno. Dicho espacio es generado por la funcién

Az) = f: e

denominada la funcién discriminante. Dentro del conjunto de formas cuspideas de
peso k, existe una secuencia de operadores T,,, conocidos como operadores de Hecke.
La version general de la conjetura de Ramanuja, que fue demostrada por Deligne como
se refiere en (Deligne, 1974), se aplica a ciertas formas cuspideas que son vectores
propios para todos los operadores T),. La existencia de tales formas se asegura gracias
a la propiedad de conmutatividad de los operadores de Hecke (es decir, cada par de

estos operadores conmuta).

Teorema 4.8 Considérese f(z) = Yo%, a,q" como una forma cuspidea de peso k
normalizada, es decir, con a; = 1. Sea f un vector propio para la familia de operadores
de Hecke. Bajo estas condiciones, para cualquier niimero primo p, se verifica que la

magnitud de a, cumple con la siguiente desigualdad: |a,| < 2pk=1)/2,
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CAPITULO V
ANALISIS Y DISCUSION DE RESULTADOS

5.1. Introduccién

En este capitulo se describe un analisis de resultados que caracterizan el opera-
dor de Hecke y la conjetura de Ramanujan desde un enfoque analitico, a los fines de
destacar los aspectos mas relevantes de acuerdo a los objetivos planteados. Ademaés,
se establecen las conclusiones y algunas lineas futuras que se pueden generar a partir

de las mismas.

5.2. Analisis de los resultados

Con relacién al objetivo 1, de caracterizar el operador de Hecke para las formas
modulares con respecto al grupo modular, este operador actia sobre una forma mo-
dular f mediante una suma que involucra las imagenes de f bajo acciones de ciertas
matrices, transformando asi cada coeficiente de Fourier de f. Este operador no solo
preserva la estructura modular de f sino que, bajo ciertas condiciones, garantiza que
T, f sea también una funcion modular. La importancia de los operadores de Hecke
se subraya a través de su capacidad para conmutar entre si, particularmente cuan-
do son aplicados a nimeros coprimos, lo cual se demuestra reorganizando las sumas
involucradas en su definicion, manteniendo la invariancia modular y asegurando la

estructura deseada en la serie de g-expansion de las formas transformadas.

Con respecto al objetivo 2, de demostrar desde un enfoque analitico que la
funcién de Ramanujan es conmutativa, se utiliza la funciéon discriminante modular A
para demostrar la conmutatividad de la funcién de Ramanujan. Definiendo la funcién
f(2) como una combinacion lineal de transformaciones de A, donde p es un ntimero
primo, se facilita el uso de propiedades de periodicidad y modularidad. Se demuestra
que f(z) es invariante bajo traslacién y transformacién modular, implicando que f(z)
hereda la naturaleza modular de A, lo cual es crucial para establecer la relaciéon de

conmutatividad de 7, la funcién que representa los coeficientes de Fourier de A.
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Ademas, se presentan teoremas que destacan la multiplicatividad de la funcién
T para argumentos que son potencias de nimeros primos, evidenciando que 7 es un
eigenfuncion para los operadores de Hecke. Esto ilustra la conexion entre las estruc-
turas algebraicas y las propiedades analiticas de las formas modulares, lo que lleva a

resultados significativos en la teoria de niimeros.

Conforme al objetivo 3, de describir los fundamentos de la teoria analitica que
garantizan que |7(p)| < 2p''/? para todo ntimero primo p, se destaca que en el estudio
de la funcion de Ramanujan 7, aparece la expansiéon de la serie de ¢ de la funcion
discriminante modular A, en la que 7 satisface ciertas propiedades cruciales bajo la
accion de los operadores de Hecke. Un resultado fundamental de esta teoria es que

1172 Fgte resultado se

para todo nimero primo p, la magnitud de 7(p) no excede 2p
arraiga en la invariancia de una forma modular f bajo la acciéon de un subgrupo
de congruencia I', donde el producto Im(z)*/2|f(z)| permanece constante para f de
peso k. Este invariante se deriva de la naturaleza de las formas modulares, que son
holomorfas en el semiplano superior y presentan simetria tanto bajo traslaciones
enteras como bajo transformaciones modulares.
5.3. Conclusiones

En correspondencia con los objetivos planteados en esta investigacion, a conti-

nuacion se plantean las conclusiones mas importantes que se derivan de la presenta-

cion y andlisis de los resultados:

1. Con respecto al objetivo 1, la caracterizacion del operador de Hecke dentro del
contexto de las formas modulares demuestra que este operador es fundamental
en la transformacion de los coeficientes de Fourier de una forma modular f.
Preserva la modularidad de f y la propiedad de que T, f también sea una

funcién modular.

2. De acuerdo con el objetivo 2, el analisis ha demostrado que la funciéon de Rama-
nujan cumple con la propiedad de conmutatividad, utilizando la funcién discri-

minante modular A como herramienta clave. La definicién y manipulacién de
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f(2), en combinacién con las propiedades intrinsecas de A, han permitido vali-
dar que f(z) conserva la invariancia modular, heredando asi la conmutatividad
de A. Esto no solo confirma la relacién de conmutatividad de los coeficientes
de Fourier de A, representados por la funcién 7, sino que también proporciona
una base sélida para entender mejor las interacciones entre los operadores de

Hecke y las formas modulares.

3. Conforme a lo establecido en el objetivo 3, el estudio de la funcién de Ramanujan
7 y su relacion con la teoria analitica ha llevado a confirmar que, efectivamente,
para todo nimero primo p, la magnitud de 7(p) estd limitada superiormente

11/2 Esta conclusién se fundamenta en la propiedad de invariancia de

por 2p
la funcion modular f bajo la accién de subgrupos de congruencia, donde se
mantiene constante el producto Im(z)*/2| f(z)|. Dicha propiedad es intrinseca a
las formas modulares, las cuales exhiben simetria y holomorfia en el semiplano

superior.

En respuesta al objetivo general, el analisis del enfoque analitico de las formas
modulares en la conjetura de Ramanujan destaca el papel clave del operador de Hecke
y la funcién discriminante modular A. Este enfoque ha permitido no solo confirmar
propiedades fundamentales de la funcion de Ramanujan, como su conmutatividad y
los limites de sus coeficientes, sino también fortalecer el vinculo entre la teoria de
numeros y las formas modulares.

5.4. Lineas futuras de investigacion
Esta investigacion supone grandes retos ya que da apertura a diferentes lineas

de investigacion, algunas de las cuales, se presentan a continuacion:

1. Analisis de los valores propios de los operadores de Hecke y su papel en la

predicciéon de la distribucién de niimeros primos.

2. Desarrollo de algoritmos computacionales para la verificacion numérica de la

conjetura de Ramanujan para grandes valores de p.
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3. Anélisis de la generalizacién de la conjetura de Ramanujan para formas modu-

lares de niveles superiores y sus posibles aplicaciones.

4. Aplicacion de las técnicas de la teoria de formas modulares al criptoandlisis y

la seguridad informatica.

5. Analisis de la conjetura de Ramanujan en el marco de la teoria de K-teoria

algebraica.
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Anexo. Método para obtener series de Ramanujan.

Conjetura Alterna Se considera u es igual a 1 o -1. Se supone la existencia de

numeros algebraicos positivos z, a y b, con z < 1, tal que la serie

Zu 2"(a+bn) = = (5.1)

™

satisface las propiedades de una serie de Ramanujan.
Bajo estas premisas, se propone la siguiente expansion en serie:
km 4

Zu (n+ x)2""la+ b(n + )] = 71r_ - + O(2?) (5.2)

Aqui, k£ es un numero racional positivo que depende de los valores de a, b, y z.

Se define la funcién R(z) como:

R(x) = i u"B(n + x)2"™[a + b(n + )] (5.3)

n=0

Por lo tanto, de acuerdo con la ecuacién (3.7), se concluye que:

_ _Rl/(o)

™

(5.4)

Se considera la posibilidad de asociar un nimero racional, denominando k, a cada

serie que corresponde al tipo Ramanujan. Se examinan las siguientes series:

= 1 (2),00),0), (20002 278092 \ 1
7;)994” (1)3 ( 9801 9801 ") s
=y (5),),0), (V3 17vE \ 1
ngo 6n (1) (36 12 ") R (5:5)
=3y (0, 6),G), (13ve ey
,;(_1) (8) (1)3 < 64 32 ”> T

Estos ejemplos conllevan a los valores de k como 56, 1 5 , y 7, respectivamente. Se
busca demostrar que los pardmetros u, B(n) y k son cruciales para definir cualquier

serie del tipo Ramanujan. Se parte de la expresion:
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Zu (n+2)2""la+b(n+x)] —aZu (n+2)2"7"+b> u"B(n+xz)z"t(n+x),

n=0 n=0
(5.6)
y se definen las funciones:
=> u"B(n+x)""", Zu (n+2)2""(n + ), (5.7)
n=0
tal que:
R(z) = aS(x) 4+ bT'(x). (5.8)
Utilizando la Conjetura (5.1), se establece el sistema de ecuaciones:
1
aS(0) +67'(0) = —,
7r (5.9)
aS’(0) +bT'(0) = 0.
Se formula entonces una ecuacién que relaciona z y k:
—aS"(0 —=b7"(0
f(z) =k, donde f(z)= as™(0) + ( ), (5.10)

™ T
Para resolver la ecuacién (5.10) se propone un método numérico que comienza con
una aproximacion inicial z; de z, obtenida al considerar solamente los términos de
n = 0 en las funciones B(z)z* y B(x)z"z en lugar de S(z) y T'(z). Esta aproximacién
conduce a una ecuacion cuadratica en In(z).

Posteriormente, se emplea la ecuacion

Inz, Inz,

k.,  k

la cual se basa en la hipotesis de una relacion lineal entre k y In z. Para mejorar las

aproximaciones de z, se utiliza la recurrencia

kn - f(zn)a Zn+1 = Zs/k"
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El interés principal radica en determinar el valor algebraico de z cuando k es un
numero racional. Después de calcular una aproximacion numérica de z, se intenta
identificar su expresién algebraica. Las funciones identify [8] y minpoly, implemen-
tadas en Maple 9, resultan adecuadas para este propoésito. Una vez encontrado el
valor de z, el sistema (5.9) permite obtener aproximaciones numéricas de a y b. A

continuacion, se presenta un ejemplo del procedimiento: Se toma
1 1 3
(), (1), (1),
(13

Al sustituir & = 4 en la ecuacion (5.10) y aplicar la recurrencia con el valor inicial

2 = 2560,
se obtiene la siguiente secuencia de aproximaciones:
n Zn, kn, n Zn k,
1 ]| 0.1164700015 | 3.923087536 || 6 || 0.1111111692 | 3.999999144
2 ]| 0.1116624439 | 3.991903391 || 7 | 0.1111111169 | 3.999999913
31| 0.1111670393 | 3.999176679 || 8 || 0.1111111117 | 3.999999991
4 || 0.1111167760 | 3.999916585 || 9 | 0.1111111111 | 3.999999999
5 0.1111116848 | 3.999991552 || 10 || 0.1111111111 | 3.999999999
Se concluye rapidamente que
1
z=0,1111111111--- = 9

Al incorporar este valor en (5.9), se encuentran

a = 4,618802153517, y b= 0,577350269189

y la funcién identify en Maple 9 identifica estas constantes como

8 1
a:§\/§, Yy b:§\/§.

En los ejemplos que se presentardan a continuacion, se utiliza la funciéon identify



para la identificacion de constantes. Por ejemplo, al considerar

y al fijar k = 4, se obtienen los siguientes resultados:

1
z=9— 45, =3 10v5 — 22, v b=1/20V5 — 40.

En un escenario diferente, si se toma

y se establece k = 5, se llega a

5
2 =17 —12V/2, a:2\/_—§, y b=6vV2—6.

Para series alternadas asociadas a k = 15, con las funciones binomiales

1 13 55
“T 3024 YT 108 VT, 36 VT
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Finalmente, para las series de términos positivos relacionadas con k = 8, se tienen

las siguientes expresiones:
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N—
w

(3),

i (1) (97 — 56v/3)"(v/78v/3 — 135 + 6y/14v/3 — 24 - n)

D=

)
m

= (3),(5),0), (Ly (W@ﬂogﬂn) !

(1) s1) \ 9 ™
))n (3) (13\/7— 34)" <7\/7— 10 13v7 - 7n> 1
(

Y

] 27 9
D6, G4y (B, 2 ) 1

125 T
Las soluciones explicitas para el sistema (5.9) se expresan como:

a= '(0) b=
w[S(0)T7(0) — S"(0)T(0)]’

Insertando estos valores en (5.10), se llega a:

—5'(0)
m[S(0)T"(0) = 5"(0)T(0)]

S"(0) + kx2S(0)  T"(0) + kx>T(0)
5'(0) a 1'(0)

Se introduce el nimero N, definido por:

- [t

Mediante andlisis numérico en una variedad de ejemplos, se encuentra una relacién

directa entre N y k, que parece ser funcién de la parte binomial B(n). Esta relacién
se muestra en la siguiente tabla:

(3), (2),(1),(3), | G).().(), | (3).(3),(3),
@3 @3 @3 @3
N=k+1| N=k+2 | N=k+4 | N=k+3}

Se conjetura que N es un parametro crucial en la teoria de funciones modulares

elipticas aplicadas a las series de Ramanujan, permitiendo determinar las funciones
z=2(N),a=a(N),y b=>b(N).

S"(0) 4 kn25(0) = —27v/NS'(0),
T"(0) + kr?T(0) = —27v/NT'(0).
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Derivando la primera ecuacién respecto a z y simplificindola con la segunda, se

obtiene:

dk 1 dN

En los cuatro casos que relacionan N y k, se cumple:
dN  dk

dz  dz

S'(0) = =7V N - 5(0),

(5.11)

indicando que esta forma simplificada facilita el calculo del valor de z en funciéon de

los pardmetros u, B(n) y N. Para una aproximacion inicial de z, se define la suma

parcial S;(x) de S(x) por
J

Si(x) = Z u"B(n + x)2",

n=0

y se aborda la solucién de la ecuacién modificada
Sh(0) = =7V NSy (0).

La solucién propuesta para esta ecuacion es

z = Me—™VN

Y

donde M corresponde a los valores presentados en la tabla a continuacién:

Expresion | Valor de M
(3) 64
13

1y (1) (3

(z)n(é))g(él)n 956

1y (1) (5

Gllelaeh | 1728

1y (1) (2

(5.12)

(5.13)

(5.14)



Para refinar el valor de z, se utiliza un método de recurrencia, expresado por

Y

Zn ) \/ N/Np

No=f(z), zZp1=M (M

donde f(z) se define como

5'(0) r

=N o g = | 20

49

(5.15)

(5.16)



