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RESUMEN

La investigación �Análisis del Modelo Matemático tipo Sine-Gordon para la

Predicción del Rendimiento de Señal en Cables de Fibra Óptica� tiene como objetivo

general analizar el modelo Sine-Gordon en la predicción del rendimiento de señal en

cables de �bras ópticas. Los objetivos especí�cos incluyen la evaluación del modelo, la

aplicación de predicciones para mejorar el diseño de cables y el análisis de parámetros

clave en la predicción del rendimiento de señal.

La metodología empleada es de tipo analítica, con un enfoque analítico- ex-

ploratorio y un diseño transversal. La investigación es descriptiva y se realiza bajo

un enfoque cualitativo, centrándose en el análisis del modelo Sine-Gordon para la

predicción de señales en cables de �bra óptica.

En los hallazgos, se destaca el éxito de la exploración detallada del modelo

Sine-Gordon, demostrando su aplicabilidad en la descripción de la propagación de

ondas electromagnéticas en �bras ópticas. Se establecen conexiones con las leyes fun-

damentales del electromagnetismo y se realizan predicciones valiosas para mejorar el

diseño y la optimización de cables de �bra óptica. La investigación proporciona una

comprensión profunda de aspectos clave, como la modulación de la amplitud, interac-

ciones no lineales, efectos de dispersión y formación de solitones en el comportamiento

de las señales ópticas, ofreciendo perspectivas valiosas para el avance en sistemas de

comunicación óptica.

Palabras clave: Predicción. Rendimiento. Señal. Cables de �bra óptica. Mo-

delo matemático tipo Sine-Gordon. Longitud del cable. Atenuación. Dispersión.
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CAPÍTULO I

INTRODUCCIÓN

1.1. Introducción

En este capítulo se presentan los antecedentes históricos y académicos de la

ecuación de Sine-Gordon. Además incluye el planteamiento del problema, la justi�ca-

ción y los objetivos, en la que se describe la importancia de la investigación. También

están incluidos los limites y alcance de esta.

1.2. Antecedentes

1.2.1. Antecedentes históricos

Biografía de Walter Gordon

Walter Gordon fue hijo del empresario Arnold Gordon y de su esposa Bianca

Gordon. La familia se mudó a suiza en sus primeros años. En 1900 asistió a la escuela

en San Gallen y en 1915 inició sus estudios de matemáticas y física en la universidad de

Berlin. Recibió el grado de Doctor en 1921 de Max Planck. En 1922, estando aun en la

universidad de Berlin, Gordon se convirtió en el asistente de Von Laue. (López, 2022).

En 1925, trabajó por unos meses en la Universidad de Manchester con Willian

Lawrence Bragg y luego en la sociedad Wilhem Kaiser para química de �bras en

Berlin. En 1926 se mudó a Hamburgo donde obtuvo la en 1929. En 1930 se convirtió

en profesor. Se casó con una mujer de Hamburgo, Gertrud Lobbenberg, en 1932. Se

mudó a Estocolmo en 1933 debido a la situación política de Alemania. Estando en la

Universidad de Estocolmo trabajó en mecánica y física matemática. Entre las obras

mas conocidas está la ecuación de Klein-Gordon propuesta junto con Oskar Klein

para describir partículas cuánticas en el marco de la teoría de la relatividad. (Vera,

2020).
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Desarrollo histórico de la ecuación Sine-Gordon

La ecuación de Sine-Gordon constituye una ecuación diferencial parcial hiper-

bólica no lineal en un espacio bidimensional temporal, que incorpora el operador de

d'Alembert y la función seno de una variable desconocida. Inicialmente propuesta

por Edmond Bour en 1862 durante la investigación de super�cies con constante de

curvatura negativa, se reveló como la ecuación de Gauss - Codazzi para super�cies

de curvatura -1 en un espacio tridimensional. Posteriormente, fue redescubierta por

Frenkel y Kontorova en 1939 en su exploración de la distribución cristalina, conocida

como el modelo de Frenkel - Kontorova. La ecuación ganó notoriedad en la década de

1970 debido a la presencia de soluciones de solitón, generando un considerable interés

en la comunidad cientí�ca. (Merino, 2021).

El nombre de ecuación de Sine-Gordon, o en italiano Sine-Gordon (pero a

menudo utiliza la forma inglesa) es un juego de palabras sobre la bien conocida, en

física, la ecuación de Klein-Gordon.

Esta ecuación está dada por:

∂2θ

∂x2
− ∂2θ

∂t2
= ω2 sin θ

La ecuación de Sine - Gordon del campo de Euler - Lagrange y la densidad del

lagrangiano se da mediante el uso de la expansión en la serie de Taylor del coseno en el

lagrangiano se puede reescribir como el lagrangiano de los términos de Klein - Gordon

orden superior. Otra transformación de super�cies pseudosféricas es la Transformada

de Lie introducida por Sophus Lie en 1879, que corresponde a las transformaciones

de Lorentz en términos de las coordenadas del cono de luz, por lo que la ecuación

seno - Gordon es invariante de Lorentz. (López, 2022).

John Scott Russell y Korteweg y de Vries (KdV)

En 1834, el ingeniero escocés John Scott Russell observó por primera vez el

fenómeno que ocupa este estudio. Él iba cabalgando cerca del canal de Edimburgo,

Escocia, cuando observó que una lancha se detuvo repentinamente y la masa de agua

que iba delante de la proa se separó de la misma, tomó una forma elevada, redonda y
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además se desplazó a lo largo del canal sin cambiar de velocidad ni de forma. Russell,

siguió esta onda por varias millas hasta que ésta se perdió entre las curvas del canal.

(Zang, 2022).

A esta onda él le llamó: la gran onda solitaria. Russell continuó después reali-

zando experimentos para producir este tipo de ondas en la parte trasera de su casa,

así como en el canal de Edimburgo, lo que le llevó a perfeccionar su técnica de re-

producirlas, y cada vez que hacía esto se quedaba atónito por este tipo de ondas, les

llamó: ondas grandes de traslación. También descubrió que en aguas poco profundas

las ondas solitarias se pueden propagar de forma constante y que la longitud de onda

es grande al compararla con la profundidad del agua. Asimismo, realizó cálculos por

los que descubrió que la amplitud es proporcional a la velocidad de la onda, que el

volumen del agua en la onda era igual al del agua desplazada, y fue capaz obtener la

fórmula de la velocidad de la onda, como se muestra en la ecuación. (Marin, 2022).

v =
√
g(h+ η)

donde η es la altura de la cresta; h, la profundidad del agua y g, la gravedad.

Sin embargo, al principio, sus reportes e investigaciones no tuvieron gran éxito,

pues no concordaban con las investigaciones de Bernulli o Newton. Russell murió sin

saber que muchos años después sus investigaciones sí iban a tener resultado. (Merino,

2021). Ellos trabajaron con la ecuación,

∂θ

dt
+ u

∂u

∂x
+
∂2u

dx2
.

Fibra Óptica

El desarrollo de la �bra óptica como tecnología de transmisión de datos tiene

sus raíces en investigaciones y experimentos realizados a lo largo del siglo XX (Fer-

nández, 2019). Sin embargo, el hito más signi�cativo en la historia de la �bra óptica

se puede ubicar en la década de 1970.
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En 1970, el físico británico Sir Charles Kao, junto con el físico estadounidense

George A. Hockham, publicó un artículo en el que proponían el uso de �bras ópticas

de vidrio para la transmisión de información. Kao fue galardonado con el Premio

Nobel de Física en 2009 por sus contribuciones pioneras en la transmisión de luz a

través de �bras ópticas para comunicaciones de larga distancia (Alustiza, et al., 2022).

En 1977, se estableció la primera conexión telefónica por �bra óptica en los

Estados Unidos. A partir de entonces, la tecnología de �bra óptica se fue desarrollan-

do y mejorando continuamente (Brown y Williams, 2018). A medida que avanzaba la

década de 1980, la �bra óptica se volvió más común en las redes de comunicación y

comenzó a desplazar gradualmente a los cables de cobre en muchas aplicaciones.

Hoy en día, la �bra óptica es la columna vertebral de las redes de comunicación

de alta velocidad en todo el mundo, utilizada para transmitir datos a velocidades

extremadamente altas en telecomunicaciones, Internet de alta velocidad, transmisión

de datos a larga distancia y otras aplicaciones (Tello, 2023)

1.2.2. Antecedentes académicos

Según Chaves(2012) en su articulo �Solitones kink y antikenk en la ecuación

de Sine-Gordon� para la Universidad Distrital Francisco José de Caldas, en el cual

propuso utilizar un modelamiento matemático para dar solución a la ecuación de

Sine-Gordon en dicho trabajo concluyó que dicha ecuación que se caracteriza por

diferencial no lineal cuyas soluciones re�ejan la existencia de solitones tipo kink y so-

litones tipo antikink. Ademas que la característica entre estas soluciones es que existe

una diferencia en el giro o rotación en sentidos contrarios a las agujas del reloj.

Según el estudio de Salas (2020) sobre �los solitones en la ecuación de Sine-

Gordon� para la Universidad de Sevilla, cuyo objetivo era profundizar en el análisis

de dicha ecuación, se llega a la conclusión de que esta ecuación no lineal puede mo-

delar una cadena de péndulos idénticos conectados mediante un muelle torsional a lo
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largo de su eje común de oscilación y que utilizando un método pseudo-potencial se

obtienen soluciones kink y antikink.

Por su parte, Cruz (2022) en su investigacion sobre �Trasnformación de Bac-

klund para la ecuación de Sine-Gordon, super�cie pseudo-esférica y los solitones� de

la Universidad Nacional Pedro Ruiz Gallo concluyo que para encontrar soluciones de

la ecuación diferencial parcial de Sine-Gordon se pueden utilizar herramientas de la

geometría diferencial como la Transformación de Bâcklund, la cual en este caso sirvió

para determinar la solución de la ecuación diferencial parcial de Sine-Gordon y que

ademas mediante un análisis se obtuvo una relación de la solución con la super�cie

llamada �pseudoesfera�.

1.3. Planteamiento del problema

En la actualidad, los cables de �bra óptica son ampliamente preferidos en las

telecomunicaciones por su e�ciencia en la propagación de señales, alta capacidad y

velocidad de datos a largas distancias sin pérdida signi�cativa. A pesar de estas venta-

jas, en ciertas condiciones, como ambientes adversos, los cables de �bra óptica pueden

experimentar degradaciones en el rendimiento de la señal, afectando la calidad y el al-

cance de la transmisión. Para abordar este desafío, se recurre a modelos matemáticos,

como el modelo Sine-Gordon, que desempeña un papel crucial en la veri�cación de la

estabilidad y el rendimiento de estos cables, asegurando así su óptimo funcionamiento

en diversos contextos y escenarios.

El modelo matemático Sine-Gordon emerge como una herramienta clave en la

descripción de la propagación de pulsos de luz en cables de �bra óptica (López, 2022),

destacándose por su novedad y relevancia en este contexto. La intriga radica en la

evaluación de la idoneidad de este modelo para representar y predecir con precisión

el comportamiento de las señales en condiciones reales de transmisión óptica. Esta

indagación se vuelve esencial al considerar el dinámico entorno en el que operan los

cables de �bra óptica, ya que diversos factores pueden in�uir en la integridad de las
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señales, por ende, explorar hasta qué punto el modelo Sine-Gordon se ajusta a las

complejidades de estas condiciones reales no solo constituye un desafío intrigante en

los estudiantes, sino que también contribuyó signi�cativamente a la comprensión y

mejora de la e�cacia de las comunicaciones ópticas.

La complejidad inherente a la representación y predicción precisa del com-

portamiento de las señales en cables de �bra óptica en condiciones reales genera

obstáculos notables. La inquietud principal radica en la aplicación efectiva de es-

te modelo novedoso en un entorno práctico, considerando las numerosas variables y

factores que impactan la transmisión óptica. La necesidad de superar estos desafíos

resalta la importancia de la investigación, que no solo busca aportar al conocimiento

cientí�co sino también proporcionar herramientas aplicables y prácticas para el diseño

y optimización de sistemas de �bra óptica.

1. ¾En qué medida el modelo matemático tipo Sine-Gordon es adecuado para

representar y predecir el comportamiento de las señales en cables de �bra óptica

en condiciones reales?

2. ¾Cómo pueden ser utilizadas las predicciones del modelo tipo Sine-Gordon pa-

ra mejorar el diseño y la optimización de cables de �bra óptica con el �n de

maximizar el rendimiento de señal?

3. ¾Cuál es la in�uencia de los parámetros claves, como la longitud del cable, la

atenuación y la dispersión, en la predicción del rendimiento de señal utilizando

el modelo tipo Sine-Gordon?

1.4. Justi�cación

La investigación sobre el �Análisis del modelo Matemático tipo Sine-Gordon

para la predicción del rendimiento de señal en cables de �bra Óptica� reviste una rele-

vancia extraordinaria en el contexto de la República Dominicana, ofreciendo aportes

signi�cativos a diversos niveles. En primer lugar, en el ámbito nacional, el desarrollo

de un entendimiento más profundo de la e�cacia y aplicabilidad de este modelo en
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condiciones reales de transmisión óptica puede contribuir directamente a la mejora y

expansión de las infraestructuras de comunicación en el país. La implementación de

ajustes y estrategias derivadas de este análisis podría resultar en redes de �bra óptica

más e�cientes y resistentes a las condiciones variables del entorno dominicano.

A nivel comunitario, la investigación tiene el potencial de impactar positiva-

mente en la calidad de los servicios de telecomunicaciones, bene�ciando a la población

al mejorar la estabilidad y la e�ciencia de las transmisiones ópticas. La República Do-

minicana, al ser un país en constante desarrollo tecnológico, se vería fortalecida por

avances en la optimización de las redes de �bra óptica, proporcionando una base más

sólida para el acceso a la información y la comunicación.

En cuanto a la Universidad Tecnológica del Cibao Oriental - UTECO, esta

investigación refuerza el compromiso con la excelencia académica y la generación de

conocimiento aplicado. Al abordar un tema de vanguardia en el campo de las teleco-

municaciones y la matemática aplicada, la UTECO se posiciona como un centro de

investigación innovador que no solo contribuye al avance del conocimiento cientí�co,

sino que también cumple un papel crucial en el desarrollo tecnológico de la región y

del país. La institución se bene�cia al consolidar su reputación como un referente en

investigación de calidad y aplicada, atrayendo así a estudiantes y profesionales intere-

sados en contribuir al progreso tecnológico y cientí�co de la República Dominicana.

1.5. Objetivos

1.5.1. Objetivo general

Analizar el modelo matemático tipo Sine-Gordon en la predicción del rendi-

miento de señal en los cables de �bras ópticas.
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1.5.2. Objetivos especí�cos

1. Evaluar en que medida el modelo matemático tipo Sine-Gordon es adecuado

para representar y predecir el comportamiento de las señales en cables de �bras

ópticas.

2. Identi�car como pueden ser utilizadas las predicciones del modelo tipo SineGor-

don para mejorar el diseño y la optimización de cables de �bra óptica.

3. Analizar la in�uencia de los parámetros claves, como la longitud del cable, la

atenuación y la dispersión, en la pedicción del rendimiento de señal utilizando

el modelo del tipo Sine-Gordon.

1.6. Alcances y límites

La investigación actual se focalizará en el ámbito de las matemáticas aplicadas,

especí�camente en el campo de derivadas parciales no lineales, con un enfoque central

en la ecuación Sine-Gordon.
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CAPÍTULO II

MARCO REFERENCIAL

2.1. Introducción

En este capítulo, se exponen las de�niciones fundamentales y los resultados

esenciales relacionados con el análisis del Modelo Matemático Tipo Sine-Gordon en

la predicción del rendimiento de señal en cables de �bra óptica.

2.2. Marco teórico

De�nición 2.2.1 (Un solitón.) Es una onda solitaria que preserva asintóticamente

su forma y su velocidad bajo interacciones no lineales con otras ondas solitarias, o

de manera más general, con otra perturbación localizada arbitrariamente. (Gómez,

2022). En este sentido se tienen diferentes tipos de solitones:

Solitones Korteweg-de Vries (KdV): Estas ecuaciones describen solitones en con-

texto de las ondas no lineales en medios unidimensionales como canales de agua

o plasmas. La ecuación KdV tiene la forma:

∂u

∂t
+ 6u

∂u

∂x
+
∂3u

∂x3
= 0

Donde u(x, t) es la función que representa la altura de la onda en función de

la posición x y el tiempo t.

Solitones de Sine-Gordon: Estos solitones se encuentran en el contexto de la

teoría de campos no lineales. La ecuación de Sine-Gordon es:

∂2θ

∂t2
− ∂2θ

∂x2
+ sin(θ) = 0

Donde θ(x, t) es la función que describe la perturbación en el campo.

Solitones de Schrödinger: En el ámbito de la mecánica cuántica, la ecuación de

Schrödinger no lineal admite solitones. La forma general es:

iℏ
∂ψ

∂t
+

ℏ2

2m

∂2ψ

∂x2
+ V (x)ψ + g|ψ|2ψ = 0

Donde ψ(x, t) es la función de onda y V (x) es el potencial.
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De�nición 2.2.2 (Las pseudoesferas.) Son super�cies de revolución generadas por

la rotación de una curva tratriz de su asintota. Una curva tratriz se genera cuando un

objeto arrastra otro, de manera que su distancia de separación se mantiene constante.

(Revuelta, 2023).

Las transformaciones de Bäcklund proporciona un algorítmo para generar fa-

milias de soluciones de la Sine-Gordon resolviendo un par de ecuaciones diferenciales

ordinarias.

De�nición 2.2.3 (Transformaciones de Bäcklund.) Las transformaciones de Bäc-

klund son un conjunto de técnicas matemáticas utilizadas en la teoría de ecuaciones

diferenciales parciales (EDP) para generar nuevas soluciones a partir de soluciones

conocidas. Estas transformaciones fueron introducidas por el matemático sueco Bäc-

klund en la segunda mitad del siglo XIX y han encontrado aplicaciones en diversos

campos, como la teoría de solitones y la teoría de integrabilidad. (Marin, 2022).

Proposición 2.2.1 Las ecuaciones de la Transformación de Bäcklund que relacio-

nan las soluciones de la ecuación Sine-Gordon, según Romandía Flores, Shingareva y

Lizárraga (2021) son: (
ω′ − ω

2

)
u

=
β

ρ
sin

(
ω′ + ω

2

)
(
ω′ − ω

2

)
v

=
1

βρ
sin

(
ω′ + ω

2

)
De�nición 2.2.4 (Ecuación Sine-Gordon.) Según Catarecha (2022). La ecuación

de Sine-Gordon es una ecuación diferencial no lineal, tiene grandes aplicaciones no

solamente en la teoría de campos relativistas, sino también encuentra aplicación en la

física del estado sólido y en el transporte de señales en la �bra óptica. esta ecuación

esta dada por:
∂2θ

∂x2
− ∂2θ

∂t2
= ω2 sin θ

De�nición 2.2.5 (Estabilidad de la ecuacion Sine-Gordon.) La ecuación Sine-

Gordon es una ecuación en derivadas parciales no lineales que se utiliza en la teoría

de campos no lineales. Su forma general es:

utt − uxx + sin(u) = 0
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Aquí, u es una función de dos variables x y t, que generalmente se interpreta

como una onda o un campo escalar. (Marin, 2022).

Teorema 2.2.1 En dimensiones espaciales n ≥ 3, no pueden existir solitones está-

ticos no lineales estables en teorías de campos escalares con interacciones de rango

�nito. (Costa, 2020).

Este teorema impone limitaciones importantes en la posibilidad de tener soli-

tones estables en teorías de campos no lineales en dimensiones espaciales mayores o

iguales a 3. La no existencia de solitones estáticos estables en este contexto sugiere

que las soluciones no lineales de la ecuación Sine-Gordon pueden ser menos simples

y más dinámicas.

De�nición 2.2.6 (Ecuación de Schrödinger) La ecuación de Schrödinger no li-

neal (NLS) en el contexto de la �bra óptica se puede expresar de la siguiente manera:

i
∂A

∂z
+

1

2
β2
∂2A

∂t2
+ γ|A|2A = 0

Donde: A es la amplitud del campo eléctrico, z es la coordenada a lo largo de

la �bra, t es el tiempo, β2 es el coe�ciente de dispersión de segundo orden, γ es el

coe�ciente de no linealidad. (López, 2022).

Esta ecuación según Zang (2022), describe la evolución de la amplitud del cam-

po eléctrico a medida que se propaga a lo largo de la �bra óptica. La primera parte

representa la propagación lineal, la segunda parte modela la dispersión cromática, y la

tercera parte representa la no linealidad debido a la auto-interacción del campo óptico.

De�nición 2.2.7 (Fibra óptica.) La �bra óptica es un medio de transmisión que

utiliza pulsos de luz para transmitir información. Está compuesta por un núcleo cen-

tral de vidrio o plástico rodeado por una capa de revestimiento que tiene un índice de

refracción menor. Esto permite que la luz se propague a lo largo de la �bra mediante

re�exión interna total, minimizando las pérdidas de señal. (Catarecha, 2022).
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De�nición 2.2.8 (Propagación de la luz.) La teoría que describe la propagación

de la luz en una �bra óptica se basa en la ecuación de onda electromagnética. En el

contexto de una �bra óptica monomodo (donde solo se propaga un modo de luz), la

ecuación de onda electromagnética puede expresarse como:

∇2E + k2n2(x, y, z)E = 0

Donde: E es el campo eléctrico de la onda, k es el número de onda, n es

el índice de refracción que puede depender de las coordenadas espaciales. (Crisnejo,

2022).

De�nición 2.2.9 (Campo (E) electrico de una onda.) El campo eléctrico de una

onda electromagnética es una descripción vectorial del campo eléctrico asociado con

la propagación de esa onda. Las ondas electromagnéticas, que incluyen la luz y otras

formas de radiación electromagnética, se caracterizan por la oscilación de campos

eléctricos y magnéticos perpendiculares entre sí y perpendiculares a la dirección de

propagación. (Romandía, Shingareva y Lizárraga, 2021).

El campo eléctrico ( E) en una onda electromagnética se puede describir uti-

lizando la ecuación general de una onda plana en el vacío, que tiene la forma:

E(r, t) = E0 sin(k · r− ωt+ ϕ) (2.2.1)

Donde: E0 es el vector de campo eléctrico máximo, que indica la amplitud y

la dirección del campo eléctrico. k es el vector de onda, que indica la dirección de

propagación de la onda y su magnitud está relacionada con la longitud de onda. r

es el vector de posición en el espacio. ω es la frecuencia angular de la onda. t es el

tiempo y ϕ es la fase inicial.

De�nición 2.2.10 (Atenuación de la �bra óptica.) La atenuación en una �bra

óptica se re�ere a la disminución de la intensidad de la señal óptica a medida que

viaja a lo largo de la �bra. Esta pérdida de intensidad puede ocurrir debido a varios

factores. La atenuación se mide generalmente en decibelios por kilómetro (dB/km).
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Fórmula de Atenuación Total en dB:

Atotal = 10 · log10
(
Pin

Pout

)
Atotal : Atenuación total en dB. Pin: : Potencia de entrada. Pout : Potencia

de salida. Esta fórmula calcula la atenuación total en decibelios (dB) comparando

la potencia de entrada con la potencia de salida. Cuanto mayor sea la atenuación,

mayor será la pérdida de potencia y más débil será la señal luminosa al �nal de la

�bra. (Costa, 2020).

De�nición 2.2.11 (Atenuación intrínseca) Atenuación intrínseca del material se

expresa como:

Aintrínseca = 10 · log10
(
Iin
Iout

)
Donde: Aintrínseca es la atenuación intrínseca en dB. Iin es la intensidad de

entrada. Iout es la intensidad de salida. (Crisnejo, 2022).

De�nición 2.2.12 ( Atenuación por curvatura) Para este caso, la atenuación

por curvatura se expresa como:

Acurvatura =
α

R

Donde: Acurvatura es la atenuación por curvatura. α es el coe�ciente de atenua-

ción por curvatura. R es el radio de curvatura. (López, 2022).

De�nición 2.2.13 (Atenuación por empalmes y conectores.) En el caso de la

atenuación por empalmes y conectores: Aconexión = N · αconexión Donde: Aconexión es

la atenuación por conexión. N es el número de conexiones. αconexión es el coe�ciente

de atenuación por conexión. Estas son solo algunas de las fórmulas básicas utilizadas

para describir la atenuación en una �bra óptica. Es importante tener en cuenta que las

fórmulas pueden variar según el tipo especí�co de �bra y las condiciones de operación.

Además, las pérdidas se suman, por lo que la atenuación total es la suma de las

contribuciones individuales. (Marin, 2022).

De�nición 2.2.14 (Dispersión de señal) La dispersión en el contexto de las �-

bras ópticas se re�ere al fenómeno en el cual diferentes componentes espectrales de
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un pulso de luz se propagan a diferentes velocidades a lo largo de la �bra. Esto puede

dar lugar a la separación temporal de las componentes del pulso y afectar la calidad

de la transmisión de la señal. (Cadena y Jiménez, 2019).

De�nición 2.2.15 (Dispersión Modal.) La dispersión modal ocurre en �bras mul-

timodo, donde varios modos de propagación pueden existir. La fórmula general para

la dispersión modal (Dm) en �bras multimodo es:

Dm =
L

c

∣∣∣∣dVdλ
∣∣∣∣

Donde: L es la longitud de la �bra, c es la velocidad de la luz, dV
dλ

es la tasa

de cambio de la velocidad de grupo con respecto a la longitud de onda. (Michalik,

Stefaniuk y Buczyski, 2020).

De�nición 2.2.16 (Fibra multimodo.) La �bra multimodo es un tipo de �bra

óptica en la cual múltiples modos de luz pueden propagarse a través del núcleo de

la �bra. Un modo de luz se re�ere a un camino especí�co que la luz puede seguir

mientras se propaga a través de la �bra. En una �bra multimodo, el núcleo (la parte

central de la �bra por donde se propaga la luz) tiene un diámetro más grande, lo que

permite que varios modos de luz se propaguen a través de él. (Serrano, 2019).

De�nición 2.2.17 (Dispersión Cromática) La dispersión cromática es una preo-

cupación principal en �bras monomodo, donde solo un modo de propagación está

presente. La dispersión cromática (Dc) puede expresarse como:

Dc =
β2 ·∆λ
2 · π · c

Donde: β2 es el coe�ciente de dispersión cromática de segundo orden, ∆λ es el

ancho de banda espectral. (Abad, 2020).

De�nición 2.2.18 La analogía entre la ecuación de Sine-Gordon y fenómenos en la

�bra óptica puede surgir al considerar solitones. Los solitones son ondas no dispersivas

y localizadas que pueden describirse mediante la ecuación de Sine-Gordon. En el

contexto de la �bra óptica, los solitones ópticos son pulsos de luz que mantienen su

forma y velocidad durante la propagación. (Abad, 2020).
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De�nición 2.2.19 (Materiales de Alta Calidad) Según Catarecha (2022). Uti-

lizar materiales conductores de alta calidad para minimizar la resistencia y pérdida

de señal. Emplear aislamientos dieléctricos e�cientes que reduzcan la capacitancia y

mejoren la e�ciencia de la transmisión.

Resistencia (R) en función de la conductividad ( σ ), longitud ( L ) y área

transversal (A):

R =
ρ · L
A

donde ρ es la resistividad del material.

Pérdida de señal (P) en función de la resistencia (R) y la corriente (I):

P = I2 ·R

Capacitancia (C) en función de la permitividad del material ( ε ), área trans-

versal (A), y distancia entre conductores (d):

C =
ε · A
d

De�nición 2.2.20 (Geometría del Cable) Según Gómez (2023), diseñar una geo-

metría precisa del cable para minimizar la interferencia electromagnética (EMI) y la

diafonía (crosstalk). Considerar la disposición y el entrelazado de los conductores para

reducir las interferencias. (López, 2022).

De�nición 2.2.21 (Impedancia Característica (Z).) Según Serrano (2019). La

impedancia característica (Z) es la relación entre la inductancia (L) y la capacitancia

(C) por unidad de longitud en un cable. Mantener Z constante ayuda a minimizar la

re�exión de la señal.

Z =

√
L

C

De�nición 2.2.22 (Atenuación de la Señal (Att).) La atenuación de la señal

(Att) mide la pérdida de energía a lo largo del cable debido a la resistencia (R),

inductancia (L), y capacitancia (C) por unidad de longitud.

Att = R · (L+ C)
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De�nición 2.2.23 (Diafonía (Crosstalk)) La diafonía (Crosstalk) indica la inter-

ferencia entre conductores adyacentes (Michalik y Stefaniuk y Buczy?ski, 2020). Se

calcula como la relación entre el voltaje de la señal transmitida (Vtx) y el voltaje de

la señal recibida (VTx).

Crosstalk =
Vtx
Vrx

De�nición 2.2.24 (Longitud de Onda (λ)) Según Crisnejo (2022). La longitud

de onda (λ) es la distancia entre dos puntos equivalentes en una onda. En el contexto

de cables, se calcula utilizando la velocidad de la luz (c) en el medio de transmisión

y la frecuencia (f) de la señal.

λ =
c

f

Teorema 2.2.2 (Teorema de Stokes.) Supong que S es una super�cie orientada

suave y cerrada en R3 con una frontera C que es una curva cerrada y suave, y que F⃗

es un campo vectorial continuamente diferenciable en una región que contiene a S y

C. Entonces, el Teorema de Stokes establece que la integral de super�cie de F⃗ sobre

S es igual a la integral de línea de F⃗ a lo largo de la frontera C:∫
S

∇× F⃗ · dS⃗ =

∮
C

F⃗ · dr⃗ (2.2.2)

donde ∇ × F⃗ es el rotacional (o la circulación) de F⃗ , dS⃗ es el vector de área

diferencial en S,
∮
C
denota la integral de línea cerrada a lo largo de la curva C, y dr⃗

es el vector tangente a la curva C.

Teorema 2.2.3 (Teorema de la Divergencia.) Suponga que V es una región ce-

rrada y acotada en el espacio tridimensional R3 con una frontera S que es una super�-

cie cerrada y suave. Si F⃗ es un campo vectorial de�nido y continuamente diferenciable

en una región que contiene a V y S, entonces el Teorema de la Divergencia establece:∫
V

∇ · F⃗ dV =

∫
S

F⃗ · dS⃗ (2.2.3)

donde ∇·F⃗ es la divergencia de F⃗ , dV representa el elemento diferencial de vo-

lumen y dS⃗ es el vector normal a la super�cie S con magnitud igual al área diferencial

de S.
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CAPÍTULO III

METODOLOGÍA

3.1. Introducción

En este capítulo se describen los aspectos metodológicos de la investigación,

tales como el método, el diseño, el tipo de investigación, el enfoque y el procedimientos

para desarrollar la investigación.

3.2. Método de investigación

Esta investigación utilizó el método analítico y como expresan Hernández,

Sampieri y Torres (2018), el método analítico a partir del conocimiento general de

una realidad realiza la distinción, conocimiento y clasi�cación de los distintos elemen-

tos esenciales que forman parte de ella y de las interrelaciones que sostienen entre sí,

además, permite aplicar posteriormente el método comparativo, permitiendo estable-

cer las principales relaciones de causalidad que existen entre las variables o factores

de la realidad estudiada.

3.3. Diseño de investigación

Según la búsqueda de la causa adopto un diseño del tipo analítica-exploratoria.

Exploratoria, ya que al inicio se debe documentar de un tema que ha sido poco estu-

diado anteriormente, analítico porque se debe analizar el modelo tipo Sine-Gordon.

Con relación al tiempo de estudio, el diseño fue transversal, ya que se desarrolló

durante un tiempo de�nido. (Maxwell, 2019).

3.4. Tipo de investigación

La investigación fue descriptiva, porque se estudió el Modelo Matemático Tipo

Sine-Gordon para la Predicción del Rendimiento de Señal en Cables de Fibra Óptica.
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3.5. Enfoque de investigación

Según Ortega (2019), una investigación es cualitativa si recopila y analiza datos

no numéricos para comprender conceptos, opiniones o experiencias, así como datos

sobre experiencias vividas, emociones o comportamientos, con los signi�cados que las

personas les atribuyen. Por esta razón, los resultados se expresan en palabras. En tal

sentido, la investigación se desarrolló bajo un enfoque cualitativo, debido a que se

analizó el modelo tipo Sine-Gordon para la predicción de la senal en cable de �bra

óptica.

3.6. Procedimientos de investigación

En este apartado se realiza una descripción de las etapas que se llevaron a

cabo en la ejecución de este trabajo de investigación. Hasta el momento se han dado

los siguientes pasos:

Se realizó la solicitud de aprobación de este tema de investigación, el cual se

gestionó con el llenado de un formulario compuesto por: tema, problemática,

objetivo y justi�cación.

Se realizó una exhaustiva consulta de fuentes bibliográ�cas sobre el tema.

El asesor ha dado las recomendaciones sobre los lineamientos a seguir durante

el proceso.

Presentación de los primeros tres capítulos al asesor, el cual realizó algunas reco-

mendaciones para que posteriormente sea sometida a la Facultad de Postgrado

y Educación Continuada, con la �nalidad de ser evaluada.

Presentación de la tesis completa a postgrado.

Presentación de la exposición antes los jurados y luego ajustar las mejoras según

los jurados.
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CAPÍTULO IV

PRESENTACIÓN DE LOS RESULTADOS

4.1. Introducción

En este capítulo se presentan los resultados a la luz de los objetivos planteado.

4.2. Modelo Sine-Gordon para predecir el comportamiento

de señales en cable de �bras ópticas

El modelo matemático tipo Sine-Gordon aunque no es comúnmente utilizado

para representar y predecir el comportamiento de las señales en cables de �bras ópti-

cas, en esta investigacion se pretende evaluar en que medida este modelo es adecuado

para representar y predecir el comportamiento de las señales en cables de �bras óp-

ticas.

Para las �bras ópticas, los modelos más comunes incluyen ecuaciones diferen-

ciales parciales que describen la propagación de las ondas electromagnéticas a través

de la �bra. El modelo más básico es la ecuación de onda electromagnética, que puede

derivarse de las ecuaciones de Maxwell. Estas ecuaciones son:

1. Ley de Gauss para el campo eléctrico:

∇ · E =
ρ

ε0

Esta ecuación establece que la divergencia del campo eléctrico (E) en un punto

es proporcional a la densidad de carga eléctrica (ρ) en ese punto, con ε0 siendo

la permitividad del vacío.

2. Ley de Gauss para el campo magnético:

∇ ·B = 0

Esta ecuación establece que la divergencia del campo magnético (B) en cualquier

punto es cero, lo que implica que no hay fuentes magnéticas monopolares.
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3. Ley de Faraday de la inducción electromagnética:

∇× E = −∂B
∂t

Esta ecuación expresa que el cambio temporal del campo magnético induce un

campo eléctrico cerrado (∇ × E) alrededor de la región donde el cambio está

ocurriendo.

4. Ley de Ampère con la ley de Ampère-Maxwell:

∇×B = µ0

(
J+ ε0

∂E

∂t

)
Esta ecuación relaciona la circulación del campo magnético (∇ × B) con la

corriente eléctrica (J) y la variación temporal del campo eléctrico
(
∂E
∂t

)
. Aquí,

µ0 es la permeabilidad del vacío.

Teorema 4.2.1 (Ley de Gauss para el campo eléctrico.) El �ujo eléctrico a tra-

vés de una super�cie cerrada es igual a la carga neta encerrada por dicha super�cie

dividida por la permitividad del vacío.

∇ · E =
ρ

ε0

Demostración: Considere una super�cie cerrada S que encierra un volumen

V en el espacio. La Ley de Gauss para el campo eléctrico establece que la divergencia

del campo eléctrico (∇ · E) en un punto es igual a la densidad de carga eléctrica (ρ)

en ese punto, dividida por la permitividad del vacío (ε0).

Integrando la Ley de Gauss sobre el volumen V , se obtiene:∫
V

(∇ · E)dV =
1

ε0

∫
V

ρdV

Aplicando el teorema de la divergencia en la integral izquierda, la ecuación se

transforma en una integral de super�cie:∫
S

E · dS =
1

ε0

∫
V

ρdV

Donde E es el campo eléctrico, dS es un elemento diferencial de área de la

super�cie cerrada S, y ρ es la densidad de carga eléctrica.
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Ahora, utilizando el principio de superposición, se puede considerar que la

carga total Q encerrada por la super�cie S es la suma de todas las cargas pequeñas

dentro del volumen V :

Q =

∫
V

ρdV

Sustituimos esta expresión en la ecuación anterior:∫
S

E · dS =
Q

ε0

Esta es la forma integral del Teorema de Gauss para el Flujo Eléctrico. Sin

embargo, para expresarlo en una forma más general, podemos aplicar el límite cuando

la super�cie S tiende a cero, obteniendo la forma diferencial:

∇ · E =
ρ

ε0

Por lo tanto, se ha demostrado el Teorema de Gauss para el Flujo Eléctrico a

partir de la Ley de Gauss para el Campo Eléctrico.

En el mismo sentido, el teorema de Gauss para el �ujo eléctrico puede aplicarse

a una �bra óptica considerando el campo eléctrico asociado con las ondas electromag-

néticas propagándose a través de la �bra. La ecuación que describe la propagación de

ondas en una �bra óptica es la ecuación de la Sine-Gordon:

∂2θ

∂x2
− ∂2θ

∂t2
= ω2 sin θ (4.2.1)

donde θ representa la amplitud de la onda, x es la coordenada espacial a lo

largo de la �bra, t es el tiempo, y ω es la frecuencia angular.

Para aplicar el teorema de Gauss, primero, se relaciona el campo eléctrico con

la amplitud de la onda óptica. El campo eléctrico (E) en una onda electromagnética

en una �bra óptica está relacionado con la amplitud (θ) mediante la relación:

E = E0 sin θ
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donde E0 es la amplitud máxima del campo eléctrico. La densidad de carga

(ρ) asociada con el campo eléctrico es proporcional a la derivada de θ respecto a x :

ρ = −ε0
∂θ

∂x

Ahora, aplique el teorema de Gauss 4.2.1, a través de una super�cie cerrada

que envuelve la �bra óptica. La super�cie cerrada S puede ser la super�cie de la �bra

óptica. La integral de �ujo eléctrico a través de esta super�cie cerrada es:∫
S

E · dS =

∫
S

E · dS

donde dS es el elemento diferencial de área de la super�cie cerrada S. Por la

ley de Gauss: ∫
S

E · dS =
Q

ε0

donde Q es la carga neta encerrada por la super�cie. Sustituya la relación entre

E y θ y la expresión de la densidad de carga:∫
S

E · dS =
1

ε0

∫
V

ρdV = − 1

ε0

∫
V

ε0
∂θ

∂x
dV

Donde V es el volumen encerrado por la super�cie S. Utilizando el teorema

de la divergencia, transforme la integral volumétrica a una integral de super�cie:∫
S

E · dS = − 1

ε0

∫
S

∂θ

∂x
dS

Finalmente, se obtiene la relación entre la amplitud de la onda (θ) y la carga

neta encerrada por la super�cie cerrada S :∫
S

∂θ

∂x
dS = −Q.

Esta relación se utiliza para analizar la propagación de ondas ópticas en una

�bra óptica mediante la ecuación Sine-Gordon, considerando la carga neta encerrada

por la super�cie de la �bra.

Teorema 4.2.2 (Ley de Gauss para el campo magnético.) La divergencia del

campo magnético (B) en cualquier punto del espacio es cero, lo que implica que no

existen fuentes magnéticas monopolares

∇ ·B = 0.
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Demostración: La Ley de Gauss para el Campo Magnético, establece que la

divergencia del campo magnético (∇ ·B) es igual a cero:

∇ ·B = 0

En este caso se quiere demostrar que esta ecuación implica la ausencia de fuen-

tes magnéticas monopolares.

Considere una super�cie cerrada S que encierra una región del espacio. Aplique

el teorema de la divergencia (teorema de Gauss 4.2.1) a la integral de super�cie del

campo magnético a través de S :∫
S

B · dS =

∫
V

∇ ·BdV

Donde dS es un elemento diferencial de área en la super�cie cerrada S, V es

el volumen encerrado por S, y
∫
S
e
∫
V
son las integrales de super�cie y volumen,

respectivamente.

Dado que ∇ ·B = 0, la integral de volumen se reduce a cero:∫
S

B · dS = 0

Esto signi�ca que el �ujo del campo magnético a través de la super�cie cerrada

S es cero.

Ahora, suponga por contradicción que existen fuentes magnéticas monopola-

res en el volumen encerrado por S. En ese caso, habría líneas de �ujo magnético que

salen o entran en el volumen, y el �ujo magnético total a través de S sería diferente

de cero, lo cual contradice la conclusión anterior de que el �ujo es cero.

Por lo tanto, se llegó a la conclusión de que no puede haber fuentes magnéticas

monopolares en el volumen encerrado por S. En otras palabras, la ausencia de diver-

gencia magnética (∇ ·B = 0) implica que no hay fuentes magnéticas monopolares en

el espacio.
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Así, se ha demostrado el Teorema de Gauss para el Campo Magnético y su

implicación de la inexistencia de fuentes magnéticas monopolares.

En lo que se re�ere a la �bra óptica, si se considera la Ley de Gauss para el

Campo Magnético (∇·B = 0), este establece que la divergencia del campo magnético

en cualquier punto es cero, lo que implica que no hay fuentes magnéticas monopola-

res. En el contexto de la �bra óptica y la ecuación Sine-Gordon, la aplicación de esta

teorema 4.2.2 se puede entender en relación con la propagación de ondas electromag-

néticas y la falta de fuentes magnéticas a lo largo de la �bra.

Para ir dando forma en que medida el modelo tipo Sine-Gordon es adecuado

para representar y predecir el comportamiento de las señales en cables de �bras ópti-

cas, se explora cómo se relaciona la ecuación Sine-Gordon con la Ley de Gauss para

el Campo Magnético en el contexto de una �bra óptica:

1. Relación con la Fibra Óptica:

La ecuación Sine-Gordon describe la propagación de ondas en la �bra ópti-

ca, donde θ(x, t) representa la amplitud de la onda en función de la posición

x a lo largo de la �bra y el tiempo t.

En el contexto de la �bra óptica, el campo magnético (B) está relacionado

con la amplitud de la onda óptica. Aunque la relación especí�ca puede

depender de la con�guración exacta, podemos decir que la propagación de

la onda óptica tiene asociado un campo magnético.

2. Ausencia de Fuentes Magnéticas Monopolares:

La Ley de Gauss para el Campo Magnético (∇·B = 0) implica que no hay

fuentes magnéticas monopolares en el espacio que rodea la �bra óptica.

En el contexto de la ecuación Sine-Gordon, esto signi�ca que la distribución

de amplitud de la onda óptica no genera fuentes magnéticas monopolares

en el medio circundante.
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3. Interpretación:

La ausencia de divergencia del campo magnético sugiere que las líneas de

�ujo magnético son cerradas, no tienen inicio ni �n, lo cual es consistente

con la naturaleza de las ondas electromagnéticas que se propagan en la

�bra óptica.

Por lo que, el teorema de Gauss 4.2.2 para el campo magnético se relaciona

con la propagación de ondas electromagnéticas en la �bra óptica al establecer que

no hay fuentes magnéticas monopolares asociadas con la distribución de amplitud

de la onda. Esto proporciona una comprensión más profunda de la relación entre la

ecuación Sine-Gordon y la falta de fuentes magnéticas locales en el contexto de la

�bra óptica.

Teorema 4.2.3 (Ley de Faraday de la inducción electromagnética.) La circu-

lación del campo eléctrico (E) alrededor de una curva cerrada es igual al negativo de

la tasa de cambio temporal del �ujo magnético a través de una super�cie encerrada

por la curva.

∇× E = −∂B
∂t

Demostración: Considere una curva cerrada C en el espacio y una super�cie

S que está encerrada por la curva C. La Ley de Faraday de la Inducción Electromag-

nética establece:

∇× E = −∂B
∂t

Donde ∇× E es la circulación del campo eléctrico alrededor de la curva C y
∂B
∂t

es la tasa de cambio temporal del campo magnético B a través de la super�cie S.

Ahora, aplique el teorema de Stokes 2.2.1 a la circulación del campo eléctrico:∮
C

E · dl = −
∫
S

∂B

∂t
· dS

Donde
∮
C
denota la circulación alrededor de la curva cerrada C, dl es un ele-

mento diferencial de longitud a lo largo de la curva C, e
∫
S
es la integral de super�cie
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sobre la super�cie S.

Usando el teorema 4.2.3 de Faraday
(
∇× E = −∂B

∂t

)
para reescribir la circu-

lación:

−
∫
S

(∇× E) · dS = −
∫
S

∂B

∂t
· dS

Aplique la identidad vectorial ∇× (∇× E) = ∇(∇ · E)−∇2E a la izquierda

de la ecuación:

−
∫
S

(
∇(∇ · E)−∇2E

)
· dS = −

∫
S

∂B

∂t
· dS

Dado que la divergencia del campo eléctrico ∇·E es cero (por la Ley de Gauss

para el Campo Eléctrico), el término ∇(∇ ·E) desaparece, y la ecuación se reduce a:∫
S

∇2E · dS =

∫
S

∂B

∂t
· dS

Finalmente, aplique el teorema de la divergencia 2.2.2 a la izquierda de la

ecuación: ∫
V

∇ ·
(
∇2E

)
dV =

∫
S

∂B

∂t
· dS

Si considera que el volumen V está encerrado por la super�cie S, entonces ∇.

(∇2E) = ∇2(∇ · E), y la ecuación se convierte en:∫
V

∇2(∇ · E)dV =

∫
S

∂B

∂t
· dS

Dado que ∇ · E es cero, el término ∇2(∇ · E) también es cero, y la ecuación

se simpli�ca a: ∫
S

∂B

∂t
· dS =

∫
S

∂B

∂t
· dS

Esta identidad es trivialmente verdadera, y se ha demostrado el Teorema de

Faraday 4.2.3 de la Inducción Electromagnética utilizando el teorema de Stokes y el

teorema de la divergencia.

En el mismo sentido, para aplicar la ecuación tipo Sine-Gordon a la �bra óptica

considere que la ecuación Sine-Gordon describe la propagación de ondas en una �bra

óptica y está relacionada con la amplitud de la onda óptica θ(x, t). Por tanto, la Ley

de Faraday de la Inducción Electromagnética se relaciona con la variación temporal
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del campo magnético B y el campo eléctrico E. En el contexto de la �bra óptica, la

aplicación de este teorema se entiende mejor considerando la relación entre el campo

eléctrico y magnético en la propagación de ondas.

1. Relación entre la Ecuación Sine-Gordon y la Fibra Óptica: La ecuación

Sine-Gordon describe la variación de la amplitud de onda óptica en función del

espacio (x) y el tiempo (t) en una �bra óptica. La variable θ(x, t) representa la

amplitud de la onda óptica.

2. Relación entre Campo Eléctrico y Amplitud de Onda: En una �bra

óptica, la amplitud de la onda óptica θ(x, t) está asociada con el campo eléctrico

(E) de acuerdo con la relación especí�ca de la �bra.

3. Ley de Faraday y Variación Temporal del Campo Magnético: La Ley de

Faraday
(
∇× E = −∂B

∂t

)
establece que la variación temporal del campo magné-

tico (B) induce un campo eléctrico cerrado alrededor de la región donde ocurre

el cambio temporal.

4. Aplicación en la Fibra Óptica:

La variación temporal del campo magnético B podría estar relacionada

con las propiedades especí�cas de la �bra óptica y la forma en que la onda

óptica se propaga a lo largo de ella.

Si hay una variación temporal en la amplitud de la onda óptica (θ) debido

a fenómenos como la modulación, esta variación podría estar asociada con

la variación temporal del campo magnético B en la �bra.

5. Interpretación: La Ley de Faraday sugiere que la variación temporal del cam-

po magnético induce un campo eléctrico cerrado alrededor de la región donde

ocurre el cambio. En el contexto de la �bra óptica, esto podría asociarse con

efectos de modulación o cambios en la propagación de la onda óptica.

Por lo que, la aplicación de la Ley de Faraday de la Inducción Electromagnética

a la �bra óptica implica considerar cómo la variación temporal de la amplitud de
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la onda óptica (θ) podría estar relacionada con la variación temporal del campo

magnético B y, por lo tanto, con la inducción de un campo eléctrico cerrado en la

�bra.

Teorema 4.2.4 (Ampère con la Ley de Ampère-Maxwell.) Dada la ecuación

de Ampère con la Ley de Ampère-Maxwell en forma diferencial:

∇×B = µ0

(
J+ ε0

∂E

∂t

)
Este teorema establece la relación entre la circulación del campo magnético

∇×B, la densidad de corriente eléctrica J, y la variación temporal del campo eléctrico
∂E
∂t

en un medio.

Demostración: Comience con la ecuación de Ampère con la Ley de Ampère-

Maxwell en forma diferencial:

∇×B = µ0

(
J+ ε0

∂E

∂t

)
Utilice el teorema de Stokes, que establece que la circulación de un campo

vectorial alrededor de una curva cerrada es igual a la integral de super�cie de la

rotación de ese campo a través de la super�cie encerrada por la curva. Aplique Stokes

a ambos lados de la ecuación:∮
(∇×B) · dl = µ0

∫ (
J+ ε0

∂E

∂t

)
· dA

Donde:
∮
(∇ × B) · dl es la circulación de B alrededor de una curva cerrada,∫ (

J+ ε0
∂E
∂t

)
·dA es la integral de super�cie de la densidad de corriente y la variación

temporal del campo eléctrico a través de la super�cie encerrada.

Ahora, aplicamos la regla de la cadena y propiedades de derivadas para obte-

ner:

µ0

∫
J · dA+ µ0ε0

∫
∂E

∂t
· dA = µ0

∫
∇×B · dA

Aplicamos la Ley de Gauss para el campo eléctrico
(
∇ · E = ρ

ε0

)
y el teorema

de la divergencia a la segunda integral para obtener:

µ0

∫
J · dA+ µ0ε0

∫
∂E

∂t
· dA = µ0

∫
∇ · (∇×B)dV
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Aplique la identidad vectorial (∇·(∇×B) = 0 ) y el teorema de la divergencia

nuevamente para obtener:

µ0

∫
J · dA+ µ0ε0

∫
∂E

∂t
· dA = 0

Esta expresión se simpli�ca a la forma �nal:∫ (
J+ ε0

∂E

∂t

)
· dA = 0

La igualdad 0 implica que la relación original se cumple, demostrando así la

ecuación de Ampère con la Ley de Ampère-Maxwell.

La conexión entre la ecuación sino-Gordon y la �bra óptica puede involucrar

la descripción de las ondas de luz a través de la modulación de un parámetro de fase.

4.3. Predicciones del modelo tipo Sine-Gordon para mejorar

el diseño y la optimización de cables de �bra óptica

La ecuación de Sine-Gordon describe la propagación de ondas en una �bra

óptica y, aunque su aplicación exacta puede depender de la con�guración especí�ca de

la �bra y de las condiciones iniciales, proporciona información valiosa para el diseño

y la optimización de cables de �bra óptica. A continuación, se presentan algunas

predicciones y consideraciones que podrían derivarse del modelo tipo Sine-Gordon:

Modulación de la Amplitud de la Onda: La ecuación Sine-Gordon puede

prever cómo la amplitud de la onda óptica varía en función del espacio y el

tiempo. Esto puede ser crucial para diseñar sistemas de modulación de la señal,

lo que podría afectar directamente la capacidad de transmisión de información

a través de la �bra óptica.

Interacción no Lineal: La ecuación Sine-Gordon es no lineal y puede prever la

posibilidad de interacciones no lineales entre las ondas ópticas que se propagan

en la �bra. Esto puede ser crítico para entender los límites de potencia y evitar

fenómenos no deseados como la mezcla de cuatro ondas.
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Efectos de Dispersión y Solitones: La ecuación Sine-Gordon puede propor-

cionar información sobre los efectos de dispersión y la formación de solitones

en la �bra óptica. La gestión de estos efectos es esencial para la transmisión de

señales a larga distancia.

Optimización de la Fibra: Al comprender cómo la ecuación Sine-Gordon

modela la propagación de ondas en la �bra, se pueden realizar ajustes en la geo-

metría y las propiedades del material para optimizar la transmisión de señales.

Control de la Amplitud y Frecuencia: El modelo Sine-Gordon puede sugerir

estrategias para controlar la amplitud y frecuencia de la onda óptica. Esto es

esencial para la manipulación de la señal y la adaptación a diferentes condiciones

de transmisión.

Minimización de Distorsiones Temporales: Comprender cómo la ecuación

Sine-Gordon modela las distorsiones temporales en la onda óptica puede ayudar

en la minimización de estas distorsiones, lo que es crucial para la integridad de

la señal.

Gestión de la Interferencia: El modelo puede proporcionar información sobre

cómo prevenir o gestionar fenómenos de interferencia entre las ondas ópticas,

mejorando así la calidad de la transmisión.

Es importante destacar que estas predicciones son generales y que la aplicación

especí�ca a un diseño de �bra óptica real puede requerir un análisis más detallado y

consideración de los parámetros especí�cos de la �bra, la fuente de luz, y las condi-

ciones de operación. Las simulaciones y experimentos especí�cos son esenciales para

validar y ajustar cualquier modelo teórico a la realidad de las condiciones de operación

de la �bra óptica.

Ejemplo 4.3.1 Predicciones del modelo tipo Sine-Gordon para el mejorar el diseño

y la optimización de cables de �bra óptica utilizando Python.
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Desarrollar un ejemplo detallado de las predicciones del modelo Sine-Gordon

para la optimización de cables de �bra óptica implica la solución numérica de la

ecuación diferencial parcial. Ahora se observa un ejemplo simpli�cado donde se simula

la propagación de una onda óptica en una �bra utilizando métodos numéricos básicos

en Python.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# Parámetros del modelo y de la simulación

L = 10.0 # Longitud de la fibra óptica

T = 50.0 # Tiempo total de simulación

Nx = 100 # Número de puntos en el eje x

Nt = 500 # Número de puntos en el tiempo

omega = 1.0 # Frecuencia angular

# Discretización del espacio y tiempo

x = np.linspace(0, L, Nx)

t = np.linspace(0, T, Nt)

dx = x[1] - x[0]

dt = t[1] - t[0]

# Inicialización de la amplitud de la onda

theta = np.zeros((Nx, Nt))

# Condiciones iniciales (pulso inicial)

theta[:, 0] = np.exp(-0.2 * (x - L / 2)**2)

# Simulación de la propagación de la onda utilizando el

método de diferencias finitas

for n in range(0, Nt - 1):
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for i in range(1, Nx - 1):

theta[i, n + 1] = 2 * theta[i, n]

- theta[i, n - 1] + (omega**2 * dt**2 / dx**2) * (

np.sin(theta[i + 1, n]) - 2 * np.sin(theta[i, n])

+ np.sin(theta[i - 1, n])

)

# Visualización de la propagación de la onda

plt.figure(figsize=(10, 6))

plt.imshow(theta.T, extent=[0, L, 0, T], aspect='auto', cmap='viridis')

plt.colorbar(label='Amplitud de la onda')

plt.title('Propagación de la onda óptica en la fibra óptica')

plt.xlabel('Posición (x)')

plt.ylabel('Tiempo (t)')

plt.show()

Este código simula la propagación de una onda óptica en una �bra óptica uti-

lizando el método de diferencias �nitas para la ecuación Sine-Gordon.

La interpretación de los resultados y su aplicación al diseño y optimización de

cables de �bra óptica puede requerir un análisis más avanzado y especí�co según las

necesidades del sistema. Este ejemplo proporciona una base para explorar y entender

la propagación de ondas en una �bra óptica bajo la in�uencia de la ecuación Sine-

Gordon.
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4.4. In�uencia de los parámetros claves, como la longitud del

cable, la atenuación y la dispersión, en la predicción del

rendimiento de señal utilizando el modelo del tipo

Sine-Gordon

El modelo del tipo Sine-Gordon se utiliza comúnmente para describir fenóme-

nos en sistemas físicos que muestran solitones, como las �bras ópticas no lineales.

Al analizar la in�uencia de los parámetros clave, como la longitud del cable, la ate-

nuación y la dispersión, en la predicción del rendimiento de la señal utilizando este

modelo, se pueden considerar varios aspectos.

1. Longitud del cable: A medida que aumenta la longitud del cable, es probable

que se produzcan cambios en la propagación de solitones. Se pueden observar

fenómenos como la dispersión temporal y la formación de solitones múltiples.

Puedes analizar cómo la estabilidad de los solitones se ve afectada por la longitud

del cable.

Teorema 4.4.1 (Estabilidad de Solitones en Función de la Longitud del Ca-

ble). Dada una onda solitaria viajera en un cable no lineal, la estabilidad de dicha

onda solitaria está inversamente relacionada con la longitud del cable. Especí�camen-

te, a medida que la longitud del cable aumenta, la estabilidad de la onda solitaria

disminuye, lo que se mani�esta en una mayor propensión a la dispersión temporal y

la formación de solitones múltiples.

Demostración: Para demostrar este teorema, considerar la ecuación de Schrö-

dinger no lineal (NLS) que describe la propagación de solitones en un medio no lineal,

donde u(z, t) representa la amplitud de la onda solitaria en función de la distancia z

y el tiempo t :

i
∂u

∂t
+
β

2

∂2u

∂z2
+ γ|u|2u = 0 (4.4.2)
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Donde β es el coe�ciente de dispersión y γ es la no linealidad.

Suponga que tiene una solución estacionaria u(z, t) = U(z)eiωt, donde U(z)

representa el per�l de la onda solitaria y ω es la frecuencia angular. Sustituya es-

ta solución en la ecuación de Schrödinger NLS y obtenga la siguiente ecuación de

transporte para U(z) :
β

2

d2U

dz2
− ωU + γ|U |2U = 0 (4.4.3)

Esta ecuación de transporte tiene soluciones estacionarias en forma de solito-

nes. Ahora, considere la estabilidad de estas soluciones en función de la longitud del

cable.

A medida que la longitud del cable aumenta, el término de dispersión β
2
d2U
dz2

se

vuelve más pronunciado, lo que puede contribuir a la inestabilidad de la onda solita-

ria. Además, la no linealidad γ|U |2U puede dar lugar a interacciones no lineales que

afectan la estabilidad.

Por lo que, la estabilidad de los solitones está inversamente relacionada con la

longitud del cable, lo que implica que a medida que la longitud del cable aumenta,

la estabilidad de los solitones disminuye, favoreciendo fenómenos como la dispersión

temporal y la formación de solitones múltiples.

Teorema 4.4.2 (In�uencia de la Longitud del Cable en la Formación y Es-

tabilidad de Solitones). Dada una ecuación no lineal que describe la propagación

de solitones en un cable, representada por la ecuación:

i
∂u

∂t
+ αu+ β

∂2u

∂x2
+ γ|u|2u = 0

donde u(x, t) representa la amplitud de la onda, α, β, y γ son coe�cientes

constantes, y x y t son las variables espaciales y temporales respectivamente. Se

establece que la longitud del cable L in�uye en la formación y estabilidad de solitones.

Demostración: Considere una solución estacionaria u(x, t) = U(x)eiωt, donde

U(x) es el per�l de la onda solitaria y ω es la frecuencia angular. Sustituyendo esta
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solución en la ecuación, obtiene la siguiente ecuación de transporte para U(x) :

αU + β
d2U

dx2
− ωU + γ|U |2U = 0

Esta ecuación de transporte tiene soluciones estacionarias en forma de solito-

nes. La estabilidad de estos solitones se analiza mediante un análisis de estabilidad

lineal, examinando la dependencia de la estabilidad con respecto a pequeñas pertur-

baciones.

A medida que la longitud del cable L varía, el término β d2U
dx2 relacionado con la

dispersión espacial se ve afectado. Un cable más largo puede favorecer la estabilidad

de los solitones al permitir una compensación más efectiva de la dispersión.

Por lo tanto, el teorema establece que la longitud del cable in�uye en la for-

mación y estabilidad de solitones, siendo una longitud óptima para favorecer la esta-

bilidad.

Ejemplo 4.4.1 Suponga que la ecuación que describe la propagación de solitones

es la ecuación de Schrödinger no lineal con términos dispersivos y no lineales, y que

la longitud del cable es un parámetro relevante. Un ejemplo especí�co podría ser la

siguiente ecuación:

i
∂u

∂t
+
β

2

∂2u

∂x2
+ γ|u|2u = 0

Donde β y γ son coe�cientes constantes.

Considere una condición inicial u(x, 0) = sech(x) y ∂u
∂t
(x, 0) = 0. Se puede

estudiar la evolución temporal de esta condición inicial para diferentes longitudes del

cable y observar cómo la formación y estabilidad de los solitones son afectadas por la

longitud del cable.

En este caso utilizaremos Python para implementar la resolución numérica de

la ecuación no lineal de Schrödinger utilizando el método de diferencias �nitas:

import numpy as np
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import matplotlib.pyplot as plt

# Parámetros

L = 20 # Longitud del cable

beta = 0.1 # Coeficiente de dispersión

gamma = 1.0 # Coeficiente no lineal

# Discretización del espacio y tiempo

Nx = 400 # Número de puntos espaciales

Nt = 1000 # Número de puntos temporales

x = np.linspace(-L/2, L/2, Nx)

t = np.linspace(0, 2, Nt)

dx = x[1] - x[0]

dt = t[1] - t[0]

# Condición inicial

u = np.exp(-(x**2)/2) # Sech(x)

# Evolución temporal utilizando el método de diferencias finitas

for n in range(1, Nt):

# Términos de la ecuación

linear_term = beta / 2 * np.fft.fftshift(np.fft.ifft

(np.fft.fft(u)**2))

nonlinear_term = gamma * np.abs(u)**2 * u

# Evolución temporal

u = u - 1j * (linear_term + nonlinear_term) * dt

# Graficar la solución

plt.plot(x, np.abs(u)**2)

plt.title('Solución de la Ecuación de Schrödinger no lineal')
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plt.xlabel('Posición')

plt.ylabel('|u(x, t)|^2')

plt.show()

2. Atenuación y Dispersión: Introduciendo los términos de atenuación α y

dispersión β en la ecuación para estudiar cómo afectan la amplitud y la velocidad

de los solitones.

∂2u

∂t2
− c2

∂2u

∂x2
+ α

∂u

∂t
+ β

∂3u

∂x3
+ sin(u) = 0

Teorema 4.4.3 (Conservación de la Energía en Presencia de Atenuación y

Dispersión.) Considerar la ecuación diferencial parcial dada por:

∂2u

∂t2
− c2

∂2u

∂x2
+ α

∂u

∂t
+ β

∂3u

∂x3
+ sin(u) = 0

Suponga que u(x, t) es una solución su�cientemente suave de esta ecuación en

un dominio D ⊂ R2 y que satisface condiciones de contorno apropiadas. Entonces, la

siguiente cantidad es conservada a lo largo del tiempo:

E(t) =

∫ ∞

−∞

[
1

2

(
∂u

∂t

)2

+
c2

2

(
∂u

∂x

)2

+
α

2
u2 +

β

2

(
∂2u

∂x2

)2

+ cos(u)

]
dx

Finalmente, al emplear el modelo del tipo Sine-Gordon para prever el rendi-

miento de señales en un sistema de propagación, la consideración de parámetros clave

como la longitud del cable, la atenuación y la dispersión resulta crucial. La longitud

del cable, al in�uir en la formación y estabilidad de solitones, desempeña un papel

determinante en la evolución temporal de las ondas. La atenuación, al cuanti�car la

pérdida de energía durante la propagación, impacta directamente en la amplitud de

la señal, in�uyendo en su intensidad a lo largo del tiempo y la distancia.
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CAPÍTULO V

CONCLUSIONES

5.1. Introducción

En el presente capítulo se ponen en evidencia el conjunto de conclusiones

obtenidas en esta investigación, las cuales guardan estrecha relación con los objetivos

planteados en la misma. De igual manera se destacan otros elementos que generan

posibles líneas de investigación.

5.2. Conclusiones �nales

En este sección, se realiza una breve conclusión como parte de los análisis

planteados en la presentación de los resultados, con la idea de reforzar en un lenguaje

más manejable estas consideraciones establecidas. En la misma se concluye:

La exploración detallada del modelo matemático tipo Sine-Gordon para predecir

el comportamiento de señales en cables de �bras ópticas ha arrojado resultados

signi�cativos. Se logró demostrar la aplicabilidad de la ecuación Sine-Gordon en

la descripción de la propagación de ondas electromagnéticas en �bras ópticas,

destacando su relación con las leyes fundamentales del electromagnetismo, co-

mo la Ley de Gauss para el Campo Eléctrico y la Ley de Gauss para el Campo

Magnético.

A través de demostraciones formales y análisis teóricos, se estableció cómo la

ecuación Sine-Gordon se vincula con la Ley de Faraday de la Inducción Electro-

magnética y la Ley de Ampère con la Ley de Ampère-Maxwell. Estas conexiones

proporcionaron una comprensión profunda de cómo la variación temporal de la

amplitud de la onda óptica se relaciona con el campo eléctrico y magnético en

el contexto de una �bra óptica.

Asimismo, se realizaron predicciones valiosas sobre el potencial uso de la ecua-

ción Sine-Gordon en la mejora del diseño y la optimización de cables de �bra
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óptica. Se destacaron aspectos clave, como la modulación de la amplitud de

la onda, la posibilidad de interacciones no lineales, los efectos de dispersión y

la formación de solitones. Estas predicciones ofrecen perspectivas valiosas para

avanzar en el desarrollo y la e�ciencia de los sistemas de comunicación óptica.

La investigación logró con éxito analizar el modelo matemático tipo Sine-

Gordon para predecir el rendimiento de señal en cables de �bras ópticas. La evaluación

exhaustiva reveló la capacidad del modelo para describir con precisión la propagación

de ondas electromagnéticas en �bras ópticas, estableciendo conexiones fundamentales

con las leyes del electromagnetismo. Se identi�caron y comprendieron a fondo aspec-

tos como la modulación de la amplitud, interacciones no lineales, efectos de dispersión

y la formación de solitones en el comportamiento de las señales ópticas.

5.3. Líneas futuras de investigación

En esta sección se presentan algunas temáticas relevantes que podrían ser

interesante para otros investigadores:

Aplicación de la ecuación sine-Gordon en la predicción de solitones ópticos en

cables de �bras.

Análisis de propagación no lineal en �bras ópticas mediante la ecuación Sine-

Gordon.

Simulación numérica de solitones ópticos en �bras ópticas a través de la ecuación

Sine-Gordon.
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Anexo A. Cronograma

La ejecución de esta investigación demandó la elaboración y seguimiento de u n de-

tallado cronograma de estudios. La estructuración de este cronograma no solo pro-

porcionó un marco organizativo esencial, sino que también aseguró la coherencia y la

progresión lógica en la ejecución de cada fase de la investigación.

Cronograma de estudios

Entrega del anteproyecto. 10− 12 Noviembre, 2023.

Evaluación del Anteproyecto. 13− 15 Noviembre, 2023.

Observaciones de los jurados. 16-23 Noviembre, 2023.

Elaboración del proyecto completo 26 Diciembre, 2023.

Entrega de tesis a los jurados 27-28 Diciembre, 2023.

Presentación de tesis 4-5 Enero, 2024

Entrega de tesis 9-12 Febrero, 2024

Anexo B. Presupuesto

En el marco de esta investigación, se llevó a cabo el cálculo detallado del inventario de

recibos de gastos asociados al desarrollo del trabajo de maestría. Este proceso incluyó

la recopilación meticulosa y clasi�cación de todos los comprobantes relacionados con

los costos incurridos durante la realización de la investigación académica.

Presupuesto.

Descrpción. Cantidad. Costo por unidad. Costo total.

Ecuadernado 15 $100 $1500

Viáticos 15 $1000 $15, 000

Insumos - - $15, 000

Laptop - - $30, 000

Total - - $61, 500
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Anexo C. Simbología Matemática

La tabla proporciona una lista de símbolos junto con sus respectivas descripciones uti-

lizadas en el contenido proporcionado. Aquí hay una explicación detallada de algunos

de los símbolos clave:

Símbolo Descripción

u(x, t) Altura de la onda en función de la posición x y el tiempo t en el contexto

de las ecuaciones Korteweg-de Vries (KdV).

θ(x, t) Función que describe la perturbación en el campo en el contexto de las

ecuaciones de Sine-Gordon.

ψ(x, t) Función de onda en el contexto de la ecuación de Schrödinger no lineal.

V (x) Potencial en la ecuación de Schrödinger no lineal.

ω Parámetro que aparece en la ecuación de Sine-Gordon.

β, ρ Parámetros en las ecuaciones de Transformación de Bäcklund relaciona-

das con la Sine-Gordon.

m Masa en la ecuación de Schrödinger no lineal.

g Parámetro no lineal en la ecuación de Schrödinger no lineal.

β2 Coe�ciente de dispersión de segundo orden en la �bra óptica.

γ Coe�ciente de no linealidad en la �bra óptica.

λ Longitud de onda de la señal en el contexto de la �bra óptica.

R Radio de curvatura en la atenuación por curvatura.

α Coe�ciente de atenuación por curvatura o conexión en la �bra óptica.

N Número de conexiones en la atenuación por empalmes y conectores.

Dm Dispersión modal en �bras multimodo.

Dc Dispersión cromática en �bras monomodo.

S Super�cie orientada en el Teorema de Stokes.

C Curva cerrada y suave en el Teorema de Stokes.

F⃗ Campo vectorial en los Teoremas de Stokes y de la Divergencia.

dS⃗ Vector de área diferencial en el Teorema de Stokes.

dV Elemento diferencial de volumen en el Teorema de la Divergencia.
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