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Sustentante Asesor

RESUMEN

En esta investigacion titulada “Anélisis de Cuadratura de Poligonos por Di-
seccion”, el objetivo general fue analizar los poligonos que pueden ser sometidos a
cuadratura al fragmentar y particionar una figura por diseccion. Para lograr este ob-
jetivo, se plantearon objetivos especificos que abordaron la identificacion de figuras
utiles en la cuadratura de poligonos, el analisis de la fragmentacion y particion de
figuras para obtener la cuadratura del tridngulo, la explicaciéon de cudndo un rec-
tangulo elemental admite cuadratura real, y la demostracion de la relacion entre la

cuadratura de un cuadrado y un octagono regular.

La metodologia utilizada fue de tipo deductivo, con un enfoque cualitativo y
un disefio no experimental. Se llevé a cabo un analisis detallado de dos enfoques fun-
damentales para calcular el area de poligonos: cuadratura por tridngulos y cuadratura
por rectangulos, ambos bajo la técnica de diseccion. Se demostro la versatilidad de
la cuadratura por diseccion, incluyendo métodos especificos como la fragmentacion

mediante medianas y alturas, asi como la cuadratura real de rectdngulos.

Finalmente, el estudio de la relaciéon entre la cuadratura de un cuadrado y un
octagono regular reveld informacién valiosa sobre las proporciones y areas de estas
figuras geométricas. La investigacion concluy6 resaltando la importancia de condicio-
nes clave, como la regularidad y simetria de los poligonos, para la aplicabilidad de la

cuadratura por diseccion.

Palabras clave: Cuadratura. Poligonos. Disecciéon. Fragmentacion. Particio-

namiento. Figuras. Tridngulo. Rectangulo Elemental. Cuadratura real.
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CAPITULO I
INTRODUCCION

1.1. Introduccién

En el primer capitulo, se presentan los antecedentes, el planteamiento del pro-

blema, los objetivos, la justificacion y el alcances y limites de la misma.

Se hizo un estudio sobre la cuadratura de poligono por diseccion, donde basica-
mente se mostraron las figuras que resulten 1til, las figuras que se puedan fragmentar
y particionar, ademas se pretende conocer cuando un rectangulo admite cuadratura
real y finalmente se presenta de manera equivalente la relaciéon que existe entre la

cuadratura de un cuadrado y un octagono regular.

1.2. Antecedentes

1.2.1. Antecedentes historicos

Johann Friedrich Lorenz describe en su libro Euklids Elemente, del ano 1781,
la solucién de esta cuadratura “A partir de una figura rectilinea dada A, determinar

un cuadrado de igual area”.

Los siguientes teoremas matematicos de Euclides se utilizan para abordar la
tarea: Conversion de un tridngulo en un paralelogramo con la misma area. Conversion
de una figura lineal en un paralelogramo con la misma area y el teorema de la media

geométrica en un tridngulo rectangulo.

Los altimos diez teoremas del Libro I de los Elementos de Euclides resultan ser
testimonios de la preocupacion del hombre por la transformacion de figuras equiex-

tensas y especialmente por cuadrar una figura plana utilizando regla y compas.



1.2.2. Antecedentes académicos

De acuerdo con Agreda y Jacome (2008) en su estudio sobre “Cuadratura de
Poligonos por Diseccion” de la Universidad de Narino, cuyo objetivo fue Aplicar la
cuadratura de Poligonos por Diseccion, concluye que por increible que parezca la so-
lucion de la cuadraturas de poligono depende de la diseccion, ya que, subyacen altos
conceptos y principios matematicos. La diseccion asegurd que al cortar una figura y

reordenar las piezas, el area total no cambia.

En este sentido Mazzaglia (2020) en su estudio titulado “Anélisis comparativo
de la ArquiMatica y la historia de las matemaéticas” Ediciones Universidad Catolica
de Salta, cuyo objetivo se fundamenta en comparar la Arquiméatica con las distintas
cultura, en el mismo se concluye que la cultura vinculada a la matematica es posible
ser desarrollada toda vez que la mateméatica como forma de comunicacion y expresion,
como herramienta tecnologica y base de estructuras logicas, es un componente mas

de la cultura.

para Sevilla, et. al, (2021) en su revista sobre “Puzles de cuadraturas”’ de la
revista digital SUMA, cuyo objetivo fue Analizar las cuadraturas del tridngulo, del
pentagono, del hexagono y del octogono, en la que se concluye que los puzzles son
herramientas que desde la infancia son utilizas por los ninos, ya que estas piezas
irregulares despiertan la curriosidad, motivando a los aspectos lidico y en si a utilizar

con mas frecuencia actividades motivante con gran potencial didactico.

1.3. Planteamiento del problema

La resolucion de la cuadratura de un poligono o de figuras lineales constituye
un problema abordado en la geometria clésica. Este proceso se basa en la aplicacion
de las herramientas euclidianas, como la regla y el compés, con el objetivo de trazar
un cuadrado cuya area sea equivalente a la del poligono dado, ya sea convexo o con-

Cavo.



La cuadratura de poligonos plantea interrogantes cruciales que merecen una
atencion especifica. En primer lugar, es imperativo indagar sobre qué figuras geométri-
cas resultan mas eficientes en el proceso de cuadratura, buscando identificar aquellas
formas que simplifican el calculo del area de poligonos complejos. Este anélisis inicial
contribuyé a establecer las bases para abordar de manera mas efectiva el problema

general de la cuadratura de poligonos.

En el contexto de la fragmentacion y particion de figuras, se presenta la ne-
cesidad de explorar estrategias especificas para obtener la cuadratura de tridngulos.
Este segundo aspecto del problema se enfoca en desarrollar métodos que permitan
descomponer y analizar triAngulos de manera eficiente, ampliando asi la comprension

de la cuadratura en situaciones que involucran esta forma geométrica basica.

Otro aspecto relevante es determinar las condiciones en las cuales un rectangu-
lo elemental puede ser efectivamente utilizado para la cuadratura de poligonos. Aqui
se busca establecer las propiedades y restricciones que hacen que la aproximacion
mediante rectangulos sea valida, contribuyendo a la optimizaciéon de técnicas de cua-
dratura. Y por tltimo, se plantea la necesidad de examinar la relacién matematica

entre la cuadratura de un cuadrado y la de un octagono regular.

Por las razones expuestas antes presentada es interesante preguntarse ;Cué-
les condiciones deben cumplir los poligonos para poderseles aplicar la cuadratura al
fragmentar y particionar una figura por disecciéon? y de formas mas puntual se puede

preguntar por:

1. ;Cuaéles figuras resultan 1til en la cuadratura de poligonos?

2. ;Como fragmentar y particionar una figura para obtener la cuadratura del trian-

gulo?
3. ;Cuando un rectangulo elemental admite cuadratura real?

4. ;Cudl es la relacion que existe entre la cuadratura de un cuadrado y un octagono



regular?

1.4. Justificacion

La investigacion sobre la cuadratura de poligonos mediante técnicas de disec-
cion se presenta como un campo crucial, dada su relevancia en el &mbito matematico
y su potencial impacto en diversas areas. En primer lugar, el entendimiento de las
figuras geométricas mas eficientes para la cuadratura contribuy6 significativamente a
la resolucion de problemas complejos en matematicas y ciencias aplicadas. Esta com-
prension puede facilitar la optimizacion de procesos de medicion de areas en distintos

contextos, desde la ingenieria hasta la fisica y la cartografia.

En el caso especifico de la Repiblica Dominicana, la investigacion adquiere im-
portancia al proporcionar herramientas matematicas avanzadas que pueden aplicarse
en el desarrollo de proyectos y andlisis territoriales. La precision en la cuadratura de
poligonos es esencial para la planificaciéon urbana, la gestion de recursos naturales y

la toma de decisiones estratégicas en el pais.

En el &mbito académico, la Universidad Tecnologica del Cibao Oriental - UTE-
CO se beneficia al liderar investigaciones que contribuyen al avance del conocimiento
en disciplinas cientificas. La relevancia de la cuadratura de poligonos no solo consolida
la posicion de la instituciéon como un centro de excelencia en educaciéon superior, sino
que también brinda a estudiantes y profesores herramientas teoéricas y practicas para

abordar problemas mateméticos complejos.

Ademas, la comunidad local se beneficia al contar con profesionales formados
en técnicas de cuadratura de poligonos, ya que estos conocimientos pueden aplicarse
en proyectos comunitarios, desarrollo urbano sostenible y la resolucién de desafios
especificos en la region. La investigacion no solo impacta el Aambito académico, sino que

también tiene un alcance tangible en la mejora de la calidad de vida de la comunidad.



1.5. Objetivos

1.5.1. Objetivo general

Analizar los poligonos que se pueden aplicar la cuadratura al fragmentar y

particionar una figura por diseccion

1.5.2. Objetivos especificos

1. Mostrar las figuras que resultan ttil en la cuadratura de poligonos.

2. Analizar como fragmentar y particionar una figura para obtener la cuadratura

del triangulo.
3. Explicar cuando un rectangulo elemental admite cuadratura real.

4. Mostrar equivalentemente la relacién que existe entre la cuadratura de un cua-

drado y un octagono regular.

1.6. Alcances y limites

Esta investigacion pertenece a las matematicas y en especifico al campo de la
geometria y de manera puntual centra su atenciéon el la cuadratura de poligonos por
diseccion, la misma se limita identificar que figuras resultan tutil, como fragmentarla

y mostrar su equivalencia entre figuras.

En esta investigacion se presentan casos particulares de cuadraturas por la via
de la disecciéon y con la utilizacion de elementos tedricos innovadores al establecer un
procedimiento general para cuadrar un rectangulo cualquiera sin importar el valor de

la razon entre la longitud de sus lados.



CAPITULO II
MARCO REFERENCIAL

2.1. Introduccion

El presente capitulo sustenta tedricamente este tema de investigacion, el cual
involucra el analisis de la cuadratura de poligonos por diseccion, esta se obtiene a
través de una bisqueda incansable de recursos bibliograficos, cuyo proposito principal

es apoyar de manera teodrica esta investigacion mediante definiciéon y teoremas.

2.2. Cuadratura de poligonos

La cuadratura de poligonos segtin Agreda y Jacome (2008), se refiere al proceso
de encontrar el area de un poligono, es decir, la medida bidimensional del espacio
encerrado por sus lados. Dependiendo de la forma del poligono, existen férmulas

especificas para calcular su area.

2.2.1. Cuadratura del triAngulos

Definicién 2.2.1 (Tridngulo.) Un triangulo es el poligono méas simple, y su area
se puede calcular utilizando la formula de la base por la altura dividida por 2, (A =

(base * altura) /2). (Rosa, 1989).

Teorema 2.2.1 (Teorema de Pitagoras.) En un triangulo rectangulo, el cuadra-
do de la hipotenusa (c) es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados (a

v b) : ¢ = a* + b*. (Canadas, 2001).

Teorema 2.2.2 (Teorema de la Bisectriz.) La bisectriz de un dngulo en un trian-
gulo divide al lado opuesto en segmentos proporcionales a los otros dos lados. (Cana-

das, 2001).

Teorema 2.2.3 (Teorema de la Altura.) La altura de un tridngulo desde un vér-
tice al lado opuesto es perpendicular a ese lado y divide el tridngulo en dos tridngulos

semejantes. (Massa, 2017).



Teorema 2.2.4 (Teorema de Tales.) Si una linea paralela corta dos lados de un
triangulo, entonces divide esos lados en segmentos proporcionales. (Filloy y Lema,

1996).

Definicién 2.2.2 (Cuadratura del tridngulo.) La cuadratura del tridngulo gene-
ralmente se refiere al problema matematico de encontrar el drea de un triangulo (Mas-
sa, 2017). Para calcular el area de un tridngulo, puedes usar la formula bésica de area

para triangulos, que es:

. 1
Area = 3 % Base x Altura (2.2.1)

Donde la base es la longitud de uno de los lados del triangulo, y la altura es

la distancia perpendicular desde la base hasta el vértice opuesto.

Teorema 2.2.5 (Teorema de Herén.) De acuerdo con Palomé y Serrano (2017).
Dados los lados de un triangulo a,b y ¢, y denotando s como el semiperimetro (mitad
del perimetro), el area del triangulo (A) se puede calcular mediante la formula de

Herén:

A=+/s(s—a)(s—b)(s—c) (2.2.2)

donde s es el semiperimetro del triAngulo

a+b+c
5 .

(2.2.3)

2.2.2. Cuadraturas del rectangulos y cuadrados

Definiciéon 2.2.3 (Area de un rectiangulos o cuadrados.) El area de un rectéan-
gulo o cuadrado se calcula multiplicando la longitud de la base por la altura (A =

base * altura). (Aya, Echeverry y Samper, 2016).

Teorema 2.2.6 (Teorema de Pitagoras.) En el caso de un cuadrado, todos los
angulos son rectos, y se puede aplicar el Teorema de Pitdgoras: la longitud de la
diagonal (d) de un cuadrado con lados de longitud s es d = v/2 x s. (Solis y Tapia,
2002).



Teorema 2.2.7 (Teorema del Paralelogramo.) La diagonal de un paralelogramo

divide el paralelogramo en dos triangulos congruentes. (Alonso, 2019).

Teorema 2.2.8 (Teorema de la Bisectriz.) Si traza una bisectriz en un angulo
del rectangulo, divide el angulo en dos dngulos congruentes. (Aya, Echeverry y Sam-

per, 2016).

Teorema 2.2.9 (Teorema del Cuadrado.) En un cuadrado, todos los lados son

iguales y todos los angulos son rectos (90 grados).

Teorema 2.2.10 (Teorema de Tales.) Si una linea paralela corta dos lados de un

rectangulo, entonces divide esos lados en segmentos proporcionales. (Canadas, 2001).

Definicién 2.2.4 (Cuadratura del Rectangulo.) La cuadratura del rectangulo
es el problema de encontrar un cuadrado con la misma area que un rectangulo dado.

(Solis y Tapia, 2002).

Definicién 2.2.5 (Cuadratura del Cuadrado.) En el contexto de la cuadratura,
el cuadrado no presenta un problema especifico, ya que cualquier cuadrado con el

mismo lado tiene autométicamente el mismo area. (Solis y Tapia, 2002).

Teorema 2.2.11 (Teorema Cuadratura del Rectangulo.) Dado un rectangulo
con lados de longitud a y b, el drea A del rectangulo es A = a x b. La cuadratura de
este rectangulo implica encontrar un cuadrado con un lado ¢ tal que ¢ = a x b. La

solucion es ¢ = v/a x b. (Agreda y Jacome, 2008).

Teorema 2.2.12 (Teorema de la Cuadratura del Cuadrado.) No hay un pro-
blema de cuadratura especifico para el cuadrado, ya que cualquier cuadrado con el
mismo lado tiene automaticamente el mismo area que el cuadrado dado. (Alonso,

2019).

2.2.3. Cuadratura del octagono regular

Definicién 2.2.6 (Area de un octagono regular.) El area (A) de un octagono
regular se puede calcular con la formula: A = 2x (lado )? x (1 + v/2), donde lado es
la longitud de uno de los lados del octéagono. (Fernandez y Reyes, 2001).



Teorema 2.2.13 (Teorema del Angulo Central en un Octagono Regular.) En
un octégono regular, cada édngulo central (un angulo formado por dos radios que
conectan el centro del octdgono con puntos adyacentes en la circunferencia) mide

300 — 45°. (Malisani, 1987).

Teorema 2.2.14 (Teorema de Pitagoras en un Triangulo Isésceles en el Oc-
tagono Regular.) Al conectar el centro de un octagono regular con dos vértices
adyacentes, se forma un tridngulo isoésceles. Puedes usar el teorema de Pitagoras en
este tridngulo para relacionar la longitud de los lados y la apotema (distancia desde

el centro al centro de un lado). (Vigil y Mendoza, 2023).

Definicién 2.2.7 (Relacion entre el Lado y la Apotema en el Octiagono
Regular.)La relacion entre la longitud del lado (s) y la apotema (a) de un octéagono

regular es a = s x (1 +/2).

Definicién 2.2.8 (Cuadratura del octagono regular.) Esta aborda el desafio ma-
tematico de hallar un cuadrado cuya area sea equivalente a la de un octagono regular
dado. Este problema se enmarca en el d&mbito de la construcciéon geométrica clasi-
ca, empleando regla y compés. (Agreda y Jacome, 2008). Su area se puede calcular

mediante

Asctagono = 2a°(1 4+ v/2) (2.2.4)

Por ende, la cuadratura involucra encontrar un cuadrado con lado b tal que

v = 2a%(1+2).

2.3. Fragmentar y particionar una figura

Definicién 2.3.1 (Divisiéon de una figura Geométrica.) Segun Gagatsis (2015),
puedes dividir una figura geométrica como un cuadrado (ABCD), de lado s, en dos
tridngulos congruentes al trazar una diagonal (AC). Esto se puede expresar mediante
la formula del area de un tridngulo: Ax = % X b x h, donde by h son la base y la

altura del triangulo, respectivamente.

1 1
A== XsXs=— X §
2 2
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Definicién 2.3.2 (Descomposicion en segmentos.) Puedes dividir una linea AB
en segmentos AC'y C'B. La longitud de AC'y C'B se suma para obtener la longitud
total de AB. (Altuve y Warrick, 2015). Esto se puede expresar como:

AB=AC+(CB

Definicién 2.3.3 (Fraccionamiento de un Area.) Segiin expresan Fernandez y
Reyes (2001), al particionar una figura bidimensional en regiones mas pequenas, el

area total (A ) se puede expresar como la suma de las areas de las regiones individuales.
A=A +A+...+ A,

Definicién 2.3.4 (Division en Formas Simples.) Una figura compleja se puede
dividir en formas mas simples, como triangulos o cuadrilateros. (Altuve y Warrick,

2015). Suponga que una figura F' se divide en n subfiguras, entonces:
Ap=A1+ A+ ...+ A,

Definicién 2.3.5 (Descomposicion en Poligonos.) Segin Vigil y Mendoza (2023),
puedes descomponer un poligono (P) en triangulos (11,75, ..., T,). El area total del

poligono se expresa como la suma de las areas de los triangulos.
AP:ATl +AT2+---+ATn

Definicién 2.3.6 (Particion Jerarquica.) Adoptar un enfoque jerarquico implica
subdividir una figura en partes més grandes y luego subdivide cada parte en segmentos

mas pequenos. (Agreda y Jacome, 2008). Esto se puede expresar mediante la recursion:

Atotal = Asubﬁgural + AsubﬁguraQ + ...

Teorema 2.3.1 (Teorema de Ceva.) Segin Hernandez (2021). En un tridngulo
ABC, sea P un punto en el lado BC,Q en el lado CA y R en el lado AB. Las

cevianas AP, BQ y CR son concurrentes si y solo si se cumple la siguiente relacion:

BC CA AB
AC AB BC

1 (2.3.5)
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CAPITULO III
METODOLOGIA

3.1. Introduccion

En este capitulo se describen los aspectos metodologicos que marcaron el de-
sarrollo de esta investigacion. En el mismo se abordo: el diseno, tipo de estudio,
método, enfoque y procedimientos de la misma. Delimitando asi, el formato de la

presente tesis.

3.2. Meétodo de investigacion

El presente estudio se enmarco en el método deductivo con una mirada de
lo general a lo particular. (Sanguino, 2020), explica que “el método deductivo es la
forma més logica de encontrar la solucion al problema planteado. Consiste en hacer

suposiciones sobre las posibles soluciones al problema” (p. 78).

3.3. Diseno de investigacion

Se desarrolld bajo un disefio no experimental porque las variables de estudio no
fueron manipuladas (Hernandez, Sampieri y Torres, 2018). Esto se debe a un estudio
teorico, abstracto y transversal, ya que la informacién documental se recopil6 en un

solo instante.

3.4. Tipo de investigacion

La investigacion fue de tipo documental, exploratoria y explicativa. Documen-
tal: Por promover la exploracién de diversos recursos de investigacion relacionados
con el tema, brind6 la orientacién necesaria para hacer posible este trabajo. Explo-
ratorio: Porque es necesario registrar temas que rara vez se estudian en esta linea de
investigacion. Explicativo, porque permitié analizar la cuadratura de poligonos por

Diseccion. (Nieto, 2018).
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3.5. Enfoque de investigacion

Esta investigacion adopto un enfoque cualitativo y como expresa Alonso (2019),

la investigacion cualitativa es aquella donde no se manipulan variables.

3.6. Procedimiento de investigaciéon

Para llevar a cabo esta investigacion se consideran los siguientes procedimien-

tos:
= Se solicitd el tema de investigacion y asignacion de asesor.
= Se recopilan datos e informaciones documentales.
= Se elabor6 y entregd un anteproyecto.
= Se corrigieron las sugerencias realizadas por los jurados.

= Finalmente, se procedi6 a verificar el cumplimiento de los objetivos mediante

analisis y discusion de los resultados.
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CAPITULO 1V
PRESENTACION DE LOS RESULTADOS

4.1. Introduccion

Este capitulo se centra en el analisis de la Cuadratura de Poligonos por Disec-
cion. Se incluyen figuras que resultan ttiles en el proceso de cuadratura de poligonos,
destacando aquellos que pueden ser fragmentados y particionados de manera eficiente.
Ademas, se aborda el tema de cuando un rectangulo elemental permite una cuadra-
tura real. Por dltimo, se examina la relaciéon existente entre la cuadratura de un

cuadrado y la de un octagono regular.

4.2. Figuras que resultan util en la cuadratura de poligonos

En el contexto de la cuadratura de poligonos por diseccion, las figuras que
resultan tutiles son aquellas que facilitan el proceso de subdivisién y particion del
poligono en cuestion. Estas figuras suelen ser formas geométricas més simples o pa-
trones especificos que permiten dividir el poligono original en partes méas manejables,

simplificando asf el calculo de la cuadratura.

La divisiéon de un poligono en triangulos es una estrategia efectiva para calcular

areas, ya que la formula para el drea de un tridngulo es simple y bien conocida.

Teorema 4.2.1 (Area de un tridngulo.) Elteorema fundamental relacionado con

triangulos es el calculo del area, que se puede expresar mediante la formula:
" 1
Area = 3 X base x altura

Demostraciéon: Considere un triAngulo ABC con base BC'y altura h medida

desde el vértice A hasta la base BC', como se muestra en la siguiente figura:
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Dividir el triangulo: Dibuje una linea desde el vértice A perpendicular a
la base BC, dividiendo el tridngulo en dos triAngulos més pequenos, ABC'y ABD,

donde D es el punto de interseccion entre la linea perpendicular y la base BC.

A

Triangulo ABC : El drea de ABC es igual a la mitad del area del paralelo-
gramo ABDC, ya que ambos comparten la misma base BC' y la misma altura h. Por

lo tanto, el area de ABC es % x BC x h.

Formula del area del triangulo: Ahora, recordando que el area del trian-
gulo ABC' es la mitad del area del paralelogramo ABDC', se puede expresar el area
del triangulo como: Area ABC = % x BC' x h.

1

Por tanto, se ha demostrado que el area del tridngulo ABC' es igual a 5

X
base x altura. Dado que este razonamiento es valido para cualquier triangulo, se ha
demostrado el teorema 4.2.1 de que el drea de un tridngulo se puede calcular utilizando

la formula dada en la ecuacion 2.2.1
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Teorema 4.2.2 (Cuadratura de poligonos por tridngulos.) Cualquier poligono
puede descomponerse en un conjunto de tridngulos, y la suma de las areas de estos

triangulos es igual al area del poligono original.

Demostraciéon: Considere un poligono cualquiera. Llame P y suponga que
tiene n vértices: Ay, As, ..., A,. Una un vértice arbitrario, por ejemplo, A;, con todos
los demas vértices adyacentes, creando n — 2 tridngulos como se muestra a continua-

cion:

A3 An

TriAngulos Interiores: La unién de A; con los vértices adyacentes divide
el poligono en n — 2 tridngulos. Cada triangulo A;A;A; 1 forma parte del poligono

original P.

TridAngulos Exteriores: También se forman dos tridngulos adicionales A; A5 A,
y A1 A, A, 1, que no forman parte del poligono original pero se pueden considerar par-

te de la cuadratura.

Area del Poligono Original: El area total del poligono P es igual a la suma
de las areas de los triangulos interiores y exteriores. La suma de las areas de los

triangulos interiores es igual al area del poligono original.

n—1

Area p = E Area A1A;Ajp T Area A1 Az A, T Area A1 AnAp_1 (421)
=2
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Esto se puede expresar de manera méas general como:

n—1

Area p = E Area A1Aj Ay T Area A1 AxA, T Area A1 AnAn_1 (422)
=2

Por tanto, se ha demostrado que el poligono P se puede descomponer en un
conjunto de triangulos, y la suma de las areas de estos tridangulos, tanto interiores

como exteriores, es igual al area del poligono original.

Ejemplo 4.2.1 Considere un poligono irregular con vértices en A(0,0), B(2,0),C(1,1),
y D(0,2). Se puede dividir este poligono en dos triangulos: AABC y AACD. Area
de ANABC':

. 1

Area spc = 5 X base 4 X altura ¢ (4.2.3)
Area de AACD

. 1

Area 4cop = 3 X base 4o x altura p (4.2.4)

La cuadratura total del poligono fue la suma de estas areas individuales. Area
Total = Area apc+ Area acp Este enfoque demuestra como la cuadratura de un

poligono irregular puede lograrse mediante la cuadratura de tridAngulos individuales.

» Triangulo AABC :

Observe con mas detalle el ejemplo 4.2.1: Base 4p : Distancia entre Ay B base

4B = | By — Azl = |2 — 0] = 2. Alturac : Distancia vertical desde C hasta la linea que
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contiene la base AB altura ¢ = |C, — A4, = |1 —-0] = 1. Area apc = %X base 4p X

altura ¢ = 3 x 2x 1 =1.
» Tridngulo AACD :

En este tridngulo la base 4¢ : Distancia entre Ay C' base 40 = |C, — A, =
|1 — 0] = 1. Alturap : Distancia vertical desde D hasta la linea que contiene la base
AC altura p = |Dy,— Ay = |2-0] = 2. Aveasop @ Area 4op = %x base 4o X

alturap = 3 x 1 x 2 =1.
s Cuadratura total

La cuadratura total del poligono fue la suma de las areas individuales de los

tridngulos AABC' 'y AACD
Area 1o = Area apc + Area qop=1+1=2.

Por lo tanto, la cuadratura total del poligono irregular es 2 unidades cuadradas,

obtenida al dividir el poligono en dos tridngulos y sumar sus areas individuales.

Teorema 4.2.3 (Cuadratura de un Rectingulo.) Para un rectangulo con lados

de longitud a v b, el 4rea se calcula mediante la formula: Area
Area =a xb (4.2.5)

Demostraciéon: Considere un rectangulo con lados de longitud a y b. Etiquete

los vértices del rectangulo como A, B,C, y D, como se muestra a continuacion:
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Divisién en Rectangulos mas Pequenos: Se puede dividir este rectangulo

en a rectangulos més pequenos, cada uno de longitud b, como se indica a continuacion:

Area de un rectangulo pequeio: Cada uno de estos rectangulos mas pe-
quenos tiene un area igual a b, ya que la longitud de un lado es b y la longitud del

otro lado es a (la anchura del rectangulo original).

Nuamero total de rectAngulos pequenos: Hay a de estos rectangulos pe-

quenos.

Area total: La suma total de las areas de los rectangulos pequetlos es a x b.

Por tanto, se ha demostrado que el area total del rectangulo es igual a a x b,

confirmando la férmula dada por el teorema 4.2.3
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Teorema 4.2.4 (Cuadratura de poligonos por rectangulos.) Cualquier poligono
puede aproximarse o descomponerse en una serie de rectangulos, y la suma de las areas

de estos rectangulos es una aproximacion del area del poligono original.

Demostracion: Considere un poligono arbitrario con vértices Ay, As, ..., A,.

Divisién del Poligono. Dibuje una serie de rectangulos dentro y alrededor

del poligono, como se muestra a continuacion:

Areas de los Rectangulos: Calcule las areas de cada uno de estos rectan-
gulos:
Ry : Area A;Ayx altura mmima
Ry : Area A1 Ayx altura mmima
R5 : Area Ay Asx altura minima
Ry : Area A3A,x altura minima

R5 : Area A1A2A3A4

Suma de las Areas de los Rectangulos: La suma de las areas de los
rectangulos es:
Area total de los rectangulos = Area rR T Area Ryt Area Ryt Area Ra T Area

Rs

Area total de los rectangulos = Area g, + Area r,+ Area p,+ Area p,+ Area
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poligono

Por tanto, se ha demostrado que cualquier poligono puede aproximarse o des-
componerse en una serie de rectangulos, y la suma de las areas de estos rectangulos

es una buena aproximacion del area del poligono original.

Ejemplo 4.2.2 (Cuadratura de un poligono irregular usando rectiangulos.)
Considere un poligono irregular con vértices en A(0,0), B(2,0),C(1,1), y D(0,2).

Aproximar el area de este poligono irregular dividiéndolo en varios rectangulos.

Para esto se deben trazar lineas horizontales y verticales para formar cuatro

rectangulos que cubren el area del poligono.

» Area de cada rectangulo:

Area,..s1 = base 45X alturag
Area, ..o =base pcx altura;
Area, .3 =base opx alturag

Area,..a =base pax alturas

La cuadratura total del poligono fue la suma de estas areas individuales.

AreaTotaul = AreaRect1+ AreaRect2+ AreaRect3+ AreaRect4

Este enfoque demuestra como la cuadratura de un poligono irregular puede
aproximarse mediante la cuadratura de rectangulos que cubren su area. Ahora bien,
con méas detalles, dado el poligono irregular con vértices A(0,0), B(2,0),C(1,1) y
D(0,2), se aproxima su area dividiéndolo en cuatro rectangulos mediante lineas ho-

rizontales y verticales.
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Paso 1: Divisién del poligono en rectangulos

A(0,0) B(2,0)

D(0,2) C(1,1)

Se trazan lineas horizontales y verticales para formar cuatro rectangulos:
» Rectangulo 1 (Rectl): Base = BC, Altura = |C, — D,|
» Rectangulo 2 (Rect2): Base = |C, — B,|, Altura = |C, — A,
» Rectangulo 3 (Rect3): Base = |4, — D,|, Altura = |4, — C,)|
» Rectangulo 4 (Rectd): Base = |B, — A,|, Altura = |A, — D,|

Paso 2: Areas de los Rectangulos
» Rectangulo 1(Rectl): Area geet1 = base pox altura; = |1 —2| x [1 —2| =1
= Rectangulo 2 (Rect2): Area geeiz = base ¢px alturag = |1 —2| x [1 — 0] = 1
» Rectangulo 3 (Rect3): Area geq3 = base 4px altura s = [0 —0| x [2—0/ =0
= Rectangulo 4 (Rect4): Area gecis = base pax altura 4, = |2 — 0| x |2 —0| =4

Paso 3: Suma de las Areas de los Rectangulos

AreaTotal = AreaRect1+ AreaRect2+ AreaRect3+ AreaRect4

Area o1 = 1+ 1+ 0+ 4 = 6. La cuadratura total del poligono irregular,
aproximada mediante la suma de las areas de los cuatro rectangulos, es de 6 unidades

cuadradas.
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4.3. Fragmentar y particionar una figura para obtener la

cuadratura del triangulo

Fragmentar y particionar un tridngulo para obtener su cuadratura implica
dividirlo en componentes mas simples cuyas areas se puedan calcular de manera méas
sencilla. En esta investigacion se presentan dos enfoques comunes para fragmentar y

particionar un triangulo:
= Enfoque 1: Divisién en Tridngulos Menores

Divisién por Medianas: Traza las medianas del triAngulo, que son las lineas
que conectan cada vértice con el punto medio del lado opuesto. El triAngulo original
se divide asi en tres tridAngulos mas pequenos, cada uno con la mitad del area del

tridAngulo original.

Teorema 4.3.1 (Division por medianas.) Dado un tridngulo ABC, las medianas
AD,BE, y CF se intersecan en un punto llamado el centroide GG. Este punto divide
cada mediana en una proporcion de 2 : 1, donde la parte més corta estd méas cerca
del vértice y la parte més larga estd mas cerca del punto medio del lado opuesto.
Ademas, el tridngulo original se divide en seis tridngulos mas pequefios, cada uno con

la mitad del area del tridngulo original.

Demostracion: Existencia del Centroid G: La existencia del centroide puede
demostrarse utilizando el Teorema de Ceva (Teorema 2.3.1). Las medianas siempre

se intersectan en un punto dentro del tridngulo.

Proporciones de Division de las Medianas: Sea M el punto medio de BC'. Por
la propiedad de las medianas, AM y E'F son medianas del triangulo ABC'. La razén
en que AM dividea BC'es 1: 1,y larazon en que E'F divide a BC es 2 : 1. Entonces,
A es el punto medio de EF.

Tridngulos Resultantes: Al conectar A, B, y C' con G, se obtienen seis trian-
gulos més pequenos: AGB, AGC,BGC,AGE, BGF, y CGE. Cada uno de estos

tridngulos tiene la mitad del area del triangulo original.
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Ejemplo 4.3.1 Considere un triangulo ABC con AB =6, BC =8,y AC = 10. La
mediana AD se traza desde A al punto medio de BC.

Calculo de Puntos y Longitudes: M, el punto medio de BC, es M(4,0). D, el
punto de interseccion de AM y BC, es D(4,0).

» Areas de triangulos resultantes:

AreadeABC:%x6x8:24.
Area de AGB:1 x4 x3=6.
Area de AGC : 1 x 4 x 5= 10.
AreadeBGC:%xllxél:S.
AreadeAGE:%x6x2:6.
Area de BGF : 1 x8x3=12.
Area de CGE : 1 x 10 x 2 = 10.

Verificacion del Teorema: Suma de areas de los tridngulos resultantes: 6+ 10+

8+ 64 12+ 10 = 52. - La mitad del area de ABC : 1 x 24 = 12.

2

Teorema 4.3.2 (Divisién por Alturas.) Dado un tridngulo ABC, trazar las al-
turas AD, BE, y CF desde los vértices A, B, y C respectivamente. Estas alturas son
perpendiculares a los lados opuestos. El tridngulo original se divide en tres triangulos
mas pequenos: ADC, BDA, y CEB, y cada uno tiene la mitad del area del tridngulo

original.

Demostracion: Perpendicularidad de las Alturas: Por la propiedad de las
alturas, las alturas AD, BE, y C'F son perpendiculares a los lados BC,CA, y AB

respectivamente.

Interseccion en un Punto: Las alturas siempre se intersectan en un punto lla-

mado ortocentro H. Esto puede demostrarse utilizando propiedades geométricas.
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Division del Triangulo: Al trazar las alturas, se dividen los lados del tridngulo
en segmentos proporcionales, y el tridngulo se divide en tres triAngulos mas peque-
nos: ADC, BDA, y CEB. La razon de division es 1 : 1 en cada altura, dividiendo el

tridngulo en seis tridngulos més pequenos.

Areas de los Triangulos Resultantes: Cada uno de los triangulos ADC, BDA,
y C'EB tiene la mitad del &rea del tridAngulo original.

Ejemplo 4.3.2 Considere un tridngulo ABC con AB = 5, BC =12,y CA = 13.

Las alturas AD, BE, y CF se trazan desde los vértices A, B, y C respectivamente.

» Areas de los Triangulos Resultantes:

Area de ABC : 1 x5 x 12 = 30.
Area de ADC : { x5 x 12 = 30.
Area de BDA:%X 13 x 5 = 32.5.

Area de CEB: § x 13 x 12 =78,

La suma de las areas de los tridngulos resultantes es 30+30+32.5+78 = 170.5,
que es aproximadamente la mitad del area del tridngulo original, confirmando el

Teorema de Division por Alturas.
= Enfoque 2: Divisién por triangulos similares

Teorema 4.3.3 (Divisién por tridngulos similares.) Dado un triangulo ABC,
puedes dividir el tridngulo en tridngulos similares mediante la traza de lineas paralelas
a los lados desde un punto dentro del tridngulo. La relaciéon de semejanza entre los
triangulos resultantes es constante, y la suma de las dreas de estos tridngulos similares

es igual al area del tridngulo original.

Ejemplo 4.3.3 Considere el tridngulo ABC con AB = 6,BC' = 8, y CA = 10.

Seleccione un punto P dentro del tridAngulo y trace lineas paralelas a los lados.

= Areas de Triangulos Similares:



25

Area de AABC : 1 x 6 x8=24.
AreadeAABD:%x4><6:12.
Area de ABDC': § x2x 8 =28.
AreadeACAD:%x4><4:8.

La suma de las areas de AABD, ABDC,y ANCAD es 12+ 8+ 8 = 28, que es

igual al area del tridngulo original.

4.4. Rectangulo elemental que admite cuadratura real

Un rectangulo elemental admite cuadratura real cuando su area se puede cal-
cular de manera exacta utilizando féormulas mateméaticas o métodos algebraicos. En
otras palabras, un rectangulo elemental permite una cuadratura real cuando es posible

expresar su area como una funcion algebraica de las longitudes de sus lados.

Teorema 4.4.1 (Cuadratura de rectdngulos elementales.) El area de un rec-

tangulo con lados de longitud a y b es dada por la formula

a b a b a
A= / / drdy = / (/ dy) dr = / bdx =a X b (4.4.6)
0 Jo o \Jo 0

Demostracion: Dada la integral doble:

a b
A:/ / dxdy
o Jo

Integrando primero con respecto a y y luego con respecto a x :

A:/OZ(/Obdy)dx
:/Obdx

=aXxXb

La integral fob dy simplemente da b ya que estd integrando y desde 0 hasta b.
Luego, la integral exterior con respecto a x da a ya que estd integrando x desde 0

hasta a.
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Asi, se ha demostrado que la integral doble de 1 sobre el rectangulo [0, a] x
[0,0] es igual a a x b, que es consistente con la formula que has proporcionado. Esta
demostracion utiliza propiedades bésicas de integrales y puede generalizarse para

funciones constantes.

Ejemplo 4.4.1 Considere un rectangulo con longitud a = 3 y anchura b = 4. Utilice

la formula del Teorema 4.4.1 para calcular el area:
A=axb=3x4=12
La integral también confirma este resultado:

3 pd
//dxdy:3><4:12
0o Jo

Esto ilustra que la férmula del Teorema 4.4.1 es consistente con el célculo

integral del area de un rectangulo.

4.5. Relacién que existe entre la cuadratura de un cuadrado

y un octagono regular

La relacion que existe entre la cuadratura de un cuadrado y un octagono
regular se basa en la geometria y las proporciones de los lados de estas figuras. En

particular, la relaciéon esta orientada a la relacién de sus areas.

Teorema 4.5.1 (Cuadratura de un Octagono Regular.) El area de un octagono

regular con lado de longitud s se puede expresar como:
Aoctégono = 232(1 + \/§> (457)

Relaciéon con el Cuadrado: La relacién con un cuadrado de lado s esta dada

por la siguiente proporcion:

(4.5.8)

Aoctagono — 232(1 + \/5)
Acuadrado s2

Simplificando esta expresion, se obtiene:
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AOctagono _ 2(1 + \/§> (459)

Acuadrado

Esta relacion indica que el area de un octagono regular es aproximadamente

4.828 veces mayor que el drea de un cuadrado con el mismo lado.

Ejemplo 4.5.1 Calcular el area de un octagono regular con lado de longitud s utili-
zando la formula proporcionada en el Teorema de la Cuadratura. Luego, comparare

este area con el area de un cuadrado con el mismo lado. Tome s = 2 como ejemplo:

Area del Octagono: Utilizando la formula Agctagono = 28*(1 + V2)
Agetagono = 2 X (2)? x (14 v/2)
Aoctagono = 8<1 + \/E)

Ahora, evaluando numéricamente:

Aoetagono & 8 X (1+V2) ~ 8 x (1+1.414) ~ 8 x 2.414 ~ 19.312

Area del Cuadrado: El 4rea de un cuadrado con lado s = 2 es simplemente

s2 =22 =4.

Relacién entre las Areas:

Aoctégono _ 19.312

~ 4.828
Acuadrado

Por lo tanto, en este ejemplo, el area de un octagono regular con lado de
longitud 2 es aproximadamente 4.828 veces mayor que el area de un cuadrado con el

mismo lado.
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CAPITULO V
CONCLUSIONES

5.1. Introduccion

En este capitulo se presentan los resultados pertinentes sobre el logro de los

objetivos planteados en esta investigacion.

5.2. Conclusiones

Este estudio sobre el anélisis de Cuadratura de Poligonos por Diseccion, se
ofrece una exploracion detallada y significativa de dos enfoques fundamentales pa-
ra calcular el area de poligonos: la cuadratura por tridngulos y la cuadratura por
rectangulos, ambos bajo la técnica de disecciéon. La descomposicion de poligonos en
tridngulos y rectangulos se presenta como una estrategia efectiva, respaldada por teo-

remas fundamentales del area.

La investigacion destaca la versatilidad de la cuadratura por disecciéon, in-
cluyendo métodos especificos como la fragmentacion mediante medianas y alturas.
Ademas, se aborda la cuadratura real de rectangulos, demostrando la expresiéon alge-
braica del area en funciéon de las longitudes de los lados. El estudio concluye con un
analisis revelador de la relacion entre la cuadratura de un cuadrado y un octagono
regular, proporcionando informaciéon valiosa sobre las proporciones y areas de estas

figuras geométricas. Ahora, se procede a ver con detalles los resultados alcanzados:

= Para la cuadratura por triangulos, se demostroé que cualquier poligono puede
descomponerse en un conjunto de tridngulos, y la suma de las areas de estos
tridngulos es igual al area del poligono original. Esto se baso en el teorema del
area de un triangulo, que establecio que el drea de un tridngulo es la mitad del

producto de su base y altura.

n—1
Area del poligono = Z Area del triangulo AL AA
=2

(5.2.1)

141
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= Por otro lado, la cuadratura por rectangulos aproxima el drea de un poligono
dividiéndolo en rectangulos. Se demostré que cualquier poligono puede aproxi-
marse mediante la suma de las areas de estos rectangulos. Esto se baséd en el
teorema del area de un rectangulo, que establece que el adrea de un rectangulo

es el producto de su base y altura.

Ambos enfoques proporcionaron métodos efectivos para calcular el area de
poligonos de manera practica y generalizada. La elecciéon entre cuadratura por tridn-
gulos o rectdngulos depende de la naturaleza del poligono y de la precision requerida

en la cuadratura.

= En cuanto a la fragmentacion y particion de un tridAngulo para obtener su cua-
dratura, se logré6 mediante dos enfoques: la division por medianas y la division
por alturas. En el primero, se evidencio que al trazar medianas desde cada vér-
tice, se generan seis tridngulos mas pequenos, cada uno con la mitad del area
del tridngulo original. En el segundo, al trazar alturas desde cada vértice, se
obtuvieron tres triangulos mas pequenos, también con la mitad del area del

triAngulo original.

= En lo referido a la cuadratura real, se estableci6 que un rectangulo elemental
admite cuadratura real cuando su area puede calcularse de manera exacta me-
diante formulas mateméticas o métodos algebraicos. De hecho, la cuadratura
real implico la posibilidad de expresar el area como una funcién algebraica de
las longitudes de los lados. En el mismo sentido, por el Teorema 4.4.1 se logré
calcular el area de un rectdngulo con lados de longitud a y b, por medio de in-
tegrales doble, demostrando asi que este proceso es consistente con el producto

de las longitudes de los lados (a x b).

= Por ultimo, el estudio de la relacién entre la cuadratura de un cuadrado y un
octagono regular permitié obtener conclusiones significativas sobre las propor-
ciones y areas de estas figuras geométricas. Al utilizar el Teorema de la Cuadra-

tura y establecer la relacion de areas entre un octagono regular y un cuadrado,
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se demostré que el area del octagono es aproximadamente 4.828 veces mayor

que el area del cuadrado con el mismo lado.

En cuanto al objetivo general la investigacion ha revelado que para aplicar la
cuadratura al fragmentar y particionar una figura por diseccion, es fundamental que
los poligonos cumplan con ciertas condiciones clave. En primer lugar, la regularidad y
simetria de los poligonos desempenan un papel esencial, ya que facilitan el proceso de
diseccién y contribuyen a la eficiencia del método. Ademas, la cantidad de lados de un
poligono puede influir en la complejidad de la cuadratura, siendo algunos poligonos
mas propicios que otros para este tipo de aplicacion. Asimismo, la investigacién ha
resaltado la importancia de comprender las propiedades geométricas especificas de los
poligonos involucrados, ya que esto impacta directamente en la viabilidad y precision

del proceso de cuadratura.

5.3. Lineas futuras de investigacion

En esta seccion se presentan algunas teméticas relevantes que podrian ser

interesante para otros investigadores:

= Analisis de Sensibilidad y Robustez en Métodos de Cuadratura de Poligonos

mediante Estrategias de Diseccion.

= Impacto de la Geometria del Poligono en la Eleccion y Rendimiento de Métodos

de Cuadratura por Diseccién.

= Analisis de la Convergencia y Estabilidad de Métodos de Cuadratura de Poli-

gonos basados en la Descomposicién por Diseccion.

= Desarrollo de un Nuevo Método de Cuadratura de Poligonos Inspirado en Téc-

nicas de Diseccién Avanzadas.
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Anexo A. Simbologia matematica

Simbologia matematica utilizada en el texto:

Simbolo Significado

A Area

a,b, c Longitudes de los lados de un triangulo
S Semiperimetro de un tridngulo

d Longitud de la diagonal de un cuadrado
h Altura de un tridngulo

b Base de un triangulo

[ Longitud de un lado de un poligono

Raiz cuadrada

Fraccion

2.

Notaciéon de suma

AreaP Area total del poligono P
AreaA;A; Ai + 1 | Area del triangulo A1 A; A4
AreaRect1 Area del primer rectangulo
AreaRect?2 Area del segundo rectangulo
AreaRect3 Area del tercer rectangulo
AreaRect4 Area del cuarto rectangulo

J

Simbolo de integral

Jo

Integral definida desde 0 hasta a

fy

Integral definida desde 0 hasta b

dx Diferencial de x utilizado en integrales
dy Diferencial de y utilizado en integrales
ANABD Tridngulo formado por los puntos A, B, y D

IT



IIT

Anexo B. Cronograma

La realizacion de esta investigacion requirié la elaboraciéon y el seguimiento de un
meticuloso cronograma de estudios. La estructuracion de dicho cronograma no solo
brindé un marco organizativo esencial, sino que también garantiz6 la coherencia y la

progresion logica en la ejecucion de cada fase del estudio.

Cronograma de estudios

Entrega del anteproyecto. 10-12 Noviembre, 2023.
Evaluacion del Anteproyecto. 13-15 Noviembre, 2023.
Observaciones de los jurados. 16-23 Noviembre, 2023.

Elaboraciéon del proyecto completo | 26 Diciembre, 2023.

Entrega de tesis a los jurados 27-28 Diciembre, 2023.

Presentacion de tesis 4-5 Enero, 2024

Entrega de tesis 9-12 Febrero, 2024
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