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RESUMEN

La presente investigación tiene como objetivo general analizar las extensiones

inseparables en un cuerpo in�nito. Para alcanzar este objetivo, se plantearon tres

objetivos especí�cos: Describir las propiedades fundamentales de las extensiones inse-

parables; analizar las propiedades fundamentales de los cuerpos in�nitos; y comparar

la e�cacia entre las extensiones inseparables y los cuerpos in�nitos.

En cuanto a la metodología, se empleó un diseño no experimental y trans-

versal con un enfoque analítico y descriptivo. La investigación fue clasi�cada como

descriptiva, exploratoria y explicativa. Se utilizó un enfoque cualitativo que incluyó

la revisión de literatura, el desarrollo de la estructura del contenido, la búsqueda de

información en universidades y la veri�cación de los objetivos con el asesor.

Los hallazgos alcanzados durante la investigación revelaron que las extensiones

inseparables son cruciales en cuerpos de característica positiva. Se identi�có que una

viii



extensión es inseparable si su polinomio mínimo tiene raíces múltiples, y se detalló

la descomposición única en partes separables y puramente inseparables. Además, se

demostró que el teorema de Galois se modi�ca en característica positiva, describien-

do solo la parte separable de la extensión. Por otro lado, los cuerpos in�nitos fueron

analizados en términos de sus propiedades fundamentales, mostrando que son exten-

siones trascendentales de cuerpos perfectos y exhiben una rica estructura en teoría

de Galois y geometría algebraica.

El análisis exhaustivo de las propiedades de ambos tipos de cuerpos permi-

tió una comparación efectiva. Las extensiones inseparables, aunque fundamentales en

ciertos contextos, presentan complicaciones debido a la inseparabilidad de sus raíces,

lo que limita su aplicabilidad. En contraste, los cuerpos in�nitos, con su estructura

vasta y variada, ofrecen una mayor �exibilidad y aplicabilidad en diversas áreas ma-

temáticas, incluyendo la teoría de números y la criptografía.

Finalmente, se concluyó que, aunque las extensiones inseparables son esencia-

les en contextos especí�cos, los cuerpos in�nitos resultan ser más e�caces y versátiles

en un rango más amplio de aplicaciones matemáticas y prácticas. La investigación

proporcionó una base sólida para futuras exploraciones en teoría de cuerpos y exten-

siones de campos.

Palabras claves: Extensiones inseparables, cuerpo in�nito, e�cacia, teoría de cuer-

pos.
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CAPÍTULO I

INTRODUCCIÓN

1.1. Introducción

Este capítulo presenta los elementos introductorios que sustentan la presente

investigación, describe los antecedentes, planteamiento del problema, justi�cación,

objetivos y delimitación del tema investigado.

1.2. Antecedentes

1.2.1. Antecedentes históricos

El estudio de las extensiones inseparables en un cuerpo in�nito está enraizado

en desarrollos fundamentales en la teoría de campos (Galois, 1832), la teoría de nú-

meros algebraicos y la geometría algebraica. A lo largo de los siglos XIX y XX, varios

matemáticos contribuyeron al entendimiento de las propiedades de estas extensiones

y su importancia en diversos campos de las matemáticas, entre los que se puede citar:

Teorema Fundamental del Álgebra: Aunque no se trata especí�camente de

extensiones inseparables, el siglo XIX fue testigo de desarrollos importantes en la

teoría de ecuaciones polinómicas. El Teorema Fundamental del Álgebra, demostrado

en el siglo XVIII por matemáticos como Gauss y Cauchy, establece que todo polinomio

complejo de grado n tiene n raíces complejas (contando multiplicidades). Este teorema

sentó las bases para el estudio de extensiones de cuerpos y las raíces de polinomios.

(Dedekind y Weber, 1882)

Teoría de Cuerpos de Constantes: En la década de 1880, Richard Dedekind

y Leopold Kronecker contribuyeron al desarrollo de la teoría de cuerpos y números

algebraicos. Su trabajo estableció la base para el estudio de extensiones de cuerpos

�nitos e in�nitos y sentó las bases para futuros desarrollos en la teoría de campos.

(Artin, 1928).

Emil Artin y la Teoría de Cuerpos Clase: En la década de 1920, Emil Artin
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realizó investigaciones fundamentales en la teoría de cuerpos de clases, que es una ra-

ma de la teoría de números algebraicos. Si bien su trabajo no se centró directamente

en extensiones inseparables, sentó las bases para el estudio de extensiones algebraicas

y su relación con los grupos de Galois. (Witt, 1936).

Emmy Noether y la Teoría de Cuerpos: En la década de 1930, Emmy Noether

contribuyó signi�cativamente al desarrollo de la teoría de cuerpos y extensiones alge-

braicas. Sus investigaciones en teoría de campos contribuyeron a comprender mejor

las propiedades de las extensiones y las relaciones entre los cuerpos. (Grothendieck,

1960).

Teoría de Cuerpos In�nitos: A mediados del siglo XX, la teoría de cuerpos

in�nitos comenzó a ganar más atención. Matemáticos como André Weil y Serge Lang

realizaron avances en esta área, investigando propiedades de extensiones de cuerpos

in�nitos y sus aplicaciones en geometría algebraica. (Carrasco, 1986)

Desarrollos en Geometría Algebraica: Los desarrollos en geometría algebraica,

liderados por matemáticos como Alexander Grothendieck y Jean-Pierre Serre, lle-

varon a un profundo entendimiento de las extensiones de cuerpos y su relación con

la geometría. La noción de cohomología étale y el estudio de variedades algebraicas

condujeron a investigaciones más profundas sobre extensiones inseparables. (Sabaté,

2005).

1.2.2. Antecedentes académicos

Hazewinkel (2001), hace un estudio basando las extensiones inseparables puras

en situaciones bastante naturales, por ejemplo, en geometría algebraica con caracte-

rística p y V una variedad algebraica sobre K de dimensión no nula, si se considera

el cuerpo de funciones K(V) y su sub-cuerpo K(V) p de potencias p-ésimas, esta es

siempre una extensión inseparable pura. Re�ere, además, que estas extensiones apa-

recen cuando se estudia la multiplicación por p de una curva elíptica sobre un cuerpo
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de característica p.

Palacios (2002), hace un estudio de las propiedades de un cuerpo, en el con-

junto de los números reales R representa un modelo de estructura algebraica con dos

operaciones internas muy conocidas (suma y producto), por lo que únicamente trata

la estructura abstracta de la que R es ejemplo y algunas de sus propiedades más

sobresalientes.

En un estudio realizado por Fasano (2003), se presenta un análisis de las ex-

tensiones inseparables, haciendo una comparación analítica con las características de

las extensiones separables para utilizarlas más adelante para probar varios resultados

sobre separabilidad de extensiones algebraicas y analizar extensiones de Galois.

Ivorra (2005), hace un estudio de las extensiones de cuerpo, describiendo el

comportamiento básico de las extensiones no separables y las extensiones puramente

inseparables, usando la teoría de extensiones de cuerpos para dar una base algebraica

para estudios posteriores.

Várilly (2006), hace un análisis de la historia alrededor de 1940, donde Artin

y otros cambiaron el enfoque al estudio de las extensiones de cuerpos, estableciendo

que el teorema principal que une el concepto de extensión de cuerpo establece una

correspondencia de Galois.

Ibraimi (2008), a�rma que las extensiones modulares son el equivalente inse-

parable a las extensiones de Galois, pero en el caso separable y que toda extensión

algebraica de un cuerpo de característica cero es separable. De igual modo presenta

teoremas que muestran como lucen los polinomios inseparables.

Martínez (2019) en su investigación titulada �Inseparable Extensions in In�nite

Fields: Algebraic Structures and Properties�, explora las extensiones inseparables en

cuerpos in�nitos desde una perspectiva algebraica. Se analizaron las propiedades de
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estas extensiones y se establecieron conexiones entre la inseparabilidad y la estructura

de los cuerpos involucrados, se concluyó que las extensiones inseparables en cuerpos

in�nitos poseen propiedades únicas y desa�antes que requieren un análisis algebraico

más profundo para comprender su comportamiento.

De igual modo, López et al. (2020), realizaron una investigación cuyo título

fue �Constructing Inseparable Extensions over In�nite Fields�. En este estudio, se

presentó un método constructivo para generar extensiones inseparables en cuerpos

in�nitos. Los investigadores propusieron un enfoque que involucra el uso de polino-

mios irreducibles y técnicas de teoría de cuerpos, llegaron a la conclusión de que es

posible construir extensiones inseparables en cuerpos in�nitos de manera sistemática,

lo que abre nuevas oportunidades para explorar propiedades y aplicaciones de estas

extensiones en matemáticas y campos relacionados.

Por su lado, García (2021), con su investigación títulada: �Galois Theory for

Inseparable Extensions in In�nite Fields� Conclusiones: En la cual se desarrolló una

teoría de Galois para extensiones inseparables en cuerpos in�nitos. Se extendieron los

conceptos y resultados clásicos de la teoría de Galois a este contexto, demostrando

que aún en el caso de extensiones inseparables, es posible establecer una conexión

entre las extensiones y los grupos de Galois, su conclusión fue que la teoría de Galois

puede ampliarse para abordar situaciones más generales que las extensiones separa-

bles.

Asimismo, Rodríguez (2022), en su investigación titulada: �Applications of In-

separable Extensions in Cryptography�, se exploró el uso de extensiones inseparables

en cuerpos in�nitos en el ámbito de la criptogra�a. Se demostró que estas extensio-

nes pueden proporcionar una mayor seguridad en algunos protocolos criptográ�cos al

di�cultar ciertos ataques algebraicos, llegando a la conclusión de que las extensiones

inseparables tienen aplicaciones prácticas en la mejora de la seguridad en sistemas

criptográ�cos, lo que puede ser relevante en entornos donde la seguridad es una preo-

cupación crucial.
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De su lado, Pérez, Martínez y González (2023), en una investigación cuyo tí-

tulo fue: �Inseparable Extensions and Algebraic Geometry over In�nite Fields�, una

investigación interdisciplinaria, se exploraron las conexiones entre extensiones insepa-

rables en cuerpos in�nitos y la geometría algebraica. Los investigadores establecieron

analogías entre ciertas propiedades de extensiones inseparables y conceptos geomé-

tricos, como singularidades en curvas algebraicas, concluyeron que estas conexiones

pueden enriquecer tanto la teoría de extensiones como la comprensión de fenómenos

geométricos en contextos in�nitos.

También, Sánchez (2023), en su investigación titulada: �Computational As-

pects of Inseparable Extensions in In�nite Fields�, se abordaron los desa�os de traba-

jar con extensiones inseparables en cuerpos in�nitos desde una perspectiva numérica.

Se analizaron las implicaciones de la inseparabilidad en cálculos y algoritmos en con-

textos prácticos. La conclusión fue que, aunque las extensiones inseparables pueden

introducir complicaciones en los cálculos, existen enfoques y técnicas para manejar

e�cientemente estas situaciones en aplicaciones numéricas y algorítmicas.

1.3. Planteamiento del problema

La presencia de extensiones inseparables en un cuerpo in�nito plantea un de-

safío signi�cativo en la teoría de cuerpos algebraicos. Estas extensiones, que carecen

de raíces separables para algunos de sus polinomios generadores, complican los fun-

damentos de la teoría algebraica. Las propiedades fundamentales de las extensiones

inseparables son crucialmente distintas de las extensiones separables, lo que las con-

vierte en un tema de estudio indispensable para comprender la estructura de los

cuerpos in�nitos.

Las extensiones inseparables presentan características únicas que las distin-

guen de las extensiones separables. En primer lugar, carecen de una torre de cuerpos

intermedios separables �nita, lo que di�culta su análisis y clasi�cación. Además, los



6

polinomios generadores de estas extensiones tienen raíces que son múltiples y no

pueden ser disociadas mediante una extensión �nita del cuerpo base. Esta falta de

separabilidad impacta directamente en la teoría de Galois, alterando sus fundamentos

y propiedades básicas.

Los cuerpos in�nitos, por otro lado, poseen propiedades peculiares que los dife-

rencian de los cuerpos �nitos o algebraicamente cerrados. Uno de los rasgos distintivos

es su cardinalidad in�nita, lo que implica una riqueza estructural y un comportamien-

to no siempre intuitivo. Además, la existencia de extensiones in�nitas dentro de ellos

plantea desafíos adicionales en términos de clasi�cación y estudio de sus propiedades

algebraicas y geométricas.

La relación entre las extensiones inseparables y los cuerpos in�nitos radica

en su interacción compleja. Las extensiones inseparables son inherentes a los cuerpos

in�nitos, ya que estos últimos proporcionan el contexto natural para su estudio y com-

prensión. Además, la presencia de cuerpos in�nitos amplía el espectro de fenómenos

algebraicos asociados con las extensiones inseparables, revelando conexiones profun-

das entre la estructura de los cuerpos y las propiedades de las extensiones algebraicas.

Ante esta situación se presentan las siguientes interrogantes:

1. ¾Cuáles son las propiedades fundamentales de las extensiones inseparables?

2. ¾Cuáles son las propiedades fundamentales de los cuerpos in�nitos?

3. ¾Cuál es la e�cacia entre las extensiones inseparables y los cuerpos in�nitos?

1.4. Justi�cación

La mayor parte de las investigaciones realizadas en el área de matemáticas

en los niveles de maestría se concentra en los casos de cálculo, tanto diferencial co-

mo integral y en la aplicación de un determinado método para la solución de una

situación particular. Sin embargo, son muy pocos los estudios que sobre algebra y

especí�camente sobre algebra abstracta se realizan en estos niveles, dejando de lado
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la vastedad de enseñanza que brinda la misma en el desarrollo del pensamiento y las

habilidades matemáticas.

La realización de esta investigación sobre extensiones inseparables en un cuerpo

in�nito, ayudará a tener una recopilación detallada de las propiedades, características

y conceptos necesarios para comprender el tema en cuestión, sirviendo como apoyo

a estudiantes del área de matemática, así como también, permitirá a los visitantes

a la biblioteca contar con una fuente actualizada y contextualizada, que les brinda-

rá la oportunidad de profundizar de una manera sencilla en este abstracto mundo

algebraico de las extensiones, ofreciendo un punto de referencia para que futuras in-

vestigaciones puedan utilizarla como fuente de consulta en la realización de trabajos

de la misma línea.

1.5. Objetivos

1.5.1. Objetivo general

Analizar las extensiones inseparables en un cuerpo in�nito.

1.5.2. Objetivos especí�cos

1. Describir las propiedades fundamentales de las extensiones inseparables.

2. Analizar las propiedades fundamentales de los cuerpos in�nitos.

3. Comparar la e�cacia entre las extensiones inseparables y los cuerpos in�nitos.

1.6. Alcances y límites

La presente investigación se sitúa en el campo de la Matemáticas Teóricas,

puntualizando en el álgebra abstracta y abarca los elementos relativos a la insepa-

rabilidad de las extensiones en un cuerpo in�nito, donde se pretende analizar las

propiedades y la relación de las extensiones inseparables en un cuerpo in�nito.
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CAPÍTULO II

MARCO REFERENCIAL

2.1. Introducción

Este capítulo proporciona la base teórica necesaria, así como los conceptos que

contribuirán al cumplimiento de los objetivos establecidos.

2.2. Marco teórico

De�nición 2.2.1 (Cuerpo). Se llamará cuerpo, K, a todo anillo (K,+, ·) unitario,

conmutativo y tal que todo elemento distinto del cero posea inverso, donde: (K,+)

es grupo abeliano, (K0, ·) es grupo abeliano y se satisface la propiedad distributiva:

∀a, b, c ∈ A : a.(b + c) = a.b + a.c. (Palacios, 2002).

De�nición 2.2.2 (Cuerpo intermedio). Es la extensión a todo subcuerpo de F

que contenga a K. (Olalla, 2015).

De�nición 2.2.3 (Cuerpo In�nito). Sea E/K una extensión de Galois �nita, con

K un cuerpo in�nito. SiGal(E/K) = {ϕ1, . . . ., ϕn} y f ∈ K[X1, . . . , Xn] veri�ca

f(ϕ1(a), . . . , ϕn(a)) = 0 para cada a ∈ E, entonces f = 0. (Stonek, 2012).

De�nición 2.2.4 (Cuerpo de separación.) Es un cuerpo en un sistema algebrai-

co en el cual las operaciones llamadas adición y multiplicación se pueden realizar y

cumplen las propiedades: asociativa, conmutativa y distributiva de la multiplicación

respecto de la adición, además de la existencia de inverso aditivo, de inverso multi-

plicativo y de un elemento neutro para la adición y otro para la multiplicación, los

cuales permiten efectuar las operaciones de sustracción y división (excepto la división

por cero); estas propiedades ya son familiares de la aritmética de números raciona-

les.(Ivorra, 2010)

De�nición 2.2.5 (Cuerpo algebraico.) Se conoce por cuerpo algebraico a una

estructura algebraica de la forma < A, op1, op2 >, donde A es un conjunto de

elementos, op1 y op2 son operaciones binarias de la forma que satisfacen una serie de
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axiomas que de�nen las características del cuerpo. (Carl B. Allendoerfer, Cletus O.

Oakley,1967)

De�nición 2.2.6 (Polinomio Irreducible.) Es un polinomio no nulo p(x) ∈ k[x]

se dice irreducible si no puede descomponerse como producto de dos polinomios no

constantes. Si p(x) ∈ k[x] es un polinomio irreducible y p(x) = f(x) · g(x) entonces

uno de los dos factores es constante. (Olalla 2015).

De�nición 2.2.7 (Extensión.) Es un par ( K,F ) donde F es un cuerpo y K un

subcuerpo de F, denotando una extensión de cuerpos de la forma F/K, aunque en

algunos textos es denotada como K ⊆ F. (Stonek, 2012)

De�nición 2.2.8 (Ecuaciones irreducibles.) En álgebra abstracta, las ecuaciones

irreducibles se re�eren a ecuaciones polinómicas que no pueden ser descompuestas en

factores más simples dentro de un cierto conjunto de números o estructura algebrai-

ca. Estas ecuaciones juegan un papel importante en la teoría de anillos. (Olalla 2015).

Según lo plateado anteriormente, estas se relacionan con otros campos y otras

estructuras algebraicas, como las siguientes:

De�nición 2.2.9 (Ecuaciones Irreducibles en Anillos.) En un anillo, una ecua-

ción polinómica se considera irreducible si no puede ser factorizada en dos polinomios

de menor grado (con coe�cientes en el mismo anillo) que no sean unidades (elemen-

tos invertibles en el anillo). Por ejemplo, en el anillo de los números enteros (Z), la

ecuación x2 − 2 = 0 es irreducible, ya que no se puede factorizar en polinomios de

grado menor con coe�cientes enteros. (Martínez, Rodríguez y García, 2019).

De�nición 2.2.10 (Ecuaciones Irreducibles en Campos.) En un campo, una

ecuación polinómica es irreducible si no puede ser factorizada en dos polinomios de

menor grado (con coe�cientes en el mismo campo). En los campos, las ecuaciones

irreducibles son especialmente importantes porque generan extensiones de campos

que no pueden ser descompuestas en campos más pequeños. (Ivorra, 2010).
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De�nición 2.2.11 (Extensiones de Campos y Ecuaciones Irreducibles.) Una

extensión de campo se forma al adjuntar las raíces de una ecuación polinómica al

campo original. Si la ecuación polinómica es irreducible en el campo original, entonces

la extensión resultante es una extensión de campo simple, lo que signi�ca que todas

las raíces de la ecuación irreducible se pueden expresar en términos de una sola raíz.

(Fraleigh,2003).

Teorema 2.2.1 (Extensión de Campos). Es un resultado fundamental en álgebra

abstracta que establece lo siguiente: Dado un campo F y un campo K que contiene

a F como subcampo, existe una extensión de campo E de F que está contenida en

K, tal que E es un campo de descomposición de un polinomio sobre F . (Carl y Clet,

1967).

En términos más simples, el teorema dice que si tienes un campo F y un campo

más grande K que contiene a F , entonces puedes encontrar una extensión de campo

E de F dentro de K donde ciertos polinomios de F se factorizan completamente en

E. Este resultado es esencial en el estudio de la teoría de campos y tiene muchas

aplicaciones en álgebra y geometría algebraica. (López, González y Pérez, 2020).

De�nición 2.2.12 (Ecuaciones Ciclotómicas.) Las ecuaciones ciclotómicas, re-

presentadas por Φn(x) =
∏1≤k≤n

mcd(k,n)=1

(
x− ζk

)
, donde ζ es una raíz primitiva n-ésima

de la unidad, son polinomios irreducibles que surgen al estudiar las raíces de la uni-

dad. Estos polinomios tienen la propiedad crucial de estar relacionados con los campos

ciclotómicos, extensiones de los números racionales generadas por las raíces n-ésimas

de la unidad, lo que los convierte en objetos fundamentales en la teoría de números

algebraicos y en el estudio de cuerpos algebraicos. (Armendia, 2023).

De�nición 2.2.13 (Características de una extensión.) Las características de

una extensión de campo se re�eren a propiedades fundamentales que describen la

relación entre dos campos en álgebra abstracta. Esto incluye el grado de la extensión

[E : F ], que es la dimensión de E como espacio vectorial sobre F , representado

como [E : F ] = dimF (E), y la transitividad, que implica que si F ⊆ K ⊆ E, entonces
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[E : F ] = [E : K]· [K : F ]. Además, se considera la normalidad, donde cada polinomio

irreducible en F [x] que tiene una raíz en E se descompone completamente en E, y la

separabilidad, que asegura que todas las raíces de un polinomio irreducible en F [x]

sean simples en E. Estas propiedades son esenciales para entender la estructura y las

propiedades de las extensiones de campo, y son fundamentales en la teoría de Galois

y en el estudio de la clasi�cación de extensiones de campo. (Salgado, Fierro y Lozoya,

2024).

De�nición 2.2.14 (Criterio de separabilidad.) El criterio de separabilidad es un

concepto fundamental en el estudio de extensiones de campos en álgebra abstracta.

Este criterio establece que una extensión de campo E sobre F es separable si y solo si

para cada elemento α en E, el polinomio mínimo de α sobre F tiene todas sus raíces

simples en una clausura algebraica de F . En términos más formales, una extensión

E sobre F es separable si para todo α en E, el polinomio mínimo mα,F (x) tiene

todas sus raíces simples en una clausura algebraica de F . Esto implica que no hay

raíces múltiples para los polinomios mínimos de los elementos en E sobre F , lo que

tiene importantes implicaciones en la estructura y las propiedades de la extensión de

campo, especialmente en la teoría de Galois y en la caracterización de extensiones

normales. (Gagliardi y Hernández Peñalver, 2003).

1. Criterio de Separabilidad: Una extensión E sobre F es separable si y solo si para

todo α en E, el polinomio mínimo mα,F (x) tiene todas sus raíces simples en una

clausura algebraica de F . En términos más precisos, si α es un elemento de E,

entonces el polinomio mínimo mα,F (x) sobre F tiene todas sus raíces simples

en una extensión algebraica de F .

2. Criterio de Normalidad: Una extensión E sobre F es normal si y solo si para

cada polinomio irreducible f(x) en F [x] con una raíz en E, f(x) se descompone

completamente en factores lineales en E[x]. En otras palabras, para cada α en

E que es una raíz de un polinomio irreducible f(x) en F [x], f(x) se factoriza

completamente en factores lineales sobre E. Este criterio garantiza que todas

las raíces de los polinomios irreducibles en F [x] que tienen una raíz en E están

presentes en E, lo que es fundamental en la teoría de Galois.
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De�nición 2.2.15 (Extensiones algebraicas). Una extensión E de un campo F se

llama algebraica si cada elemento de E es una raíz de algún polinomio con coe�cientes

en F . En otras palabras, si α es un elemento de E, entonces existe un polinomio no

nulo f(x) en F [x] tal que f(α) = 0. Esto implica que cada elemento en E es algebraico

sobre F . Las extensiones algebraicas son fundamentales en álgebra abstracta y en

muchas áreas de las matemáticas, como la teoría de Galois y la geometría algebraica,

y proporcionan una rica estructura para el estudio de campos y sus extensiones.

(Olalla, 2015).

1. Cerradura algebraica: Si E es una extensión algebraica de F , entonces E con-

tiene una cerradura algebraica de F , es decir, una extensión algebraica maximal

de F .

2. Composición de extensiones algebraicas: Si E es una extensión algebraica de F

y K es una extensión algebraica de E, entonces K es una extensión algebraica

de F . En otras palabras, la composición de dos extensiones algebraicas es una

extensión algebraica.

3. Propiedad transitiva: si F ⊆ E ⊆ K y K es una extensión algebraica de F ,

entonces K es una extensión algebraica de E. Esta propiedad permite extender

resultados de una extensión a una extensión más grande.

4. Cardinalidad: Si E es una extensión algebraica �nita de F , entonces E es �nito

si y solo si F es �nito.

5. Caracterización en términos de torres de cuerpos: Una extensión E de F es

algebraica si y solo si E es el cuerpo de descomposición de un conjunto de

polinomios sobre F . (Armendia, 2023).

De�nición 2.2.16 (Extensiones separables). Las extensiones separables son un

tipo importante de extensiones de campos en álgebra abstracta. Una extensión E

de un campo F se dice que es separable si cada elemento de E es una raíz de un

polinomio separable sobre F . Un polinomio f(x) sobre F se dice que es separable

si no tiene raíces múltiples (es decir, todas sus raíces son simples) en una clausura
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algebraica de F . Aquí hay algunas propiedades clave de las extensiones separables:

(López, González y Pérez, 2010).

1. Composición de extensiones separables: Si E es una extensión separable de F

y K es una extensión separable de E, entonces K es una extensión separable

de F . En otras palabras, la composición de dos extensiones separables es una

extensión separable.

2. Cerradura separable: Dado un campo F , se puede construir una cerradura se-

parable de F , que es una extensión separable maximal de F .

3. Caracterización en términos de polinomios separables: Una extensión E de F

es separable si y solo si todos los polinomios irreducibles en F [x] tienen todas

sus raíces simples en E. Es decir, si f(x) es irreducible sobre F , entonces f(x)

se descompone en factores lineales sobre E y todas sus raíces son simples.

4. Cardinalidad de extensiones separables �nitas: Si E es una extensión separable

�nita de F , entonces la cardinalidad de E es menor o igual a [E : F ] × |F |,

donde [E : F ] es el grado de la extensión.

De�nición 2.2.17 (Elementos puramente inseparables.) Un elemento algebrai-

co k sobre un cuerpo K es puramente inseparable si es la única raíz de su polinomio

mínimo sobre K. Es una extensión K/k es puramente inseparable si y sólo si todo

elemento de K es puramente inseparable sobre k. (Fasano, 2005).

De�nición 2.2.18 (Extensiones puramente inseparables en un cuerpo in�-

nito.) Sea L una extensió del cuerpo in�nito K y x ∈ L. Se dice que x es radical sobre

el cuerpo K si existe un entero r tal que (xp)r ∈ K. Se dice que L es una extensió

puramente inseparable de K si todo elemento de L es radical sobre K. (Gagliardi y

Hernández, 2003).

En álgebra, una extensión puramente inseparable de campos es una extensión

k ⊆ K de campos de la característica p > 0 tal que cada elemento de K es una raíz
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de una ecuación de la forma xq = un, con q una potencia de py una en k.

Una extensión puramente inseparable se llama una extensión modular si es un

producto tensorial de simples extensiones, por lo que, en particular, cada extensión

de exponente 1 es modular, pero hay extensiones no modulares de exponente 2.

Si F es una extensión puramente inseparable �nito dimensional del cuerpo K

y cardinal K = p ̸= 0, entonces [F : K] = pn, para algún n ≥ 0.

Un elemento a en una extensión de un cuerpo K es puramente inseparable

sobre K si y sólo si existe un número natural n tal que (ap)n ∈ k.

Si a ϵF inseparable puro sobre el cuerpo K, entonces a es inseparable puro

sobre cualquier cuerpo in�nito E. Luego, si F es inseparable sobre K, entonces F es

inseparable sobre el cuerpo in�nito E. (Stonek, 2012).



15

CAPÍTULO III

METODOLOGÍA

3.1. Introducción

En este capítulo se describen los aspectos relacionados con la metodología

que sustentan las extensiones inseparables en un cuerpo in�nito en el desarrollo de

esta investigación. En el mismo se detallan el diseño, tipo, y método del contenido a

trabajar.

3.2. Método de investigación

La investigación empleó el método cualitativo, ya que se dirigió a explorar

y analizar conceptos y teoremas que expresan resultados de álgebra abstracta. La

elección de este método fue apropiada debido a que el álgebra abstracta a menu-

do involucra estructuras matemáticas complejas y sutilezas conceptuales. El método

deductivo permitió capturar esta complejidad al analizar en detalle las relaciones y

propiedades de estas estructuras sin simpli�car en exceso (Abarca et al., 2013).

3.3. Diseño de investigación

Esta investigación, según la intervención, fue no experimental, dado que se

trató de un estudio documental en el que no se manipularon las variables objeto de

estudio, debido a su carácter teórico y abstracto orientado a alcanzar los objetivos

propuestos. En términos de tiempo, el estudio fue transversal, ya que los datos se

recolectaron en un solo momento. En cuanto a la búsqueda de la causa, el estudio

fue analítico y descriptivo. Fue analítico porque incluyó estudios comparativos con

diversas fuentes que contenían conceptos y propiedades relacionadas con extensiones

inseparables y cuerpos in�nitos. También fue descriptivo porque permitió detallar

conceptos y procesos matemáticos (Sampieri, 2010).
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3.4. Tipo de investigación

Esta investigación fue de tipo descriptiva, exploratoria y explicativa. Fue ex-

ploratoria, ya que implicó la recopilación de datos de diversas fuentes relacionadas con

el tema en discusión, proporcionando las directrices esenciales para llevar a cabo el

estudio. También fue descriptiva, dado que se enfocó en describir el comportamiento

del contenido de los documentos encontrados, destacando aquellos que contribuyeron

a la resolución del problema de investigación. Adicionalmente, fue explicativa, ya que

detalló minuciosamente las condiciones requeridas para las extensiones inseparables

(Hernández, Fernández y Baptista, 2010).

3.5. Enfoque de investigación.

Esta investigación tuvo un enfoque cualitativo, ya que su desarrollo se basó

en descripciones, explicaciones, comparaciones y análisis de de�niciones, teoremas y

demostraciones relacionadas con las extensiones inseparables en un cuerpo in�nito.

Según lo expresado por Hernández, Sampieri y Torres (2018), el enfoque cualitativo

implica una acción indagatoria en la que no se operacionalizan variables.

3.6. Procedimientos de investigación

a) En primer lugar, se trabajó en la lectura de documentos relacionados con el

tema de investigación, con el �n de comprender los conocimientos existentes y

establecer los antecedentes y limitaciones del tema a estudiar.

b) Luego, en un segundo paso, se desarrolló la estructura del enfoque del contenido

de la investigación y su análisis.

c) Se buscó información de materiales físicos en universidades para veri�car la

revisión de literatura sobre el tema, así como de forma digital.

d) Se realizó una veri�cación del cumplimiento de los objetivos propuestos al inicio

de la investigación en combinación con el asesor.



17

CAPÍTULO IV

PRESENTACIÓN DE LOS RESULTADOS

4.1. Introducción

En el marco de la presente investigación, se presenta un análisis exhaustivo de

las extensiones inseparables en un cuerpo in�nito. Los resultados obtenidos a partir

de este enfoque detallado proporcionan una visión clara de cómo las extensiones

inseparables y los cuerpos in�nitos se caracterizan y se interrelacionan, revelando

tanto las fortalezas como las limitaciones de cada uno.

4.2. Propiedades fundamentales de las extensiones

inseparables

Las extensiones inseparables son un concepto fundamental en la teoría de cuer-

pos, particularmente en el contexto de cuerpos de característica positiva. Estas ex-

tensiones, que surgen cuando el polinomio mínimo de algún elemento en la extensión

no tiene raíces distintas, representan una desviación signi�cativa de las extensiones

separables, donde todos los polinomios mínimos tienen raíces simples.

La importancia de las extensiones inseparables radica no solo en su frecuencia

en características positivas, sino también en las profundas implicaciones que tienen

para la teoría de Galois, la estructura de cuerpos y el análisis algebraico. A través de

estas extensiones, se pueden explorar fenómenos únicos que no aparecen en caracte-

rísticas cero, ofreciendo una ventana a la rica y compleja naturaleza de los cuerpos

en matemáticas.

4.2.1. Propiedades fundamentales de las extensiones insepa-

rables

1. Una extensión de cuerpos L/K se dice inseparable si no es separable. Más

formalmente, una extensión L/K es inseparable si existe al menos un elemento
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α ∈ L tal que el polinomio mínimo de α sobre K no es separable, es decir,

no tiene raíces distintas (o, equivalentemente, su derivada no es coprima con el

polinomio mismo).

Ejemplo 4.2.1 Considere los cuerpos K = Fp(t) y L = Fp

(
t1/p

)
, donde p es un

número primo y Fp es el cuerpo �nito con p elementos.

Aquí, K = Fp(t) es el cuerpo de funciones racionales con coe�cientes en el

cuerpo �nito Fp, mientras que L = Fp

(
t1/p

)
es una extensión de K obtenida añadien-

do la raíz p-ésima de t.

Tome un elemento α en L. Escoja α = t1/p. El polinomio mínimo de α = t1/p

sobre K es f(x) = xp − t.

Para veri�car si la extensión es inseparable, se necesita ver si el polinomio

mínimo f(x) = xp − t no es separable. Calculando la derivada de f(x) :

f ′(x) =
d

dx
(xp − t) = pxp−1.

En Fp, el número primo p es igual a 0 , por lo tanto, f ′(x) = 0. Dado que

la derivada del polinomio es 0, esto implica que el polinomio f(x) = xp − t no tiene

raíces distintas en su descomposición en factores lineales.

Por lo tanto, el polinomio mínimo de α = t1/p sobre K = Fp(t) no es separable,

y la extensión L/K es inseparable. Este ejemplo ilustra cómo una extensión de cuerpos

puede ser inseparable si el polinomio mínimo de algún elemento en la extensión no es

separable.

2. Característica del Cuerpo Base. Las extensiones inseparables ocurren única-

mente en cuerpos de característica positiva p. En cuerpos de característica cero,

todas las extensiones son separables.

Para entender mejor cómo la característica del cuerpo base afecta la posibili-

dad de tener extensiones inseparables, considere dos ejemplos: uno con un cuerpo de

caracterítica positiva p y otro con un cuerpo de característica cero.
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Ejemplo 4.2.2 Cuerpo de Característica Positiva p. Considere el cuerpo �nito Fp

con p elementos, donde p es un número primo. Sea K = Fp(t), el cuerpo de funciones

racionales en una variable t con coe�cientes en Fp.

Ahora, tome una extensión L = Fp

(
t1/p

)
. Aquí, L se obtiene añadiendo la raíz

p-ésima de t a K. El elemento α = t1/p tiene un polinomio mínimo sobre K dado por

f(x) = xp − t.

Para determinar si esta extensión es inseparable, calcula la derivada del poli-

nomio f(x) : f ′(x) = d
dx

(xp − t) = pxp−1 En el cuerpo Fp,p es igual a 0 , por lo que

f ′(x) = 0. Esto signi�ca que el polinomio mínimo no tiene raíces distintas, lo que

con�rma que la extensión L/K es inseparable.

Ejemplo 4.2.3 Cuerpo de Característica Cero. Considere el cuerpo Q, que es el

cuerpo de los números racionales. La característica de Qes cero. SeaK = Q y considere

una extensión L = Q(
√
2), obtenida añadiendo la raíz cuadrada de 2.

El elemento α =
√
2 tiene un polinomio mínimo sobre K dado por f(x) = x2 − 2.

Calcula la derivada del polinomio f(x) :

f ′(x) =
d

dx

(
x2 − 2

)
= 2x.

La derivada f ′(x) = 2x no es cero para x =
√
2, lo que signi�ca que el polino-

mio f(x) = x2 − 2 tiene raíces distintas y es separable.

Este ejemplo muestra que en cuerpos de característica cero, como Q, todas

las extensiones son separables. En contraste, en cuerpos de característica positiva p,

como Fp, pueden ocurrir extensiones inseparables, como se observa en la extensión

Fp

(
t1/p

)
.

3. Polinomios Inseparables. Un polinomio f(x) ∈ K[x] se dice inseparable si tiene

una raíz múltiple en su clausura algebraica. Esto es equivalente a decir que

f(x) y su derivada f ′(x) tienen un factor común no trivial. En cuerpos de

característica p, un polinomio f(x) puede tener la forma g (xp), donde g(x) es

un polinomio en K[x].
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Ejemplo 4.2.4 Polinomios Inseparables. Para ilustrar el concepto de polinomios in-

separables, considere un cuerpo de característica positiva p y un polinomio en ese

cuerpo.

Sea K = Fp, el cuerpo �nito con p elementos, donde p es un número primo.

Considere el polinomio f(x) = xp2−t enK[x]. Para determinar si el polinomio f(x) es

inseparable, necesita veri�car si tiene una raíz múltiple en su clausura algebraica. Esto

es equivalente a veri�car si f(x) y su derivada f ′(x) tienen un factor común no trivial.

Calculando la derivada de f(x) :

f ′(x) =
d

dx

(
xp2 − t

)
= p2xp2−1.

En el cuerpo Fp, p
2 ≡ 0 mód p, por lo que f ′(x) = 0. Dado que la derivada

f ′(x) = 0, esto implica que el polinomio f(x) = xp2 − t no tiene raíces distintas y,

por lo tanto, es inseparable.

Un polinomio en un cuerpo de característica p puede tener la forma g (xp),

donde g(x) es un polinomio enK[x]. Por ejemplo, considere el polinomio h(x) = xp−a

en Fp[x], donde a ∈ Fp. Este polinomio h(x) puede ser escrito como g (xp), donde

g(x) = x− a.

Calcula la derivada de h(x) :

h′(x) =
d

dx
(xp − a) = pxp−1.

En el cuerpo Fp,p ≡ 0 mód p, por lo que h′(x) = 0. Este polinomio h(x) = xp−a

tiene la forma g (xp) y es inseparable ya que su derivada es cero, lo que signi�ca que

tiene una raíz múltiple

4. Exponente de Inseparabilidad. El exponente de inseparabilidad de una extensión

L/K es el mayor número e tal que existe una torre de extensiones L = Le ⊃

Le−1 ⊃ · · · ⊃ L1 ⊃ K donde cada Li ⊃ Li−1 es una extensión puramente

inseparable de grado p. Si L/K es �nita, el grado de inseparabilidad es una

potencia de p
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Ejemplo 4.2.5 Sea K = Fp(t), el cuerpo de funciones racionales en una variable t

con coe�cientes en el cuerpo �nito Fp, donde p es un número primo. Construya una

torre de extensiones puramente inseparables de la siguiente manera:

Comenzando con K y tomando L1 = K
(
t1/p

)
, una extensión de K obtenida

añadiendo la raíz p-ésima de t. Esta es una extensión puramente inseparable de grado

p porque el polinomio mínimo de t1/p sobre K es xp − t, el cual no es separable.

Ahora, considerando L2 = L1

(
t1/p

2
)

= K
(
t1/p, t1/p

2
)
. Esta extensión tam-

bién es puramente inseparable de grado p porque el polinomio mínimo de t1/p
2
sobre

L1 es xp − t1/p, el cual es inseparable.

Continua construyendo la torre de extensiones. Tome L3 = L2

(
t1/p

3
)

=

K
(
t1/p, t1/p

2
, t1/p

3
)
. Esta extensión es nuevamente puramente inseparable de gra-

do p porque el polinomio mínimo de t1/p
3
sobre L2 es xp − t1/p

2
, el cual también es

inseparable.

En general, para cualquier e, se puede construir la extensión

Le = K
(
t1/p, t1/p

2

, . . . , t1/p
e
)
.

Cada paso en esta torre de extensiones es puramente inseparable de grado p.

El exponente de inseparabilidad de la extensión L/K es el mayor número e

tal que existe una torre de extensiones L = Le ⊃ Le−1 ⊃ · · · ⊃ L1 ⊃ K, donde cada

Li ⊃ Li−1 es una extensión puramente inseparable de grado p. En este ejemplo, si

tome L = Le = K
(
t1/p, t1/p

2
, . . . , t1/p

e
)
, el exponente de inseparabilidad es e.

Si L/K es una extensión �nita, el grado de inseparabilidad es una potencia de

p. En nuestro ejemplo, el grado de la extensión Le/K es pe, una potencia de p, lo que

con�rma que el exponente de inseparabilidad es e.

5. Extensiones Puramente Inseparables. Una extensión L/K es puramente insepa-

rable si cada elemento α ∈ L satisface una ecuación de la forma αpn ∈ K para



22

algún n. Estas extensiones no agregan nuevas raíces en un sentido clásico, ya

que cualquier elemento de L es una p-ésima potencia de un elemento de K.

Ejemplo 4.2.6 Sea K = Fp(t), el cuerpo de funciones racionales en una variable t

con coe�cientes en el cuerpo �nito Fp, donde p es un número primo. Considere una

extensión L de K de�nida por L = K
(
t1/p

)
.

En esta extensión, tome un elemento α ∈ L. Se puede elegir α = t1/p. Para ve-

ri�car que esta extensión es puramente inseparable, necesita mostrar que α satisface

una ecuación de la forma αpn ∈ K para algún n.

En este caso, α = t1/p satisface αp =
(
t1/p

)p
= t ∈ K. Por lo tanto, α = t1/p

es una p-ésima potencia de un elemento de K, lo que con�rma que α cumple con la

condición para una extensión puramente inseparable.

Más generalmente, considere una extensión L = K
(
t1/p

n)
. Tome α = t1/p

n
.

Para veri�car que α satisface una ecuación de la forma αpm ∈ K para algúnm, observe

que:

αpn =
(
t1/p

n)pn
= t ∈ K.

Así, α = t1/p
n
es una pn-ésima potencia de un elemento de K, lo que muestra que α

cumple con la condición de una extensión puramente inseparable.

6. Descomposición de Extensiones Finitas

Toda extensión �nita L/K en característica positiva puede descomponerse de

manera única en una parte separable y una parte puramente inseparable, es

decir, L = LsLi, donde Ls/K es separable y Li/K es puramente inseparable.

Ejemplo 4.2.7 Suponga que K = Fp(t), el cuerpo de funciones racionales en una va-

riable t con coe�cientes en el cuerpo �nito Fp, donde p es un número primo. Considere

la extensión L = Fp

(
t1/p,

√
t+ 1

)
.

Parte Puramente Inseparable. Primero, identi�que la parte puramente insepa-

rable de la extensión. Tome Li = Fp

(
t1/p

)
. Aquí, Li es una extensión de K obtenida
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añadiendo la raíz p-ésima de t, y es puramente inseparable porque cualquier elemen-

to α ∈ Li satisface una ecuación de la forma αpn ∈ K para algún n. Por ejemplo,(
t1/p

)p
= t ∈ K.

Parte Separable. Ahora, identi�que la parte separable de la extensión. Con-

sidere la extensión Ls = Fp

(
t1/p,

√
t+ 1

)
. La adición de

√
t+ 1 a Fp

(
t1/p

)
forma

una extensión separable sobre Fp

(
t1/p

)
porque el polinomio mínimo de

√
t+ 1 sobre

Fp

(
t1/p

)
es x2 − (t+ 1), el cual es separable (tiene raíces distintas).

Descomposición de la Extensión Entonces, la extensión total L = Fp

(
t1/p,

√
t+ 1

)
se puede descomponer en:

L = Li(
√
t+ 1)

donde Li = Fp

(
t1/p

)
es puramente inseparable y

√
t+ 1 es una raíz de un polinomio

separable sobre Li.

Esta descomposición muestra que cualquier extensión �nita L/K en caracte-

rística positiva se puede descomponer de manera única en una parte separable Ls y

una parte puramente inseparable Li. En este ejemplo, Li/K es puramente inseparable

y Ls/K es separable. Por lo tanto, la extensión total L/K combina ambas partes.

7. Teorema Fundamental de Teoría de Galois en Característica Positiva. En carac-

terística positiva, el teorema de Galois se modi�ca para tener en cuenta exten-

siones inseparables. En este contexto, el grupo de Galois Gal(L/K) puede no

capturar toda la estructura de la extensión si L/K no es puramente inseparable.

Es decir, el grupo de Galois solo describe la parte separable de la extensión.

Ejemplo 4.2.8 Sea K = Fp(t), el cuerpo de funciones racionales en una variable t

con coe�cientes en el cuerpo �nito Fp, donde p es un número primo. Considere la

extensión L = Fp

(
t1/p,

√
t
)
.

Parte Puramente Inseparable Primero, identi�que la parte puramente insepa-

rable de la extensión. Sea Li = Fp

(
t1/p

)
. Esta extensión es puramente inseparable
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porque cualquier elemento de Li satisface una ecuación de la forma αpn ∈ K para

algún n. Por ejemplo,
(
t1/p

)p
= t ∈ K.

Parte Separable Ahora, considere la parte separable de la extensión. Sea Ls =

Fp

(
t1/p,

√
t
)
. Aquí,

√
t es una raíz de un polinomio separable sobre Li, dado que el

polinomio mínimo de
√
t sobre Fp

(
t1/p

)
es x2 − t, el cual tiene raíces distintas.

Grupo de Galois y Descripción de la Extensión El grupo de Galois Gal(L/K)

solo describe la parte separable de la extensión L/K. En este caso, considere la ex-

tensión separable Ls = Fp

(
t1/p,

√
t
)
sobre Li = Fp

(
t1/p

)
.

El grupo de Galois Gal (Ls/Li) consiste en automor�smos que �jan Li y per-

mutan las raíces de Ios polinomios separables en Ls. Dado que
√
t es la única raíz del

polinomio mínimo x2 − t en Ls, el grupo de Galois es trivial.

Descomposición de la Extensión Completa. Finalmente, considere la exten-

sión completa L = Fp

(
t1/p,

√
t
)
sobre K = Fp(t). La parte puramente inseparable es

Li = Fp

(
t1/p

)
y la parte separable es Ls = Fp

(
t1/p,

√
t
)
. El grupo de Galois Gal(L/K)

describe solo la parte separable Ls/Li, dejando fuera la estructura puramente insepa-

rable.

4.3. Propiedades fundamentales de los cuerpos in�nitos

Las propiedades fundamentales de los cuerpos in�nitos son un tema central en

la teoría de cuerpos y en diversas ramas de las matemáticas, como el álgebra, la teoría

de números y la geometría algebraica. Un cuerpo in�nito es uno que contiene un nú-

mero in�nito de elementos, y esta característica le con�ere una serie de propiedades

y comportamientos únicos que lo distinguen de los cuerpos �nitos. La comprensión

de los cuerpos in�nitos es esencial para desentrañar las estructuras algebraicas subya-

centes y para abordar problemas que involucran polinomios, extensiones de cuerpos,

y aplicaciones geométricas y aritméticas. A lo largo de esta exploración, examinare

cómo la in�nitud de estos cuerpos in�uye en su estructura interna, en las extensiones
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que pueden formar, y en las simetrías y automor�smos que los caracterizan.

De�nición 4.3.1 Un cuerpo K se dice algebraicamente cerrado si todo polinomio

no constante con coe�cientes en K tiene una raíz en K. Por ejemplo, el cuerpo de

los números complejos C es un cuerpo algebraicamente cerrado. Todo cuerpo K tie-

ne una extensión algebraica mínima K̄, llamada el cierre algebraico de K, que es

algebraicamente cerrado.

De�nición 4.3.2 Un cuerpo K se dice perfecto si cada extensión algebraica de K

es separable, lo cual ocurre automáticamente si K tiene característica cero o si es un

cuerpo �nito de característica p. En cuerpos in�nitos de característica p, ser perfecto

implica que todo elemento de K es una p-ésima potencia, es decir, K = Kp.

Teorema 4.3.1 (Steinitz). Este establece que todos los cuerpos in�nitos son isomor-

fos a una extensión puramente trascendental de un cuerpo perfecto. Es decir, un

cuerpo in�nito K puede ser visto como una extensión generada por un conjunto de

elementos trascendentes (no algebraicos) sobre su cierre perfecto.

Para cuerpos in�nitos, la teoría de Galois ofrece una correspondencia entre las

extensiones de cuerpos y ciertos subgrupos de automor�smos del cuerpo. Esta teoría

se utiliza para estudiar las simetrías de las raíces de polinomios y tiene aplicaciones

profundas en álgebra y geometría.

De�nición 4.3.3 La dimensión trascendental de un cuerpo K sobre un subcuerpo F

es el número de elementos trascendentes independientes en K sobre F . Para cuerpos

in�nitos, esta dimensión puede ser in�nita, y juega un papel crucial en la estructura

y clasi�cación de las extensiones de cuerpos.

De�nición 4.3.4 En característica p, una extensión de Artin-Schreier es una exten-

sión de la forma K(α) donde α es raíz de un polinomio de Artin-Schreier xp − x− a

para algún a ∈ K. Estas extensiones son ejemplos fundamentales de extensiones

inseparables en cuerpos in�nitos.
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De�nición 4.3.5 Para un cuerpo in�nito K, sus subcuerpos también poseen propie-

dades interesantes. Por ejemplo, si K es un cuerpo de características p (un número

primo), entonces cualquier subcuerpo de K también tiene característica p. Esta pro-

piedad afecta la estructura de las extensiones y las relaciones algebraicas dentro del

cuerpo.

4.3.1. Propiedades Especí�cas de los Cuerpos In�nitos

1. In�nitud y Cardinalidad. Los cuerpos in�nitos pueden tener distintas cardina-

lidades. Por ejemplo, los números reales R tienen la cardinalidad del continuo,

mientras que el campo de funciones racionales sobre un cuerpo �nito puede

tener cardinalidad in�nita pero numerable.

2. Subcuerpos In�nitos. Todo cuerpo in�nito tiene subcuerpos in�nitos. Por ejem-

plo, dentro del cuerpo de los números reales R, el cuerpo de los números racio-

nales Q es in�nito y denso en R.

3. Automor�smos y Simetrías. Los cuerpos in�nitos tienen grupos de automor�s-

mos ricos y complejos. Por ejemplo, el grupo de automor�smos de C es extre-

madamente grande y está relacionado con la teoría de Galois y la estructura de

las raíces de los polinomios.

4. Topología de Zariski. En la teoría de cuerpos, especialmente en geometría alge-

braica, se usa la topología de Zariski. En esta topología, los conjuntos cerrados

corresponden a los conjuntos de ceros de conjuntos de polinomios. Para cuerpos

in�nitos, la topología de Zariski es más rica y compleja que en el caso de cuerpos

�nitos.

Ejemplo 4.3.1 (In�nitud y Cardinalidad). Cuerpo de los Números Reales (R) : Este

cuerpo es in�nito y tiene la cardinalidad del continuo, es decir, hay tantos números

reales como puntos en una recta continua. Esto es una cantidad mucho mayor que la

cardinalidad del conjunto de los números naturales, que es in�nita pero numerable.

El conjunto de los números reales, denotado por R, es un ejemplo clásico de

un conjunto in�nito con una propiedad particular de cardinalidad conocida como la
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cardinalidad del continuo. Formalmente, esto se expresa diciendo que R tiene cardi-

nalidad c, donde c = 2ℵ0 . Esto signi�ca que la cantidad de elementos en R es igual a

la cantidad de subconjuntos del conjunto de los números naturales N.

Por otro lado, el conjunto de los números naturales N es también in�nito, pero

su cardinalidad es ℵ0 , que es el cardinal más pequeño de un conjunto in�nito. Un

conjunto con cardinalidad ℵ0 se denomina "numerable.o çontable", lo que implica que

existe una biyección entre N y el conjunto en cuestión. Esto se traduce en que los

elementos de N pueden ser enumerados en una secuencia in�nita 1, 2, 3, . . .

La cardinalidad del conjunto R es mayor que la cardinalidad de N. Esta a�r-

mación se puede demostrar mediante el argumento de la diagonalización de Cantor.

Suponga que existe una biyección entre N y R. Esto implicaría que los números reales

pueden ser enumerados como una secuencia r1, r2, r3, . . .. Cantor mostró que siempre

se puede construir un número real que no esté en esta secuencia, contradiciendo así

la supuesta biyección. Esto demuestra que no existe una correspondencia uno a uno

entre N y R, con�rmando que la cardinalidad de R es c , un cardinal mayor que ℵ0.

Analizar las propiedades fundamentales de los cuerpos in�nitos.

Ejemplo 4.3.2 (In�nitud y Cardinalidad). Cuerpo de Funciones Racionales sobre

un Cuerpo Finito (Fq(x)) : Sea Fq un cuerpo �nito con q elementos. El cuerpo de

funciones racionales Fq(x) es in�nito pero numerable, ya que sus elementos pueden

representarse como cocientes de polinomios con coe�cientes en Fq.

El cuerpo de funciones racionales sobre un cuerpo �nito, denotado como Fq(x),

es un conjunto de interés en álgebra abstracta y teoría de números. Aquí, Fq representa

un cuerpo �nito con q elementos. Un cuerpo �nito es un conjunto �nito de elementos

que forma un campo bajo las operaciones de suma y multiplicación. Por ejemplo, F2

tiene dos elementos, típicamente denotados como {0, 1}, con las operaciones de suma

y multiplicación de�nidas de manera modular.
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El conjunto Fq(x) consiste en todas las funciones racionales de la forma f(x)
g(x)

,

donde f(x) y g(x) son polinomios con coe�cientes en Fq y g(x) ̸= 0. Es decir, cada

elemento de Fq(x) puede escribirse como un cociente de dos polinomios en x con co-

e�cientes en Fq.

Para comprender la in�nitud y numerabilidad de Fq(x), observe lo siguiente.

Aunque Fq tiene un número �nito de elementos, los polinomios en Fq[x] pueden tener

grados arbitrariamente grandes, lo que implica que hay in�nitos polinomios en Fq[x].

Por tanto, los cocientes de estos polinomios, que constituyen Fq(x), también forman

un conjunto in�nito.

Sin embargo, a pesar de ser in�nito, Fq(x) es numerable. Esto se debe a que

se puede enumerar todos los polinomios en Fq[x]y, por tanto, todos los cocientes de

polinomios. Más especí�camente, se pueden listar primero todos los polinomios de

grado 0 , luego todos los de grado 1, y así sucesivamente. Dado que cada polinomio

en Fq[x] puede representarse de una manera �nita y ordenada, también se puede enu-

merar todas las posibles fracciones f(x)
g(x)

.

Para formalizar esta numerabilidad, considere que se puede establecer una

biyección entre N (el conjunto de los números naturales) y Fq(x). Enumera todos

los pares ordenados de polinomios (f(x), g(x)) con g(x) ̸= 0, lo que nos permite

asignar un número natural a cada función racional en Fq(x). Por lo tanto, hay una

correspondencia uno a uno entre los elementos de Fq(x) y N, con�rmando que Fq(x)

es numerable.

Ejemplo 4.3.3 (Subcuerpos In�nitos). Números Complejos (C ) y Números Racio-

nales (Q ): El cuerpo de los números complejos C es in�nito. Dentro de C, el cuerpo de

los números racionales Q también es in�nito. Aunque Q es mucho "más pequeño"que

C, sigue siendo un conjunto in�nito y denso en C.

El cuerpo de los números complejos C es un conjunto in�nito que incluye to-

dos los números de la forma a + bi, donde a y b son números reales y i es la unidad
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imaginaria con la propiedad i2 = -1. Este conjunto tiene la cardinalidad del continuo,

lo que signi�ca que su tamaño es igual a la cantidad de puntos en una recta continua,

denotada por c. Esto indica que C tiene una cardinalidad mucho mayor que la de

conjuntos numerables como los números naturales N.

Dentro del cuerpo de los números complejos C, se encuentra el subcuerpo de

los números racionales Q. El cuerpo de los números racionales Q está compuesto por

todos los números que pueden expresarse como cocientes p
q
, donde p y q son enteros

y q ̸= 0. Aunque Q es un conjunto in�nito, su cardinalidad es ℵ0, lo que signi�ca que

es numerable. Esto quiere decir que se puede establecer una correspondencia uno a

uno entre Q y N, permitiendo enumerar todos los números racionales.

Aunque Q es más pequeño que C en términos de cardinalidad, sigue siendo

un conjunto in�nito. Además, Q es denso en C. La densidad de Q en C signi�ca que

entre cualquier dos números complejos hay un número racional, o más formalmente,

en cualquier intervalo abierto en C, por pequeño que sea, siempre se puede encontrar

un número racional.

Para ilustrar la relación entre C y Q de manera más precisa, considere que

cada número complejo puede representarse como a + bi con a, b ∈ R. Dentro de este

contexto, Q puede verse como el conjunto de todos los números de la forma p
q
, donde

p y q son enteros. La densidad de en C implica que cualquier número complejo puede

aproximarse arbitrariamente cerca por números racionales, re�ejando la estructura

rica y densa de Q dentro de C.

En resumen, el cuerpo de los números complejos C es un conjunto in�nito

de cardinalidad c, mientras que el subcuerpo de los números racionales Q, aunque

también in�nito, tiene una cardinalidad ℵ0 y es numerable. La densidad de Q en

C subraya la presencia ubicua de los números racionales dentro del conjunto de los

números complejos.
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Ejemplo 4.3.4 (Automor�smos y Simetrías). Cuerpo de los Números Complejos (C

) sobre los Números Reales (R ): Un automor�smo del cuerpo C que �ja R es la con-

jugación compleja, que envía cada número complejo a+bi a a−bi. Este automor�smo

muestra una simetría fundamental en la estructura de C.

Un automor�smo de un cuerpo es una función biyectiva de ese cuerpo en sí

mismo que preserva las operaciones de suma y multiplicación. En otras palabras, si ϕ

es un automor�smo de un cuerpo K, entonces para todos losx, y ∈ K, se tiene que:

1. ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y)

2. ϕ(x · y) = ϕ(x) · ϕ(y)

3. ϕ(1) = 1

Un automor�smo del cuerpo C que �ja el subcuerpo R es la conjugación com-

pleja. La conjugación compleja es una función que toma un número complejo a + bi

y lo mapea a su conjugado a − bi, donde a y b son números reales y i es la unidad

imaginaria con i2 = −1.

Matemáticamente, si de�na ϕ : C → C tal que ϕ(a + bi) = a− bi, entonces ϕ

es un automor�smo de C. Veri�que que ϕ cumple las propiedades necesarias:

1. Preservación de la suma:

ϕ((a+ bi) + (c+ di)) = ϕ((a+ c) + (b+ d)i) = (a+ c)− (b+ d)i

= (a− bi) + (c− di) = ϕ(a+ bi) + ϕ(c+ di)

2. Preservación de la multiplicación:

ϕ((a+ bi) · (c+ di)) = ϕ((ac− bd) + (ad+ bc)i) = (ac− bd)− (ad+ bc)i

= (a− bi) · (c− di) = ϕ(a+ bi) · ϕ(c+ di)

3. Preservación del elemento identidad:

ϕ(1) = 1
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Este automor�smo, la conjugación compleja, muestra una simetría fundamen-

tal en la estructura de C. La conjugación compleja no solo preserva las operaciones

algebraicas en C, sino que también re�eja una simetría geométrica: cada número com-

plejo y su conjugado son re�ejados a través del eje real en el plano complejo. En otras

palabras, para cualquier número complejo z = a + bi, su conjugado z̄ = a − bi es el

re�ejo de z respecto al eje real.

Además, es importante notar que la conjugación compleja �ja los números

reales. Esto signi�ca que para cualquier número real r, se cumple que ϕ(r) = r. Así,

los números reales permanecen inalterados bajo la conjugación compleja, subrayando

la simetría inherente entre los números reales y complejos dentro de C.

Ejemplo 4.3.5 (Topología de Zariski). Cuerpo de los Números Complejos C ) y

Variedades Algebraicas: En el contexto del cuerpo C, considere la variedad algebraica

de�nida por el polinomio f(x, y) = x2 + y2 − 1, que describe un círculo en el plano

complejo. En la topología de Zariski, los conjuntos cerrados son los conjuntos de ceros

de conjuntos de polinomios. En este caso, el conjunto {(x, y) ∈ C2 x2 + y2 − 1 = 0}

es un conjunto cerrado en la topología de Zariski.

Considere el cuerpo de los números complejos C. En este contexto, una va-

riedad algebraica se puede de�nir como el conjunto de puntos en Cn que son solu-

ciones comunes a un conjunto de polinomios. Por ejemplo, considere el polinomio

f(x, y) = x2+ y2− 1. Este polinomio describe un círculo en el plano complejo, ya que

los puntos (x, y) ∈ C2 que satisfacen x2 + y2 = 1 están sobre un círculo cuando x y

y son números reales. Sin embargo, en el contexto de C2, estos puntos pueden tener

coordenadas complejas.

En la topología de Zariski, los conjuntos cerrados son de�nidos como los con-

juntos de ceros de conjuntos de polinomios. Es decir, un conjunto cerrado en la topo-

logía de Zariski en Cn es cualquier conjunto de la forma:

V (S) = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Cn | ∀f ∈ S, f (x1, x2, . . . , xn) = 0}
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donde S es un conjunto de polinomios en C [x1, x2, . . . , xn]. En nuestro ejemplo, el

conjunto de ceros del polinomio f(x, y) = x2 + y2 − 1 es:

V (f) =
{
(x, y) ∈ C2 | x2 + y2 − 1 = 0

}
Este conjunto V (f) es cerrado en la topología de Zariski en C2. Geométrica-

mente, esto representa un círculo en el plano complejo, pero en términos algebraicos,

está considerando todos los pares (x, y) que satisfacen la ecuación x2 + y2 = 1.

Es importante destacar que en la topología de Zariski, los conjuntos cerrados

pueden ser mucho más grandes y tener una estructura diferente a la intuición geomé-

trica euclidiana. Por ejemplo, cualquier conjunto �nito de puntos en Cn es cerrado en

la topología de Zariski, lo cual no es necesariamente el caso en la topología euclidiana.

Además, en la topología de Zariski, el complemento de un conjunto cerrado

no necesariamente es un conjunto abierto en el sentido usual. Más bien, los conjuntos

abiertos en la topología de Zariski son aquellos cuyo complemento es un conjunto

de ceros de algún conjunto de polinomios. Esto signi�ca que los conjuntos abiertos

pueden ser muy grandes y no necesariamente conexos.

4.4. E�cacia entre las extensiones inseparables y los cuerpos

in�nitos

Comparar la e�cacia entre extensiones inseparables y cuerpos in�nitos es un

tema interesante y complejo en la teoría de cuerpos y extensiones de campos.

De�nición 4.4.1 Una extensión de cuerpos K/F se dice inseparable si existe un

elemento en K que no es una raíz simple de su polinomio mínimo en F . En otras

palabras, el polinomio mínimo tiene raíces múltiples. Las extensiones inseparables son

características de cuerpos con característica positiva p, y no existen en característica

cero. Algunas propiedades y consideraciones sobre extensiones inseparables incluyen:

1. Característica del Cuerpo Base: Las extensiones inseparables ocurren únicamen-

te en cuerpos cuya característica es un número primo p.
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2. Polinomios Mínimos: En una extensión inseparables, los polinomios mínimos

de algunos elementos tienen raíces repetidas. Esto signi�ca que la derivada del

polinomio se anula.

3. Aplicaciones y Limitaciones: Las extensiones inseparables son menos comunes y

presentan ciertas di�cultades en teoría de cuerpos y geometría algebraica debido

a la falta de separación de las raíces.

De�nición 4.4.2 Un cuerpo in�nito es un cuerpo que contiene un número in�nito

de elementos. Los cuerpos in�nitos pueden tener varias propiedades importantes y

se pueden clasi�car en diferentes tipos, tales como cuerpos de números algebraicos,

cuerpos funcionales, etc. Algunas características de los cuerpos in�nitos incluyen:

1. Diversidad y Complejidad: Los cuerpos in�nitos pueden tener estructuras mu-

cho más complejas que los cuerpos �nitos, permitiendo un análisis más rico en

términos de teoría de Galois, teoría de números, y geometría algebraica.

2. Teoría de Galois: La teoría de Galois de cuerpos in�nitos puede proporcionar un

marco para entender las simetrías de las raíces de polinomios y las extensiones

de cuerpos de manera más general.

3. Aplicaciones Amplias: Los cuerpos in�nitos tienen aplicaciones en áreas diversas

como la teoría de números, geometría algebraica, criptografía y teoría de códigos.

La e�cacia de estudiar extensiones inseparables versus cuerpos in�nitos depen-

de en gran medida del contexto, considerando:

1. Complejidad Algebraica: Las extensiones inseparables, debido a su naturaleza

en características positivas y la presencia de polinomios con raíces múltiples,

pueden ser más complicadas de manejar algebraicamente en comparación con

extensiones separables. Sin embargo, pueden ofrecer una visión única en con-

textos donde la inseparabilidad juega un rol crucial.

2. Aplicaciones y Generalidad: Los cuerpos in�nitos, por su vasta cantidad de

elementos y la riqueza de su estructura, ofrecen una mayor �exibilidad y aplica-

ciones más amplias en matemáticas y ciencias aplicadas. Los cuerpos in�nitos
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permiten estudiar problemas de mayor complejidad y profundidad, como las so-

luciones de ecuaciones algebraicas en geometría algebraica y teoría de números.

3. Herramientas Matemáticas: Las herramientas y técnicas matemáticas desarro-

lladas para el estudio de cuerpos in�nitos, como la teoría de Galois, la cohomo-

logía de cuerpos y la teoría de módulos, proporcionan un marco más amplio y

poderoso para el análisis matemático, en comparación con las técnicas especí�-

cas para manejar extensiones inseparables.

Ejemplo 4.4.1 Considera un cuerpo F con característica p > 0 y una extensión

inseparable K/F . Por otro lado, considera el cuerpo de funciones racionales C(x), un

cuerpo in�nito. Compara la e�cacia de estudiar estas estructuras en el contexto de

teoría de números.

En el caso de la extensión inseparable K/F , los polinomios mínimos de ciertos

elementos en K tienen raíces múltiples, lo que complica la factorización y el análi-

sis de propiedades aritméticas. Estas extensiones son características de cuerpos con

característica positiva y son esenciales en la teoría de módulos y cohomología, aun-

que su manejo en teoría de números puede ser particularmente complicado debido a

la inseparabilidad. Por otro lado, el cuerpo de funciones racionales C(x), un cuerpo

in�nito, permite un análisis más amplio y �exible gracias a su estructura rica. La

teoría de Galois aplicada a cuerpos in�nitos proporciona herramientas poderosas pa-

ra entender las simetrías y extensiones de cuerpos, facilitando el estudio de curvas

algebraicas y sus funciones. En resumen, en el contexto de la teoría de números, los

cuerpos in�nitos como C(x) resultan más e�caces para un análisis detallado y gene-

ralizado, mientras que las extensiones inseparables son útiles en contextos especí�cos

donde la inseparabilidad es relevante.

Ejemplo 4.4.2 Compara la e�cacia de usar extensiones inseparables K/F y cuerpos

in�nitos en el estudio de variedades algebraicas.

En geometría algebraica, las extensiones inseparables K/F en características

positivas pueden complicar el estudio de variedades algebraicas debido a la falta de
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separación de las raíces. Sin embargo, estas extensiones son esenciales para entender

fenómenos como la inseparabilidad de mor�smos y la estructura de esquemas. Por

otro lado, los cuerpos in�nitos permiten un análisis más detallado y generalizado de

variedades algebraicas, facilitando la aplicación de la teoría de Galois y la cohomo-

logía, que son herramientas clave en este campo. La estructura rica de los cuerpos

in�nitos facilita la clasi�cación y el análisis de variedades complejas. En comparación,

las extensiones inseparables son más complicadas de manejar debido a la inseparabi-

lidad, mientras que los cuerpos in�nitos permiten un análisis más amplio y detallado,

ofreciendo más herramientas y técnicas disponibles.

Ejemplo 4.4.3 Compara la e�cacia de usar extensiones inseparables K/F y cuerpos

in�nitos en aplicaciones criptográ�cas.

En criptografía, las extensiones inseparables K/F son menos comunes debido

a la complejidad adicional de manejar polinomios con raíces múltiples. No obstan-

te, pueden ofrecer seguridad adicional en ciertos esquemas criptográ�cos donde la

inseparabilidad introduce una di�cultad extra para el atacante. Por otro lado, los

cuerpos in�nitos, como los cuerpos de funciones, son fundamentales en criptografía

para el diseño de curvas elípticas y otras estructuras algebraicas utilizadas en algo-

ritmos criptográ�cos. La teoría de cuerpos in�nitos proporciona una base sólida para

construir y analizar esquemas criptográ�cos robustos y e�cientes. En comparación,

las extensiones inseparables son más complicadas de manejar, mientras que los cuer-

pos in�nitos ofrecen una estructura más manejable y aplicable en criptografía, siendo

más e�caces y ampliamente utilizados debido a su robustez y �exibilidad.
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CAPÍTULO V

CONCLUSIONES

5.1. Introducción

En este capítulo se presentan los resultados pertinentes sobre el logro de los

objetivos planteados al inicio de la investigación, enfocándose especí�camente en el

análisis de las propiedades fundamentales de las extensiones inseparables y los cuerpos

in�nitos. Cada objetivo ha sido abordado de manera rigurosa para establecer un

entendimiento claro y comparativo de estos conceptos clave en la teoría de cuerpos.

5.2. Conclusiones �nales

Luego de examinar los resultados más signi�cativos, se exponen las siguientes

conclusiones pertinentes del estudio.

En este estudio se concluyó que las extensiones inseparables son fundamentales

en la teoría de cuerpos de característica positiva, al demostrar que una extensión es

inseparable si existe un elemento cuyo polinomio mínimo no es separable. Se con�rmó

que estas extensiones ocurren exclusivamente en cuerpos de característica positiva, y

se detallaron los polinomios inseparables, caracterizados por tener raíces múltiples y

derivadas con factores comunes. Además, se introdujo el exponente de inseparabilidad

y se explicó la descomposición única de extensiones �nitas en partes separables y pu-

ramente inseparables. Finalmente, se abordó cómo el teorema de Galois se modi�ca

en característica positiva, mostrando que el grupo de Galois solo describe la parte

separable de la extensión.

Los resultados de este estudio revelaron que las propiedades fundamentales de

los cuerpos in�nitos son cruciales en la teoría de cuerpos y otras ramas de las ma-

temáticas. Se determinó que un cuerpo in�nito puede ser visto como una extensión

puramente trascendental de un cuerpo perfecto, y que estos cuerpos presentan diver-

sas cardinalidades y subcuerpos in�nitos con propiedades únicas. Además, se destacó
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la riqueza de los grupos de automor�smos y las simetrías en cuerpos in�nitos, como

se ejempli�có con la conjugación compleja en los números complejos. Por último, se

exploró la topología de Zariski, mostrando su complejidad y diferencia respecto a la

topología euclidiana. Estos hallazgos no solo cumplieron con los objetivos planteados,

sino que también proporcionaron una base sólida para futuras investigaciones en teo-

ría de cuerpos y sus aplicaciones matemáticas.

La investigación comparó la e�cacia entre las extensiones inseparables y los

cuerpos in�nitos en la teoría de cuerpos y extensiones de campos. Las extensiones

inseparables, características de cuerpos con característica positiva, presentan di�cul-

tades debido a la falta de separación de las raíces en sus polinomios mínimos, lo que

complica su manejo algebraico y limita sus aplicaciones en ciertos contextos. En con-

traste, los cuerpos in�nitos, de�nidos por contener un número in�nito de elementos,

permiten estructuras más complejas y aplicaciones más amplias, destacándose por su

diversidad y la riqueza de su análisis en teoría de Galois, teoría de números y geome-

tría algebraica.

Se concluyó que, aunque las extensiones inseparables son fundamentales en

ciertos contextos especí�cos, su manejo es más complicado debido a la inseparabili-

dad. Por otro lado, los cuerpos in�nitos, con su vasta cantidad de elementos y es-

tructuras ricas, resultaron más e�caces y aplicables en un amplio rango de contextos

matemáticos y prácticos. Ofrecen una estructura manejable y herramientas matemá-

ticas robustas, siendo especialmente útiles en el estudio de problemas complejos y en

aplicaciones prácticas como la teoría de números, geometría algebraica y criptografía.

5.3. Linea futuras de investigación

Luego de realizar esta investigación, es relevante destacar las siguientes líneas

futuras que podrían resultar de interés.

1. Análisis de la Teoría de Galois en Característica Positiva:

Gal(L/K)
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2. Caracterización de las Extensiones de Artin-Schreier:

xp − x− a = 0

3. Aplicaciones de las Extensiones Inseparables:

αpp
n

∈ K

4. Análisis sobre la Topología de Zariski en Cuerpos In�nitos:

V (f) ⊂ K [x1, x2, . . . , xn]

5. Exploración de la Cohomología de Cuerpos In�nitos:

Hn (Gal(L/K), L∗)
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Anexo A. Simbología matemática

A continuación se presenta una lista detallada de la simbología matemáti-

ca utilizada. Esta lista incluye símbolos y notaciones que son fundamentales para la

comprensión de conceptos avanzados en álgebra abstracta y teoría de cuerpos. La sim-

bología abarca desde notaciones básicas de operaciones algebraicas hasta de�niciones

especí�cas de estructuras y propiedades de extensiones de cuerpos. Cada símbolo es

crucial para entender las de�niciones, teoremas y ejemplos que se desarrollan a lo

largo del marco teórico, proporcionando una base sólida para el estudio y análisis de

las propiedades algebraicas presentadas.

1. K: Un cuerpo.

2. F: Un subcuerpo de K .

3. +: Operación de adición.

4. Gal(E/K) : Grupo de Galois de la extensión E sobre K .

5. f ∈ K [X1, . . . , Xn] : Polinomio f en las variables X1, . . . , Xn con coe�cientes

en K.

6. Φn(x) : Polinomio ciclotómico de grado n.

7. ζ : Raíz primitiva n-ésima de la unidad.

8. mcd(k, n) : Máximo común divisor de k y n.

9. [E : F ] : Grado de la extensión E sobre F .

10. dimF (E) : Dimensión de E como espacio vectorial sobre F .

11. Gal(E/K) = {ϕ1, . . . , ϕn} : Conjunto de automor�smos del grupo de Galois de

la extensión E sobre K.

12. f (ϕ1(a), . . . , ϕn(a)) = 0 : Ecuación que veri�ca el polinomio f en el grupo de

Galois.
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13. f = 0 : Polinomio idénticamente nulo.

14. p(x) ∈ k[x] : Polinomio p en la variable x con coe�cientes en k.

15. p(x) = f(x) · g(x) : Factorización del polinomio p(x) como producto de f(x) y

g(x).

16. K ⊆ F : Notación de extensión de cuerpos donde K es un subcuerpo de F .

17. E/K : Notación de extensión de cuerpos E sobre K.

18. E[x] : Anillo de polinomios en la variable x con coe�cientes en E.

19. [E : F ] = [E : K] · [K : F ] : Relación transitiva del grado de la extensión.

20. p > 0 : Característica positiva de un cuerpo.

21. (ap)n : Forma de un elemento puramente inseparable.

22. f(α) = 0 : Ecuación que indica que α es raíz del polinomio f .
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Anexo B. Lista de fórmulas utilizadas

A continuación se presenta una lista de fórmulas matemáticas fundamenta-

les utilizadas. Estas fórmulas abarcan diversas propiedades y relaciones algebraicas

cruciales en el estudio de cuerpos y extensiones de campos. Desde la propiedad distri-

butiva hasta la estructura de grupos de Galois y polinomios irreducibles, cada una de

estas expresiones matemáticas juega un papel esencial en la comprensión y desarrollo

de conceptos avanzados en álgebra abstracta.

1. Propiedad distributiva: Esta fórmula indica que la multiplicación es distributiva

respecto a la adición en un cuerpo.

∀a, b, c ∈ A : a · (b+ c) = a · b+ a · c

2. Grupo de Galois: Representa el grupo de automor�smos de una extensión de

Galois E sobre un cuerpo K .

Gal(E/K) = {ϕ1, . . . , ϕn}

3. Polinomio multivariable: Denota que f es un polinomio en las variablesX1, . . . , Xn

con coe�cientes en K.

f ∈ K [X1, . . . , Xn]

4. Condición de anulación: Indica que el polinomio f se anula para todas las imá-

genes de a bajo Ios automor�smos del grupo de Galois.

f (ϕ1(a), . . . , ϕn(a)) = 0 para cada a ∈ E

5. Factorización de polinomio: Representa la factorización de un polinomio p(x)

como producto de dos polinomios no constantes f(x) y g(x).

p(x) = f(x) · g(x)

6. Polinomio ciclotómico: De�ne el polinomio ciclotómico Φn(x), que se obtiene al

tomar el producto de
(
x− ζk

)
para los k coprimos con n.

Φn(x) =
∏

mcd(k,n)=1,1≤k≤n

(
x− ζk

)
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7. Grado de extensión: Representa el grado de la extensión E sobre F , que es la

dimensión de E como espacio vectorial sobre F .

[E : F ] = dimF (E)

8. Propiedad transitiva del grado de extensión: Indica que el grado de la extensión

E sobre F es el producto de los grados de las extensiones intermedias.

[E : F ] = [E : K] · [K : F ]

9. Elemento puramente inseparable: Signi�ca que un elemento a es puramente

inseparable sobre k si existe un entero n tal que (ap)n está en k.

(ap)n ∈ k

10. Raíz de un polinomio: Indica que α es una raíz del polinomio f en F .

f(α) = 0

11. Radical sobre un cuerpo: Indica que un elemento x es radical sobre el cuerpo K

si (xp)r pertenece a K .

(xp)r ∈ K
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Anexo C. Cronograma de estudios

A continuación, se detalla el cronograma de estudios que guió las diferentes

etapas del proyecto. Este cronograma especi�ca las fechas clave para la entrega y eva-

luación del anteproyecto, la incorporación de observaciones por parte de los jurados,

la elaboración del proyecto completo, la presentación de exámenes de tesis, y la entre-

ga �nal del proyecto. Cada etapa tiene asignadas fechas especí�cas para asegurar un

�ujo de trabajo organizado y e�ciente, facilitando así el cumplimiento de los objetivos

establecidos para el desarrollo del proyecto.

Entrega del anteproyecto: 28 al 30 de Junio

Evaluación del Anteproyecto: 1 al 3 de Julio

Observaciones de jurados: 4 al 9 de Julio

Elaboración del proyecto completo: 15 al 20 de Agosto

Presentaciones de exámenes de tesis: 2 al 3 de septiembre

Entrega �nal: 25 al 30 de septiembre
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