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RESUMEN

La investigacion se propone analizar la convergencia de las Series de Taylor
en la aproximacién de funciones en torno a un punto c. Los objetivos especificos
incluyen determinar condiciones de convergencia, describir métodos para mejorar la
convergencia, y evaluar la aplicabilidad de las series en comparacion con otras técni-
cas. La metodologia es deductiva, utilizando un enfoque cualitativo y un disenio no
experimental. Se emplea un método documental y descriptivo, con un procedimiento
que implica revision de literatura, estructuracion del contenido y busqueda de infor-

macion fisica.

Los hallazgos revelan que la convergencia de las Series de Taylor depende de
condiciones especificas. Se proponen métodos estratégicos para mejorar la conver-
gencia, destacando su eficacia en funciones analiticas. Sin embargo, se reconoce su
limitacion en funciones no analiticas o con singularidades, subrayando la importancia

de la eleccién adecuada del punto de expansion.

Palabras clave: Convergencia, series de Taylor, aproximacion de funciones,

punto ¢, 6ptimizacion y velocidad de convergencia.
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CAPITULO I
INTRODUCCION
En este capitulo se presentan los antecedentes histéricos, donde se exponen
el origen y evolucion de la series de Taylor. Seguidamente exhiben los antecedentes
académicos que sirven de sustento a esta investigacion. Posteriormente, se hace el
planteamiento del problema, se da la justificacion, se establecen los objetivos y se

explica el alcance y los limites de la investigacion.

1.1. Antecedentes

1.1.1. Antecedentes historicos

Brook Taylor (1685-1731) fue un destacado matematico britanico conocido por
sus contribuciones fundamentales al calculo y la geometria. Graduado de la Universi-
dad de Cambridge en 1708, su obra més influyente, “Methodus Incrementorum Directa
et Inversa” (1715), introdujo las series matematicas que llevan su nombre, conocidas
como series de Taylor. Este enfoque innovador permitio la representacion de funciones
como sumas infinitas, transformando el analisis matematico. Taylor también realizé
importantes contribuciones a la teoria de ecuaciones diferenciales. (Pizarro, Lopez
y Almira, 2018). A pesar de su vida relativamente corta, su legado perdura, y sus

aportes han influido en el desarrollo de las matematicas a lo largo del tiempo.

El filosofo eleata Zendén de Elea citado por Quiles y Granero en 1949, consi-
der6 el problema de sumar una serie infinita para lograr un resultado finito, pero lo
descarto por considerarlo imposible: el resultado fueron las paradojas de Zenén. Pos-
teriormente, Moreau en 1972 afirmé que Aristoteles propuso una resolucion filosofica
a la paradoja, pero el contenido matematico de esta no qued6 resuelto hasta que lo
retomaron Democrito y después Arquimedes (Arana, 2017). Fue a través del méto-
do exhaustivo de Arquimedes que un nimero infinito de subdivisiones geométricas
progresivas podian alcanzar un resultado trigonométrico finito (Arana, 2018). Inde-
pendientemente, Sundararajan, Dhamdhere y Agarwal, (2018) utilizaron un método

similar cientos de anos después.



En el siglo XTIV, los primeros ejemplos del uso de series de Taylor y métodos
similares fueron dados por Madhava de Sangamagrama. A pesar de que hoy en dia
ningtn registro de su trabajo ha sobrevivido a los anos, escritos de mateméaticos hin-
dies posteriores sugieren que él encontr6 un ntimero de casos especiales de la serie
de Taylor, incluidos aquellos para las funciones trigonométricas del seno, coseno, tan-

gente y arcotangente (He y Ji, 2019).

En el siglo XVII, James Gregory 1703, afirma que también trabajé en esta area
y publicé varias series de Maclaurin. Pero en 1715 se present6 una forma general para
construir estas series para todas las funciones para las que existe y fue presentado por
Brook Taylor en el 1773, de quién recibe su nombre. Las series de Maclaurin fueron
nombradas asi por Colin Maclaurin, un profesor de Edimburgo, quien publicé el caso

especial de las series de Taylor en el siglo XVIII. (Hormigon, 1994).

1.1.2. Antecedentes académicos

Martinez (2018), en su investigacion titulada “Desarrollo de Taylor de la fun-
cion binémica”, cuyo objetivo fue; Analizar la series de Taylor en las funciones bi-
nomica, concluyé que todo desarrollo en serie Taylor de una funcién infinitas veces
diferenciable es una serie de potencias, ademéas se logré identificar que es una he-
rramienta adecuada para aproximar el valor de dicha funcién en un punto que se
encuentre en el intervalo de convergencia de la serie. En este caso, se consider6 el caso
particular de la funcién binémica (1 + z)? que, habitualmente, sélo se estudia para
el caso en el que p sea un ntmero natural y se observd que es posible extender su

definicion para el supuesto de p cualquier real.

He y Ji (2019), en su investigacion titulada “Taylor series solution for Lane
Emden equation”, cuyo objetivo fue; Analizar comparativamente las soluciones de la
serie de Taylor para la ecuacion de Lane-Emden, concluyeron que en comparacién con

otros métodos analiticos, el método de la serie de Taylor es sencillo, con un proceso



de solucién simple y resultados precisos. La mayor ventaja del método de la serie
de Taylor es que no se produciran los términos redundantes y la serie converge a la

solucién exacta.

Por su lado Mardones y Zarate (2020), en su investigacion titulada “Sucesiones
y series de funciones”, cuyo objetivo fue; Estudiar las sucesiones y series de funciones
reales, concluyeron que la convergencia de sucesiones y series de funciones puede ser
uniforme y/o puntual. Por tanto, se probé la convergencia puntual para S es el con-

junto de puntos z para los cuales la sucesion f,(z) converge.

Por otro lado Tong, et al. (2021), en su trabajo titulado “Redes neuronales
simplécticas en forma de serie de Taylor para sistemas hamiltonianos”, con el objetivo
aplicar las redes neuronales simplécticas en forma de serie de Taylor en los sistemas
hamiltonianos, concluyeron que la red de Taylor es eficiente para predecir un espectro
de sistemas dindmicos hamiltonianos, ademés este modelo exhibe méritos compu-
tacionales tnicos al superar en gran medida a los métodos anteriores en cuanto a la
precision de la prediccion, la tasa de convergencia y la robustez a pesar de usar datos
de entrenamiento extremadamente pequenos con un periodo de entrenamiento corto
(6000 veces méas corto que el periodo de prediccion), tamafios de muestra pequenos,

y sin datos intermedios para entrenar las redes.

En este sentido Espino (2022) en su estudio sobre “Andlisis de las Series de
Taylor y sus Condiciones de Convergencia”, cuyo objetivo fue analizar las Series de
Taylor y sus condiciones de convergencia de la Universidad Tecnologica Del Cibao
Oriental, concluy6 que existen funciones f continua que son el limite casi uniforme de
una sucesion {f,}  de funciones continuas, en otras palabras, para cualquier fun-
cién continua que converja puntualmente a una funcién discontinua su convergencia

no implica convergencia casi uniforme.

En este sentido Bayés y Costa (2022) en su estudio sobre “Calculadora grafica

GeoGebra para el estudio de funciones polinémicas, polinémicas y series de Taylor”



del Instituto GeoGebra de Sao Paulo II, cuyo objetivo fue disenar una calculadora
grafica GeoGebra para el estudio de funciones polinémicas, concluyeron que alrede-
dor del 50 % posee una nocioén regular del concepto polinomio, pero la gran mayoria,
identifican las funciones polinémicas dadas. En el caso de la funcién polinémica cons-
tante, el 40 % no la identifica como tal, y las funciones racionales aproximadamente

el 40 % las clasifican como polindémicas.

1.2. Planteamiento del problema

La importancia de analizar la convergencia de las Series de Taylor en la apro-
ximaciéon de funciones en torno a un punto c¢ radica en su papel fundamental en el
campo del analisis matematico. Estas series son herramientas poderosas para aproxi-
mar funciones de manera local, pero su validez y utilidad dependen crucialmente de
la convergencia. Comprender la convergencia de las Series de Taylor es esencial para
garantizar la precision y confiabilidad de las aproximaciones, lo que afecta directa-

mente areas como la fisica teodrica, la ingenieria y otras disciplinas cientificas.

La convergencia de las Series de Taylor en la aproximacion de funciones en
torno a un punto ¢ es un aspecto critico en el dmbito de analisis numérico y apro-
ximacion de funciones. Sin embargo, actualmente, existe una falta de comprension
profunda sobre las condiciones necesarias y suficientes para garantizar la convergen-
cia en dicho entorno. Este vacio de conocimiento plantea un desafio significativo en la

aplicacion efectiva de las Series de Taylor en diversos campos cientificos y tecnolégicos.

Ademas, surge la cuestion de la eficacia de las técnicas existentes para mejo-
rar la convergencia en situaciones donde las Series de Taylor exhiben un rendimiento
suboptimo, especialmente en casos de convergencia lenta o inadecuada. La falta de
métodos especificos para abordar este problema limita la utilidad practica de estas

series en contextos donde la precision es esencial.

La critica importancia de determinar en qué casos la serie de Taylor ofrece una



aproximacion aceptable de una funcion en todo su dominio reside en la evaluacion
de las condiciones de convergencia que garantizan la validez y la fiabilidad de estas
aproximaciones en diversas disciplinas cientificas y técnicas. Esta cuestion es esencial
para establecer los limites y la aplicabilidad de las Series de Taylor, proporcionando

asi una base solida para su uso efectivo en la resolucion de problemas practicos.

Ante este contexto, se hace necesario abordar la problematica de investiga-
cion: ;Como analizar la convergencia de las Series de Taylor en la aproximacion de

funciones en torno a un punto c?

Finalmente, esto lleva a cuestionar las siguientes preguntas especificas:

1. ;Qué condiciones son necesarias y suficientes para la convergencia de una serie

de Taylor en el entorno a un punto c?

2. ;Cudles técnicas o métodos especificos para mejorar la convergencia de las series

de Taylor en casos donde la convergencia es lenta o inadecuada?

3. (En qué casos la serie de Taylor proporciona una aproximacion aceptable de la

funciéon en todo su dominio?

1.3. Justificacion

La investigaciéon que se presenta surge de la necesidad de profundizar en el
estudio de las Series de Taylor y su convergencia en la aproximaciéon de funciones
en un entorno especifico. La importancia de esta investigacion radica en su potencial
para mejorar la precision de las aproximaciones de funciones mediante el uso de estas
series, proporcionando herramientas matematicas mas refinadas y eficientes para la

modelizacion y anéalisis de fenémenos en diversas disciplinas.

En el contexto de la Repiblica Dominicana, la relevancia de esta investigacion
se encuentra en su capacidad para fortalecer la base matemaética de profesionales en

diversas areas, promoviendo un mejor entendimiento y aplicacién de herramientas



matematicas avanzadas. La mejora en la precision de las aproximaciones de funciones
puede tener un impacto significativo en la resoluciéon de problemas précticos y en la

toma de decisiones.

1.4. Objetivos

1.4.1. Objetivo general

Analizar la convergencia de las Series de Taylor en la aproximacion de funciones

en torno a un punto c.

1.4.2. Objetivos especificos

1. Explorar las condiciones necesarias y suficientes para la convergencia de una

serie de Taylor en el entorno de un punto c :

2. Describir técnicas o métodos especificos para optimizar la convergencia de las

series de Taylor en situaciones donde esta es lenta o inadecuada.

3. Evaluar en qué casos la serie de Taylor ofrece una aproximacion aceptable de la

funcion en su dominio completo.

1.5. Alcances y limites

Esta investigacion trata sobre la matematica tedrica y se limita al anélisis
de la convergencia de las Series de Taylor, especificamente centra su atencion en las

aproximaciones de funciones en torno a un punto c.



CAPITULO II
MARCO REFERENCIAL
En este capitulo se presentan las diferentes definiciones, teoremas y teorias

necesarios para el buen entendimiento de la misma.

2.1. Funciones y tipos

Definicion 2.1.1 (Funcién.) Mardones y Zarate (2020). Una funcion es un concep-
to fundamental en matematicas y programacion. En términos generales, una funcion
es una relacién entre un conjunto de entradas (Ilamado dominio) y un conjunto de
salidas (Illamado codominio) de manera que a cada elemento del dominio le corres-
ponde exactamente un elemento en el codominio. La notacién tipica para representar

una funcion es f(z), donde f es el nombre de la funcion y z es la variable de entrada.

Tipo de funciones

Definicion 2.1.2 (Funciones lineales) Martinez (2017). Las funciones lineales en
matematicas describen una relacién directamente proporcional entre la variable de
entrada () y la variable de salida (f(z)). Su forma general es f(z) = mz + b, donde

m es la pendiente de la linea y b es la ordenada al origen.

Definicién 2.1.3 (Funciones Cuadraticas.) Jiménez (2020). Las funciones cua-
dréticas representan una relacion cuadratica entre la variable de entrada y la variable
de salida. Su expresion general es f(z) = az? + bx + ¢, donde a, b, yc son constantes.

Estas funciones pueden describir parabolas en un plano cartesiano.

Definicién 2.1.4 (Funciones Exponenciales.) He y Ji (2019). Las funciones ex-
ponenciales modelan crecimiento o decrecimiento exponencial. Tienen la forma f(z) =
a-b*, donde a y b son constantes. Estas funciones son fundamentales en el estudio de

fendmenos que aumentan o disminuyen de manera proporcional al tiempo.

Definicién 2.1.5 (Funciones Racionales.) Castorena (2000). Las funciones racio-

nales son cocientes de polinomios y tienen la forma f(z) = %, donde p(x) y ¢(x) son



polinomios. Estas funciones pueden tener puntos de discontinuidad debido a valores

no permitidos en el denominador.

Definicién 2.1.6 (Funciones sin parametros y sin valor de retorno.) Las fun-
ciones sin parametros ni valor de retorno realizan acciones especificas sin requerir
informacion de entrada ni devolver resultados. Son ttiles para tareas simples y auto-

nomas.

Definicién 2.1.7 (?) (Funciones sin parametros pero con valor de retorno.)
Las funciones sin parametros pero con valor de retorno ejecutan acciones sin necesidad

de informacién de entrada, pero devuelven un resultado til en el programa.

Definicion 2.1.8 (Funciones Recursivas.) Arana (2017). Las funciones recursi-
vas son aquellas que se llaman a si mismas durante su ejecucion. Este tipo de funcio-
nes es comun en algoritmos y problemas que pueden dividirse en subproblemas més

pequenos.

2.2. Aproximaciones de funciones

Definicién 2.2.1 (Aproximacién.) Licera, Gascon y Bosch (2019). Una aproxima-
cion es un método o proceso mediante el cual se obtiene una valoraciéon cercana o una
estimacion de algo, en lugar de su valor exacto. En diversos contextos, la aproxima-
cion se utiliza cuando se busca una solucién practica o razonable sin la necesidad de
obtener resultados precisos. Las aproximaciones son comunes en matemaéticas, ciencia,

ingenieria y en la vida cotidiana.

Tipos de aproximaciones

Definicion 2.2.2 (Aproximacion Numérica.) Martinez (2018). Se utiliza en pro-
blemas matematicos donde no es posible obtener soluciones exactas. Métodos numéri-
cos como el método de Newton-Raphson, el método de Euler y el método de biseccion

son ejemplos de aproximaciones numéricas.



Definicién 2.2.3 (Aproximacion Funcional.) Millan (2021). Consiste en aproxi-
marse a una funcién complicada mediante una funcién mas simple que se ajusta a
ella en un cierto intervalo o conjunto de datos. La aproximacion lineal es un ejemplo

comun.

Definicion 2.2.4 (Aproximacion de Raices.) Suérez (2011). Se utiliza para en-
contrar soluciones aproximadas de ecuaciones. El método de biseccion y el método de

Newton-Raphson son ejemplos comunes.

Definicién 2.2.5 (Aproximaciones de funciones.) Las aproximaciones de fun-
ciones se refieren a técnicas y métodos utilizados para estimar o calcular valores de
una funcion en puntos especificos, especialmente cuando no es posible o practico obte-
ner una expresion exacta para la funciéon en toda su extension. Estas aproximaciones

son comunmente empleadas en matemaéticas y ciencias aplicadas.

Definicién 2.2.6 (Aproximaciones de funciones en series de Taylor.)Mardones
y Zarate (2020). Las aproximaciones de funciones mediante series de Taylor son un
concepto importante en el célculo y el anélisis matematico (Herrera, et al, 2015). La
idea fundamental es representar una funciéon complicada como una suma infinita de

términos polinémicos, conocidos como términos de Taylor.

Definicién 2.2.7 Segin Martinez (2018), la serie de Taylor de una funcion f(z)

alrededor de un punto a se expresa de la siguiente manera:

f"(a) 2 /() 3
o) (x — a) +T(x—a) +...

Donde f’(a) es la derivada primera de f evaluada en a, f”(a) es la segunda

f(z) = fla) + f'(a)(z —a) +

derivada, y asi sucesivamente. Los términos sucesivos involucran derivadas de orden
superior de la funciéon en el punto a, y cada término tiene un factor (z — a)"/n !

donde n es el orden del término.

Observacién: La aproximacion de una funciéon mediante la serie de Taylor se
vuelve mas precisa a medida que se consideran més términos de la serie. Si se truncara
la serie después de un nimero finito de términos, se obtendria una aproximaciéon
polinémica de la funcion original. Esta aproximaciéon es mas precisa cuando x esta

cerca del punto a.
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2.2.1. Polinomios de Taylor

Definicion 2.2.8 (Polinomio.) Jiménez (2020). Un polinomio es una expresion al-
gebraica que representa una combinacion lineal de términos, donde cada término es el
producto de una constante (Ilamada coeficiente) y una variable elevada a una potencia

entera no negativa. La forma general de un polinomio es:

P(z) = ap2™ + ap 2™ '+ .+ aex® + a1 + ag

Tipos de polinomios

Definicion 2.2.9 (Polinomio Constante.) Martinez (2017). Un polinomio cons-
tante es aquel cuyos términos no contienen ninguna variable. Su forma general es

P(z) = ¢, donde ¢ es una constante.

Definicion 2.2.10 (Polinomio Lineal.) Millan (2021). Un polinomio lineal es de

primer grado y tiene la forma P(x) = ax + b, donde a y b son constantes y a # 0.

Definicion 2.2.11 (Polinomio Homogéneo) Mercau, et al. (2019). Un polinomio
homogéneo es aquel en el que todos los términos tienen el mismo grado. Por ejemplo,

222 — 3xy + y* es un polinomio homogéneo de segundo grado.

Definicién 2.2.12 (Polinomios de Taylor.) Sundararajan, Dhamdhere y Agar-
wal (2018). Los polinomios de Taylor son aproximaciones polinomicas de funciones
reales o complejas en un punto especifico. Estos polinomios son utilizados en céalculo
y anélisis matemético para representar funciones de manera local alrededor de un
punto, proporcionando una aproximacion polinémica de la funcion original.

La formula general de un polinomio de Taylor de grado n para una funcion
f(z) alrededor del punto a es:

f"(a) f"(a)

P.(z) = f(a) + f'(a)(x — a) + (@ = a)? + (@ a)’ +...+
fa),
o (x —a)

Definicion 2.2.13 (Convergencia.) Bayés y Costa (2022). La convergencia es un

concepto que se utiliza en diversos contextos para describir el comportamiento de
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una secuencia, una serie, una aproximacion numeérica, o cualquier proceso que tienda

hacia un limite o un valor especifico.

Tipos de convergencia

Definicién 2.2.14 (Convergencia de Secuencias.) Garcia, Quintero y Rodriguez,
(2013). Convergencia Puntual: Una secuencia {f,(z)} de funciones convergera pun-
tualmente a una funcion f(x) en un conjunto D si, para cada x en D, la secuencia
de nameros reales {f,(x)} converge a f(x) cuando n tiende a infinito. Convergencia
Uniforme: Una secuencia de funciones {f,(z)} converge uniformemente a f(z) en D

si la convergencia es puntual y, ademés, la velocidad de convergencia es uniforme en

D.

Definicion 2.2.15 (Convergencia de Series.) Huttin y Goedert (2004). Conver-
gencia Absoluta: Una serie Y~ | a, converge absolutamente si la serie formada por
los términos absolutos Y7 | |a,| es convergente. Convergencia Condicional: Una serie

converge condicionalmente si la serie converge, pero no converge absolutamente.

Definicion 2.2.16 (Convergencia de Aproximaciones Numéricas.) Martinez (2017).
Convergencia Lineal: En el contexto de métodos iterativos, como el método de New-
ton, un método se dice que tiene convergencia lineal si la secuencia de aproximaciones

converge proporcionalmente al error en cada paso.

2.2.2. Puntos criticos y tipos

Definicién 2.2.17 (Punto Critico.) Hey Ji (2019). En el contexto de una funcion
f(z), un punto critico es aquel valor de = en el dominio de la funcion donde la derivada
f'(z) es igual a cero o no existe. Es decir, ¢ es un punto critico si f'(c) =0 o si f'(c)
no esta definida. Estos puntos son fundamentales para analizar extremos locales y

puntos de inflexién en la funcion.

Definicion 2.2.18 (Minimo Local) Jiménez (2020). Un punto critico ¢ se conside-
ra un minimo local si, en una vecindad de ¢, la funcion f(z) es mayor o igual a f(c)

para todos los z en la vecindad, excepto en z = c.
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Definicién 2.2.19 (Maximo Local) Millan (2021). Un punto critico ¢ se considera
un méximo local si, en una vecindad de ¢, la funcién f(z) es menor o igual a f(c)

para todos los x en la vecindad, excepto en z = c.

Definicion 2.2.20 (Punto de Inflexion.) Suarez (2011). Un punto critico ¢ se con-
sidera un punto de inflexién si, en una vecindad de ¢, la funcién cambia de concavidad
alrededor de c. Esto ocurre cuando la segunda derivada f”(x) cambia de signo en

T = C.

Teorema 2.2.1 (Teorema del Valor Medio para Derivadas.) Suponga que f(z)
es continua en el intervalo cerrado [a,b] y diferenciable en el intervalo abierto (a,b).

Entonces, existe al menos un nimero ¢ en el intervalo abierto (a,b) tal que:

PEUE (0

Este teorema establece que en algin punto ¢ dentro del intervalo, la tasa de

cambio instantanea (derivada) es igual al promedio de la tasa de cambio en el intervalo.

Intervalo y tipos

Definicion 2.2.21 (Intervalo.) Un intervalo es un conjunto de nimeros reales que
contiene todos los niimeros situados entre dos valores dados. La notaciéon de intervalos
se expresa mediante paréntesis, corchetes o combinaciones de ambos, y puede ser
abierto, cerrado, semiabierto o infinito, dependiendo de si los extremos estan incluidos
o excluidos. Por ejemplo, el intervalo abierto (a,b) incluye todos los niimeros z tal

que a < x < b, excluyendo a y b.

Definicion 2.2.22 (Intervalo Abierto.) Uribe (1984). Un intervalo abierto, deno-
tado como (a, b), incluye todos los nimeros reales = en los cuales a < = < b. Este tipo

de intervalo no incluye los extremos a y b, creando una gama de valores intermedios.

Definicién 2.2.23 (Intervalo Cerrado.) Vasilachis (2019). Representado como |[a, b],
un intervalo cerrado abarca todos los nimeros reales x que cumplen con a < x < b.
En este caso, tanto a como b estén incluidos, lo que diferencia al intervalo cerrado de

su contraparte abierta.
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Definicién 2.2.24 (Intervalo Semiabierto o Semicerrado.) Tong, et al. (2021).
Los intervalos semiabiertos, como (a,b] o [a,b), combinan la inclusion de un extremo
y la exclusion del otro. Por ejemplo, (a,b] incluye todos losz tales que a < z < b,

mientras que [a,b) contiene z con a < x < b.

Definicién 2.2.25 (Intervalo Infinito.) Sudrez (2011). Los intervalos infinitos, como(a, co)o
(—o0, b], abarcan una gama infinita de ntimeros. Por ejemplo, (a, 00) contiene todos

los x mayores que a,y (—00,b] incluye x menores o iguales a b.

Definicién 2.2.26 (Intervalo Degenerado) Sundararajan, Dhamdhere y Agarwal
(2018). Un intervalo degenerado, representado por [a,a] o (a,a), consta Gnicamente
del nimero real a. Estos intervalos son casos especiales en los que la gama de valores

es univoca y consiste en un solo punto.

Teorema 2.2.2 (Teorema de Rolle). Suérez (2011).
Suponga que f(z) es continua en el intervalo cerrado [a,b], y diferenciable en el
intervalo abierto (a,b). Si f(a) = f(b), entonces existe al menos un nimero c en el

intervalo abierto (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demostracion: Existencia de Maximos y Minimos: Por el Teorema Extremo-
Valor, existe un punto ¢; en (a,b) donde f (¢1) es maximo y otro punto ¢, donde f (¢3)

es minimo.

Caso 1: f(c1) = f(co) : - Si f(c1) = f(c2), entonces hemos encontrado dos
puntos distintos en (a,b) donde la funcion alcanza el mismo valor. Por lo tanto, f(z)

tiene un maximo o minimo en el intervalo abierto (a, b).

Caso 2: f(c1) # f(co) = Si f(e1) # f(ca), entonces la funcion debe alcanzar
su valor maximo y minimo en puntos distintos. Debido a la continuidad de f(x), la
funcién debe cruzar el valor f (c¢1) o f (c2) en algin punto c en (a,b). En este punto,

f'(¢) = 0 por el Teorema de Fermat sobre puntos criticos.

En ambos casos, se ha encontrado al menos un punto ¢ en (a, b) donde f'(c) =

0, cumpliendo con la conclusion del Teorema de Rolle.
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2.2.3. El polinomio de Taylor de orden cero

Definicién 2.2.27 (El polinomio de Taylor de orden cero.) El polinomio de Tay-
lor de orden cero de una funcion f(x) alrededor de un punto a es simplemente el valor
de la funcion en ese punto, denotado como Py(z) = f(a). Este polinomio constituye
una aproximacion constante de la funcién en la vecindad de a, ya que no incluye
términos adicionales relacionados con las derivadas de la funcién. Es la forma més
sencilla de los polinomios de Taylor y equivale a la ecuaciéon de una recta horizontal

que pasa por el punto (a, f(a)) en el plano cartesiano.

Construcciéon del polinomio de Taylor de orden cero

Recuerde que se tiene una funcion que se define localmente en el punto p y se
asume que f’ existe localmente en p en este mismo intervalo. Ahora elija cualquier
x que sea el intervalo [p,b) (también se puede elegir un punto en el intervalo de la

izquierda (a, p)).

Nuestra funcion f en el intervalo [p, x] satisface todos los requisitos del Teorema

del valor medio. Entonces se sabe que hay un punto ¢, con p < ¢, < x de modo que

f(x) — [(p)
T —p

= f'(cz).
Esto se puede escribir como
f(x) = f(p) + f'(c:) (p — a).

Sea la constante f(p), un polinomio de grado 0, denotada por

Fo(p,z) = f(p)

Llame a esto el polinomio de Taylor de orden 0 para f en el punto p. A

continuacion, defina el término de error de orden 0 mediante

Eo(z,p) = f(z) — Po(p,z) = f(z) — f(p)

El término de error o resto es claramente la diferencia o discrepancia entre el

valor real de la funcion en z y el polinomio de Taylor de orden 0. Como f(x)— f(p) =
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f' (¢z) (x — p), se puede escribir todo lo que tenga arriba como
Eo(z,p) = f'(¢;) (x — p), alguna c,, con p < ¢, <x

Se puede interpretar lo que se ha hecho diciendo que f(p) es la mejor opcion de
polinomio o constante de orden 0 para aproximar f(x) cerca de p. Por supuesto, para
la mayoria de las funciones, jesta es una aproximacion horrible! Entonces, el siguiente
paso es encontrar la mejor linea recta que se aproxime a f cerca de p. Probando la

recta tangente habitual a f en p. (Mercau, et. al, 2019).

Teorema 2.2.3 (Aproximacion de funciones: polinomio de Taylor de orden cero).
Para Huttin y Goedert (2004). Sea f : [a,b] — R continua en [a,b] y sea al menos
diferenciable en (a,b). Entonces para cada p en [a, b], hay al menos un punto ¢, entre p
y x, de modo que f(z) = f(p)+ f'(c)(x—p). La constante f(p) se denomina polinomio
de Taylor de orden cero para f en py la se denota por Py(x;p). El punto p se llama
punto base. Tenga en cuenta que esta aproximando f(z) por la constante f(p) y el

error que se comete es Ey(z,p) = f'(c)(x — p).

2.2.4. El polinomio de Taylor de primer orden

Definicién 2.2.28 (El polinomio de Taylor de primer orden.) El polinomio
de Taylor de primer orden, denotado como Pj(x), de una funciéon f(z) alrededor de
un punto a se calcula utilizando la derivada primera de la funcién en ese punto.
La formula del polinomio de Taylor de primer orden es Pi(z) = f(a)+ f'(a)(z —
a). Este polinomio representa una aproximacion lineal de la funcion alrededor de
a, incorporando informacién no solo sobre el valor de la funcion en a (f(a)), sino
también sobre la tasa de cambio instantanea de la funcion en ese punto (f'(a) ). Asi,
el polinomio de Taylor de primer orden proporciona una recta tangente a la curva de

la funcién en a, siendo una aproximacion local lineal de la funcién en esa vecindad.

Construcciéon del polinomio de Taylor de primer orden

Si una funcion f es diferenciable, se sabe que se puede aproximar su valor en

el punto p por su recta tangente, 7. Este es un ejemplo de aproximacion de funciones.
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Toémese

f(@) = fp) + f'(p)(x — p) + Er(z,p) (2.2.1)

donde la recta tangente T es la funciéon

T(x) = f(p) + f'(p)(x —p)

y el término F1(x,p) representa el error entre el valor verdadero de la funcion

f(z) y el valor de la recta tangente T'(x). Eso es

Ey(z,p) = f(z) = T(z)

Otra forma de ver esto es que la linea tangente es la mejor linea recta o
aproximacion lineal a f en el punto p. Se sabe como se ven estas imagenes. Si la funcion
f se curva cerca de p, entonces la linea tangente no es una muy buena aproximacion
a f en p a menos que x esté muy cerca de p. Ahora, suponga que f es en realidad dos
veces diferenciable en el intervalo local (a,b) también. Defina la constante M por

f(x) = f(p) = f'(p)(x - p)'

M= (z —p)?

En esta discusion, este es realmente un valor constante porque ya se ha fijado

el valor de z y p. Se puede reescribir esta ecuacién como

f(x) = f(p)+ f'(p)(x — p) + M(z — p)*.

Ahora defina la funcién g en un intervalo I que contiene p por

g(t) = f(t) — f(p) = f'(p)(t — p) — M(t — p)?
Entonces,
g"(t) = f"(@t) — f'(p) — 2M(t — p)
g"(t) = f"(t) —2M

Entonces,
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9(p) = f(®) = f(p) = F'(P) (0 —p) = M(p—p)* = 0
Asi se sabe que g(x) = g(p) = 0. Ademas, del Teorema del Valor Medio, hay

un punto cg entre p y = tal que

Como el numerador es g(z) — g(p), ahora se sabe ¢’ (<) = 0. Pero también se

tiene
g'(p)=f(p) = f'(p) —2M(p—p) =0.
A continuacion, se puede aplicar el Teorema de Rolle a la funcion ¢'. Esto dice

que hay un punto ¢! entre p y ¢® de modo que g” (cl) = 0. De este modo,
0=yg"(c3) = f"(c1) —2M

y simplificando se tiene
1

M = Qf g (Cglg)
Recordar cudl era el valor de M da el resultado final
f(x) = f(p) = f'(p)(x —p)
(z —p)?
que se puede reescribir como f(z) = f(p) + f'(p)(xz — p) + 2" (c}) (z — p)?,

algunos ¢! con p < ¢! < 0.

1 "1 1 1 0
= §f (Cx) ,alguna c, conp<c, <c,.

Defina el polinomio de Taylor de primer orden, P;(z,p) y el error de primer

orden, F;(x,p) por

Pi(z,p) = f(p) + f'(p)(z — p)

Ey(x,p) = f(x) — Pi(z,p) = f(x) = f(p) = f'(p)(x — p)
1

=S 1"() @ P

Asi, se ha demostrado, Fi(x,p) satisface

(z —p)?
2

Ei(z,p) = f" (ci) (2.2.2)
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donde ¢! es un punto entre x y p. Tenga en cuenta que la linea tangente
habitual es la misma que el polinomio de Taylor de primer orden, Pi(f,p,x) y se

tiene una buena representacion del error. (Martinez, 2017).

Teorema 2.2.4 (Aproximacion de funciones: polinomio de Taylor de primer orden).
Huttin y Goedert (2004).

Sea f : [a,b] — R continua en [a, b] y diferenciable al menos dos veces en (a,b) Para
un p dado en [a, b], para cada z, hay al menos un punto ¢, entre p y =, de modo que
f(@) = fp) + f(p)(z — p) + (1/2) f"(c)(z — p)*. EL f(p) + f'(p)(z — p) se denomina
polinomio de Taylor de primer orden para f en p y se denota por Pi(x;p). El punto
p se llama de nuevo punto base. Tenga en cuenta que se estd aproximando f(x)

mediante la funcion lineal f(p) + f'(p)(z — p) y el error que se comete es Ei(x,p) =
(1/2)f"(e)(x = p)-

2.2.5. Aproximaciones cuadraticas

Definicién 2.2.29 (Aproximaciones cuadraticas.) Mardonesy Zarate (2020). Las
aproximaciones cuadraticas son un tipo de aproximacién de funciones que utiliza po-
linomios de segundo grado para estimar el comportamiento de una funciéon alrededor
de un punto especifico. La forma general de una aproximacién cuadratica se expresa
mediante un polinomio cuadratico Q(z) que involucra el valor de la funcion, su deri-
vada primera y su segunda derivada en un punto dado p. La expresion tipica de una

aproximacion cuadratica es:

Q) = F0) + F@)a—p) + L@ - p?

También se podria preguntar qué funcion cuadratica () se ajusta mejor a f
cerca de p (Jiménez, 2017). Sea la funcion cuadratica @) definida por

(z —p)?

5 (2.2.3)

Qx) = f(p) + f'(p)(x—p)+ f"(p)

El nuevo de acuerdo con error se llama Eqg(x,p) y viene dado por

Eq(x,p) = f(z) — Q(x)
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Si f es diferenciable tres veces, se puede argumentar como lo se hizo en la
aproximacion de la linea tangente (usando el teorema del valor medio y el teorema
de Rolle en una funcién g apropiadamente definida) para mostrar que hay un nuevo
punto ¢2 entre p y ¢ con

p)’

Bole.p) = 17 (2) © 2

Entonces, si f parece una cuadratica localmente cerca de p, entonces Q) y f

(2.2.4)

coinciden muy bien y el error es bastante pequeno. Por otro lado, si f no es cuadratico
en absoluto cerca de p, el error serd grande. Luego defina el polinomio de Taylor de

segundo orden, P (f,p,x) y el error de segundo orden, Ey(x,p) = Eg(x,p) por

Pyf.p) = f(p) + 1/ (0)(x = 1) + 5" () — )

Bx(r,p) = f(x) ~ Pa(e,p) = F(@) ~ F(p) — F'(0)(x — p) — 31" (0)r — p)"
= /(&) (e - )

2.3. Series de potencias.

Definicién 2.3.1 (Series.) Las series en mateméaticas son representaciones algebrai-
cas de la suma infinita de términos. Una serie se forma al agregar todos los elementos
de una sucesion infinita y se expresa en la forma S = a9 + a3 + as + ..., donde

ag, a1, as, ... son los términos de la sucesion.

Definicion 2.3.2 (Serie Aritmética.) Pizarro, Lopez y Almira (2018). Es una se-
rie en la cual la diferencia entre dos términos consecutivos es constante. La férmula
general de una serie aritmética es S,, = n/2 - (a; + a,), donde S,, es la suma de los

primeros n términos, a; es el primer término, v a, es el enésimo término.

Definicion 2.3.3 (Serie Geométrica.) Sundararajan,Dhamdhere y Agarwal (2018).

En una serie geométrica, la razon entre dos términos consecutivos es constante. La

1—r"
1—r

formula general es S, = a - , donde S,, es la suma de los primeros n términos, a

es el primer término, r es la razon, y n es el nimero de términos.
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Definicién 2.3.4 (Serie Alternante.) Tong, et al. (2021). En una serie alternante,
los términos alternan entre positivos y negativos. Estas series a menudo se expresan
en la forma ag — a; + ay — a3 + ..... La convergencia de las series alternantes es-
ta determinada por la condicién de alternancia y la monotonia decreciente de los

términos.

Definicién 2.3.5 (Serie Convergente y Divergente.) Pizarro, Lopez y Almira
(2018). Una serie convergente es aquella cuya suma tiene un limite finito a medida
que se consideran més términos. En contraste, una serie divergente no tiene una suma

finita y puede crecer indefinidamente.

Definicion 2.3.6 (Serie de Taylor.) Segin Martinez (2017). Si F'(x) tiene deriva-
das de todos los 6rdenes en x = ¢, la serie de Taylor de F'(z) en = = c es la serie de

potencias

N I T
Z k!()(x—c)

k=0
La serie de Taylor también se conoce como la expansion de Taylor de la funcion.

En el caso especial ¢ = 0, la serie de Taylor

= F®(0) ,
> o

k=0

también se llama serie de Maclaurin de F'(z).

Definicién 2.3.7 (Serie de Maclaurin.) Churchill, Brown y Rapun (1986). La Se-
rie de Maclaurin es una forma especifica de la Serie de Taylor centrada en cero. Esta
serie es una expansion en serie infinita de una funciéon alrededor de x = 0. La formula
general para la Serie de Maclaurin de una funcion f(z) es:

L) )

fla) = £(0) + F O+ 3

+ ...

Definicion 2.3.8 (Singularidad.) He y Ji (2019). Es un punto en el dominio de
una funciéon donde la funcién no esta definida o donde pierde ciertas propiedades,

como la continuidad o la diferenciabilidad.
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2.3.1. Singularidad de las series de potencias

Teorema 2.3.1 Suponga que ch(x —a)"y Zdn(x — a)" sean dos series de

n=0 n=0
potencias convergentes tales que

ch(:c —a)" = Zdn(az —a)"

para todo x en un intervalo abierto que contiene a. Entonces ¢, = d,, para

todo n > 0.

Demostracién: Suponga que
flx)=co+ci(z—a)+elr—a)* +es(x—a)® +--
=dy+di(z—a)+dy(z—a)* +ds(z—a)+---

Entonces f(a) = co = dyp. Mediante la Diferenciacion e integracion término
a término de las series de potencias, se puede diferenciar ambas series término a

término. Por lo tanto,
f'(x) = c; +2¢5(x — a) + 3es(z — a)* + - - -
= dy + 2dy(z — a) + 3dz(z — a)® + -+,
y asi, f’(a) = ¢; = d;. De la misma manera,
() =2co+ 3,2¢c3(x —a) + -+
= 2d2 + 3,2d3(£€ — a) + -

implica que f”(a) = 2c5 = 2ds, y por lo tanto, co = dy. Mas generalmente,
para cualquier niimero entero n > 0, f(™(a) = nlc, = nld,,y en consecuencia, ¢, = d,,

para todo n > 0. (Castorena, 2000).

2.4. Intervalo de convergencias de series de potencias

Teorema 2.4.1 Si

Z an(z —c)"
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es una serie de potencias. Entonces se cumple exactamente uno de los siguientes

tres casos:

1) La serie converge para todo x en R.

11) Hay un namero positivo R tal que la serie converge para todos los = que satis-

facen |x — c| < R, y la serie diverge para todos los = que satisfacen |x —c| > R.

111) La serie converge solo para z = c.

Discusién y ejemplos. El nimero R en el caso 2 se denomina radio de
convergencia de la serie de potencias dada. Se puede extender el significado del radio
de convergencia para cubrir el caso 1 (R = 00) y el caso 3(R = 0) también. Observe

ejemplos de los tres casos.

Ejemplo 1.
> ..n
>
|
“— nl
(Recuerde la convencién: 0 ! = 1). En este caso, la serie de potencias converge para

todos los x reales. Por supuesto converge para x = 0 porque entonces todos los
términos de la serie son iguales a 0 excepto el primero. Si z # 0, entonces se aplica
la prueba de la razon, en realidad para probar la convergencia absoluta (que implica
convergencia). La razon de los valores absolutos de los términos sucesivos no solo es
menor que 1, sino que en realidad converge a 0:

"+ DY 2" et e

|z /nl| oz (n4+ 1) n+1

— 0 textocomo n — o0

(Recuerde que « es un namero fijo). Por lo tanto, el radio de convergencia en
este ejemplo es R = oo. A partir de este trabajo sobre los polinomios de Taylor, se

sabe incluso el limite de la serie:

Ejemplo 2.
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Calculando la razén de valores absolutos de términos sucesivos:

| £zt /(n +1)| n

= ]

|Fam/n n+1

Se sabe que n/(n+1) — 1 como n — oo, por lo que la razoén de los valores ab-
solutos de los términos sucesivos de la serie de potencias es finalmente lo més cercana
posible a |z| . Facilmente se concluye por la prueba de la razon que la serie de potencias

converge si |z| < 1y diverge si |z| > 1. Por lo tanto el radio de convergencia es R = 1.

La serie converge en el intervalo abierto (—1,1) y diverge fuera del intervalo
cerrado [—1,1]. ;Qué pasa con los puntos finales? En x = 1, la serie es la serie armo-
nica alterna, por lo tanto, convergente. En x = —1, la serie es el negativo de la serie

armoénica, por lo tanto divergente.

De este estudio del polinomio de Taylor para Inz, es claro que

= (_l)nil n

E ————a2"=In(1+2z) para —-1l<z<l
n

n=1

La férmula es realmente cierta para x = 1:
o0
-1 n—1
ST
n
n=1

pero esto es bastante dificil de justificar.

Ejemplo 3.

[e.e]

Z(n!)m"

n=0
En este caso, si x # 0, entonces la razéon de términos sucesivos

|(n + 1)la™
Wz(n+1)]m\—>oo como n — o0

Por lo tanto, la serie de potencias diverge, por lo que el radio de convergencia

es R = 0 para esta serie de potencias.

Como los términos de una serie de potencias implican una variable x, la serie

puede converger para ciertos valores de z y divergir para otros valores de x. Para una
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serie de potencias centrada en x = a, el valor de la serie en x = a esta dado por c.
Por lo tanto, una serie de potencias siempre converge en su centro. Algunas series
de potencias convergen solo en ese valor de x. Sin embargo, la mayoria de las series
de potencias convergen para mas de un valor de x. En ese caso, la serie de potencias
converge para todos los ntimeros reales z o converge para todo x en un intervalo
finito. Por ejemplo, la serie geométrica >~ x" converge para todo x en el intervalo
(—1,1), pero diverge para todo x fuera de ese intervalo. Ahora resumiendo estas tres

posibilidades para una serie de potencias general.

Teorema 2.4.2 (Convergencia de una serie de potencias). Segin Churchill,
Brown y Rapun (1986). Considere la serie de potencias >~ ¢,(z — a)". La serie

satisface exactamente una de las siguientes propiedades:
1) La serie converge en x = a y diverge para todo x # a.
11) La serie converge para todos los nimeros reales x.

111) Existe un nimero real R > 0 tal que la serie converge si |z — a| < Ry diverge
si |x —a| > R. En los valores x donde |z — a| = R, la serie puede converger o

divergir.

Suponga que la serie de potencias esta centrada en a = 0. (Para una serie
centrada en un valor de a distinto de cero, el resultado se obtiene suponiendo que
y = = — a y considerando la serie Y >° | ¢,y™.) Primero debe demostrar el siguiente

hecho:

Si existe un nimero real d # 0 tal que ) c,d" converge, entonces la serie
(o] n oo n

Y e Cn™ converge absolutamente para todo x tal que |z| < |d|. Dado que ) >~ ¢,d
converge, el enésimo término c,d"” — 0 a medida que n — oo. Por lo tanto, existe un

niamero entero N tal que |¢,d"| < 1 para todo n > N.

Escribiendo

d

n
ena®] = lent?] |2
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concluyendo que, para todo n > N

n

X
el <[

La serie
n

o
>
d
n=N
es una serie geométrica que converge si ‘%} < 1. Por lo tanto, mediante la prueba
de comparacion, concluyendo que Y > ¢,x™ también converge para |z| < |d|. Como
se puede anadir un namero finito de términos a una serie convergente, concluye que

Yoo g cnx™ converge para |z| < |d|. Con este resultado, ahora se puede demostrar el

teorema. Considere la serie
x

E anx"

n=0

y suponga que S es el conjunto de ntimeros reales para los que converge la
serie. Suponga que el conjunto S = {0}. Entonces la serie entra en el caso I) Suponga
que el conjunto S es el conjunto de todos los nimeros reales. Entonces la serie entra
en el caso II). Suponga que S # {0} v S no es el conjunto de los niimeros reales.
Entonces existe un ntimero real z* # 0 tal que la serie no converge. Por lo tanto, la
serie no puede converger para cualquier z tal que |z| > |z*|. Por tanto, el conjunto
S debe ser un conjunto acotado, lo que significa que debe tener un limite superior
minimo. (Este hecho se desprende de la propiedad del limite superior minimo para
los niimeros reales, que estd mas alla del alcance de este texto y se trata en los cursos
de analisis real). Llame a ese limite superior méas pequeno R. Dado que S # {0}, el
namero R > 0. Por lo tanto, la serie converge para todo z tal que |z| < R, y la serie

entra en el caso IIT).

2.5. Desarrollo de series de potencia

2.5.1. Desarrollo de la serie de potencia de Maclaurin

Considere una funciéon f que tiene una representacion en serie de potencias en

x = a. Entonces la serie tiene la forma

cn(r—a)" =co+ iz —a)+ (v —a)* + - - (2.5.5)

n=0
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Si la serie de la ecuacion (2.5.5) es una representacién para f en z = a,
ciertamente se quiere que la serie sea igual a f(a) en x = a. Si evaltia la serie en

T = a, observe que

chx—a )" =co+eila—a)+cxa—a)+--

n=0

= ¢o.
Por lo tanto, la serie es igual a f(a) si el coeficiente ¢y = f(a). Ademas, se
quiere que la primera derivada de la serie de potencias sea igual a f'(a) en z = a.

Diferenciando la Ecuacion (2.5.5) término a término, observe que

d o0
e (E Cn(fc—a)”> =1+ 2c3(z — a) + 3es(x —a)? + - -
n=0

Por lo tanto, en = = a, la derivada es

% <Z cn(x — a)”) =c1 +2co(a —a) + 3cz(a —a)* + - - -

n=0

:Cl

Por lo tanto, la derivada de la serie es igual a f’(a) si el coeficiente ¢; = f'(a).
Continuando de este modo, buscando coeficientes ¢, tales que todas las derivadas
de la serie de potencias de la Ecuacion (2.5.5) coincidan con todas las derivadas
correspondientes de f en * = a. La segunda y tercera derivadas de la Ecuacion

(2.5.5) estan dadas por

2 (Z cn(z —a) ) = 2¢y + 3,2c3(z — a) +4,3c4(x — a)* + - -

e (Z cn(r —a) ) = 3,23 +4,3,2c4(x — a) +5,4,3c5(x —a)* + - -
x
Por lo tanto, en & = a, la segunda y tercera derivadas

@ [
— (Z en(x — a)") = 2¢y +3,2c3(a — a) + 4,3c4(a —a)* + -

dx?
n=0

= 262
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y
a3 = n 2
] Z cp(x —a)® | =3,2c3+4,3,2c4(a — a) +5,4,3c5(a —a)* + - -
n=0
= 3,203
igual a f”(a) y f"(a), respectivamente, si ¢y = @ y c3 = @ De forma

mas general, observe que si f tiene una representacion en serie de potencias en r = a,

™ (a)
n!

entonces los coeficientes deben ser dados por ¢, = . Es decir, la serie debe ser

O M) (g "(a "(a
Z / n'( )(x—a)" = f(a) + f'(a)(x —a) + f2(' )(x—a)2+f3_(')(x—a)3+...
— ! ! !
Esta serie de potencias para f se conoce como la serie de Taylor para f en a.
Si a = 0, entonces esta serie se conoce como la serie de Maclaurin para f.
Expansiones de Maclaurin de funciones pares e impares La expansion
de Maclaurin de una funcién par involucra solo potencias pares de x. La expansion

de Maclaurin de una funcion impar involucra solo potencias impares de z. (Mendoza,

2017).

Definicién 2.5.1 (Funciones Pares.) Una funcion f(x) es par si f(—z) = f(z)
para todo z en su dominio. Para funciones pares, la expansiéon de Maclaurin tiene

términos que son potencias pares de z. La expansion general es:

f0) 5, fU(0)
+ 3 x° + 1 T+ ...

f(z) = f(0)

Esto se debe a que las derivadas impares de una funcién par evaluadas en

x = 0 son cero.

Definicién 2.5.2 (Funciones Impares.) Una funcion f(x) es impar si f(—z) =
— f(z) para todo x en su dominio. Para funciones impares, la expansion de Maclaurin

tiene términos que son potencias impares de x. La expansion general es:

0 100 s

fla) = [0+ .

En este caso, las derivadas pares de una funciéon impar evaluadas en x = 0 son
cero, ya que las funciones impares tienen simetria respecto al origen.
Estas expansiones se derivan utilizando las definiciones de funciones pares e

impares y las propiedades de las derivadas en x = 0.
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2.5.2. Desarrollo de la serie de Taylor

Teorema 2.5.1 Desigualdades de Cauchy. Martinez (2017).
Sea f(z) = >0 ,a,(z— z)" una serie convergente en D (zp, R) y sea M(r) =

sup{|f(2)| | z € 9D (zp,7)} para 0 < r < R. Entonces |a,| < M (r)/r".

Teorema 2.5.2 (Teorema de Liouville.) Si f(z) es una funciéon entera y acotada,

entonces f(z) es constante.

Demostraciéon: Suponga que f(z) es una funcion entera y acotada. Esto sig-
nifica que f(z) es holomorfa en todo el plano complejo C y existe un nimero real

positivo M tal que |f(z)| < M para todo z en C.

Ahora, para demostrar que f(z) es constante, consideremos la funcién auxiliar
g(z) = e 73). La idea clave es analizar la funcion g(z) y utilizar el principio de los

méaximos de funciones holomorfas.

1. g(2) es entera: La funcion g(z) es entera porque es la composicion de funciones

enteras (e* y —f(z2)).

2. g(z) es acotada: Observandos que |g(z)| = e~ RV ) < M va que |f(2)| < M

por hipotesis. Esto implica que g(z) es acotada en C.

Teorema 2.5.3 Teorema fundamental del dlgebra. Todo polinomio no constante en

C[z] tiene al menos una raiz compleja.

Teorema 2.5.4 Principio de prolongacion analitica. Sea {2 un abierto conexo en C

y f: Q — C una funcién holomorfa. Las afirmaciones siguientes son equivalentes: !

a) f es constante en ().

b) Existe un A € C tal que {z € Q| f(z) = A} tiene un punto de acumulacion en
Q.

¢) Existe un z € Q tal que f™(z) = 0 para todo n > 1.
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Calculo de desarrollos de Taylor. Se obtienen las expansiones de Taylor de

( ). Este procedimiento suele ser dema-

varias funciones calculando los coeficientes £
siado laborioso y buscan formas més faciles. A veces se demuestra que la expansion de
Taylor en realidad converge a la funcién F(x) en algin intervalo, demostrando que el
resto R,(x) — 0, y esto también puede ser laborioso. En esta seccién se dan métodos
para obtener nuevas expansiones de Taylor a partir de las antiguas. Primero se nece-

sita alguna informacion que proporcione una relaciéon precisa entre los polinomios de

Taylor y las series de Taylor. Se empieza con el lema. (Martinez, 2017).

Lema 2.5.1 Suponga que la serie de potencias ) ; a,2" = 0 en un intervalo abierto

de aproximadamente 0 Entonces a,, = 0 para todo n > 0.

Teorema 2.5.5 Unicidad de la serie de Taylor Si
=Yz o)
n=0

en algin intervalo |z — ¢| < R, entonces a,, = F™(c)/n !.

Adicién término por término. El siguiente resultado dice que se puede su-
mar (v restar) las expansiones de Taylor término a término. Suma término a término,

suponga que F'(x) y G(z) tienen expansiones de Taylor

Zanx—c G(I):an(x—c)”

valido en un intervalo |x — ¢| < R. Entonces
F(z) £ G(z) = Z (a, £b,) (x —c)" para |zr—c| <R

Sustitucién en Serie de Potencias. La sustituciéon en series de potencias
es una técnica utilizada para expresar una funciéon en términos de una serie de poten-
cias diferente. Esta técnica es especialmente 1til en el contexto de calculo y anélisis
matemaético, donde se busca representar funciones de una manera mas manejable o

mas facil de manipular.
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Ejemplo. Encuentre la expansion de Taylor de F(x) =1/ (1 — 23) en z = 0.

Solucién: Reemplaza x por 2% en la expansion

1—x 1 — g3

1 S 1 G
= Zm” para obtener  F(x) = = Z 73"
n=0 n=0

Reemplazar = por —z en una serie de Maclaurin tiene algunas consecuencias

utiles. Si

F(z) = Zanx” entonces F(—x) = Z(—l)"anx”
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CAPITULO III

METODOLOGIA
En este capitulo se describe una serie de elementos que enmarcan los com-
ponentes metodologicos relacionados con el desarrollo de la investigacion. Los cuales

hacen referencia al diseno, tipo y método de la misma.

3.1. Meétodo de investigacion

Esta investigacion utilizé el método cualitativo ya que puede ser visto como
un término que cubre uno serie de método y técnica con valor interpretativo que
pretendes determinar, describir y evaluar el significado de hecho que se suscitan més

o menos. (Franco y Solorzano, 2020).

3.2. Diseno de investigacion

El diseno utilizado es el no experimental, orientado a comprender la convergen-
cia de las Series de Taylor en la aproximaciéon de funciones en torno a un punto c. El
diseno adoptado fue transversal, abarcando un periodo temporal que permita analizar
diferentes configuraciones planetarias a lo largo del tiempo. (Mendoza, 2020). Segtn
la causa la investigacion fue analitico y descriptivo, profundizando en la comprension
de las condiciones y técnicas o métodos para optimizar la convergencia y proporcio-
nando una vision detallada en qué casos la serie de Taylor ofrece una aproximacion

aceptable de la funcién en su dominio completo.(Zamora, 2019).

3.3. Tipo de investigaciéon

La investigacion fue de tipos descriptivo, exploratorio y explicativo. Descrip-
tivo porque comprende el andlisis e interpretacion de la naturaleza actual y la com-
posicion o proceso de los fenomenos (Inacio, 2019). Exploratorio ya que tiene como
objeto examinar un problema de investigacion poco estudiado, Hernandez-Sampieri,
y Mendoza (2020) y explicativo ya que busca analizar la condiciones de un fenémeno

y por qué ocurre, y por qué se relacionan dos o mas variables. (Sampieri, 2018).
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Procedimiento de investigaciéon

En primer lugar, se trabajo en la lectura de documentos relacionados con el
tema de investigacion, con el fin de comprender los conocimientos existentes y

establecer los antecedentes y limitaciones del tema a estudiar.

Luego, en un segundo paso, se desarrolla la estructura del enfoque del contenido

de la investigacion y su analisis.

Se buscéd informaciéon de materiales fisicos en Universidades para verificar la

revision de literatura sobre el tema.
El asesor orienta el proceso de investigacion.

Se realizard una verificacion del cumplimiento de los objetivos propuestos al

inicio de la investigacion.
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CAPITULO IV
PRESENTACION DE LOS RESULTADOS
En este capitulo se presentan los resultados a la luz de los objetivos planteado.
4.1. Condiciones necesarias y suficientes para la convergencia
de una serie de Taylor en el entorno de un punto c
La convergencia de una serie de Taylor en el entorno de un punto c esta deter-

minada por las propiedades de la funcion para la cual se esta desarrollando la serie.

La serie de Taylor de una funcion f(x) alrededor de ¢ se expresa como:

> £n)(c
f(m):zf ()(x—c)" (4.1.1)

n!

n=0

donde f™(c) es la n-ésima derivada de f evaluada en c.

Las condiciones necesarias y suficientes para la convergencia de la serie de
Taylor en el entorno de ¢ son proporcionadas por el teorema de Taylor. Este teorema
establece que si f(z) tiene derivadas de orden n en un intervalo que contiene a c,

entonces la serie de Taylor converge a f(z) en algtin intervalo alrededor de c.

Condiciones necesarias y suficientes:

1. Existencia de Derivadas: La funciéon f(z) y sus derivadas hasta el orden n

deben existir en un intervalo que contenga a c.

2. Convergencia del Resto: El resto de la serie debe tender a cero a medida
que n tiende a infinito. Esto se expresa en términos del resto de Lagrange o del

resto de Peano.

a) Resto de Lagrange:

(n+1)
R,(x) = JE?”LTS')(I — )"t (4.1.2)
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donde £ es un valor entre ¢ y z. La condicion es que lim R, (z) = 0 para
n—oo

algiin x en el intervalo.

b) Resto de Peano:
Ry ()

lim —2\"2
n—00 (1‘ — C)n

=0 (4.1.3)
Estas condiciones garantizan que la serie de Taylor converge a la funcion
f(z) en algtin intervalo alrededor de c. Sin embargo, es importante tener
en cuenta que la convergencia no necesariamente se extiende més alla de

este intervalo. También hay casos en los que la serie converge pero no a la

funcion original (fendémeno de Runge).

Ejemplo 4.1.1 Considere la funcion f(z) = e* y su expansion de Taylor alrededor

de ¢ = 0.

La expansion de Taylor para f(x) = e alrededor de ¢ = 0 (serie de Maclaurin)
es:
. 2 3 2t
€ :1+I+§+§+I+"' (4.1.4)

Las condiciones necesarias y suficientes para la convergencia de esta serie son:

1. Existencia de Derivadas: La funcion e* y todas sus derivadas existen para

todos los x.

2. Convergencia del Resto: El resto de la serie debe tender a cero a medida
que incluimos mas términos. En este caso, el resto se puede expresar usando el

término general del resto de Lagrange:

a) Resto de Lagrange:

F(E)

Fon() = (n+ 1!

(z — )"

Para f(z) = e”, las derivadas son simplemente e”, y £ esta en algin punto

entre Oy z. La condicion es que lim R,(z) = 0. Dado que e” no tiene

(n+1)!

limite superior y tiende a cero para cualquier x, esta condicién

se cumple.
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Por lo tanto, en este caso, las condiciones necesarias y suficientes se cumplen, y

la serie de Taylor de e* alrededor de ¢ = 0 converge para todos los x.

4.1.1. Teorema de Taylor

El teorema de Taylor establece que si una funcion f(x) tiene derivadas hasta
el orden n en un intervalo que contiene a ¢, entonces la funcién puede ser expresada
como una serie de potencias alrededor de ¢, conocida como la serie de Taylor. La

formula general de la serie de Taylor alrededor de c es:

f"(c)
2!

(x—c)2+¥(x—c)3+--- (4.1.5)

f@) = fle)+ f(e)(x — o) +

Observacion 4.1.1 La idea detras del teorema de Taylor es que cualquier funcion
suficientemente suave puede ser aproximada por un polinomio. El teorema de Taylor
proporciona una forma sistemética de construir ese polinomio como se mostro en el

ejemplo 4.2.1

4.1.2. Radio de Convergencia

El radio de convergencia de la serie de Taylor es la distancia maxima desde
¢ hasta el punto donde la serie converge. Puede calcularse usando el criterio de la

razon.

R = lim 19| (4.1.6)

n—oo |ay|
donde a,, son los coeficientes de la serie de Taylor. Si R = oo, la serie converge
para todos los x. Si R = 0, la serie solo converge para x = c¢. En otros casos, la serie

converge en un intervalo (¢ — R,c+ R).

A partir del ejemplo 4.2.1, la serie de Taylor para e® alrededor de ¢ = 0 es
especialmente simple (ecuacion 4.2.4). Por tanto, esta serie converge para todos los

valores de z, por lo que su radio de convergencia es infinito.
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4.2. Técnicas o métodos especificos para optimizar la
convergencia de las series de Taylor en situaciones donde

esta es lenta o inadecuada.

Optimizar la convergencia de las series de Taylor en situaciones donde es lenta
o inadecuada puede lograrse mediante diversas técnicas y métodos. Algunas de estas

estrategias incluyen:

1. Suma parcial: Utilizar la suma parcial de la serie de Taylor, es decir, trun-
car la serie después de un nimero finito de términos. Esto puede mejorar la

convergencia en ciertos rangos y reducir el error asociado con la aproximacion.

2. Reordenamiento de términos: Experimentar con el reordenamiento de tér-
minos de la serie puede mejorar la velocidad de convergencia en algunos casos.
Algunas veces, reorganizar la serie puede hacer que los términos pequenos se

cancelen entre sf.

3. Métodos de aceleracion de convergencia: Aplicar métodos especificos de
aceleracion de convergencia, como la aceleracion de Richardson o la aceleracion
de convergencia de Euler, puede ser beneficioso. Estos métodos buscan mejorar

la tasa de convergencia de la serie.

Ejemplo 4.2.1 Considere la funcion f(x) = 1% alrededor de ¢ = 0. La serie de

Taylor para esta funcion es:
fx)y=1—az+2* -2+ ... (4.2.7)

Suponga que se quiere aproximar f(0,5) utilizando solo los primeros términos
de la serie de Taylor, pero se nota que la convergencia es lenta. Aqui, se exploran

algunas técnicas para mejorar la convergencia:

1. Suma parcial:

Si se utilizan solo los primeros tres términos de la serie, se obtiene:

fla)~1—a+a"
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Esta aproximacion es mas efectiva que la serie completa para valores cercanos

a x = 0,5, mejorando la convergencia local.

. Reordenamiento de términos:

Reorganizando la serie de manera que los términos pequenos se cancelen entre
si. Para f(x) =1—x+ 2% — 2%+ ..., si se suma 2° y se resta x, se obtiene una

serie alternativa:
f@)=1-z+2>-2"+... =(1—-2)+ (2 —2°) +...

Esta serie puede converger mas rapidamente en ciertos rangos.

Métodos de aceleracién de convergencia: Se puede aplicar transformada
para acelerar la convergencia. Sea S, la suma parcial de la serie, la transformada

€s:

(SnJrl - Sn>2

S = Sy —
= Sn+2 - 2Sn+1 + Sn

n

Calculando S), con los primeros términos de la serie y utilizando esta nueva serie
para aproximar f(0,5). Estas estrategias pueden mejorar significativamente la
convergencia de la serie de Taylor en situaciones donde la convergencia es lenta
o inadecuada, especialmente cuando se utiliza un nimero limitado de términos

de la serie.

Casos donde la serie de Taylor ofrece una aproximacién

aceptable de la funcién en su dominio completo

La serie de Taylor puede ofrecer una aproximacion aceptable de una funcion

f(z) en su dominio completo en casos donde la funcion es analitica. Si f(z) es analitica

en un intervalo que contiene el punto c, y si todas sus derivadas existen en ese intervalo,

la serie de Taylor centrada en ¢ converge a f(x) en todo el intervalo. Esto se expresa

matematicamente como:

2 () (,
fla)y=>" / nf )(g; — )" (4.3.8)
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donde f™(c) es la n-ésima derivada de f evaluada en c.
A partir del ejemplo 4.2.1, en la funcién exponencial f(x) = €. Su serie de

Taylor centrada en ¢ = 0 es la serie de Maclaurin:

x S xn
et = ZH (4.3.9)
n=0

Esta serie converge en todo el dominio de x, haciendo que la aproximacion
sea aceptable en todo ese rango. Sin embargo, existen situaciones donde la serie de
Taylor puede ser inadecuada. Por ejemplo, considere la funcion f(z) = ﬁ Aunque
esta funcion es suave en su dominio (—oo, 1), su serie de Taylor alrededor de ¢ = 0 es

la serie geométrica:

1 o
= g z" (4.3.10)
1—=x ~

Esta serie converge tnicamente en el intervalo (—1,1), y su uso fuera de este

rango puede resultar en una aproximacion insatisfactoria.

En casos de funciones no analiticas o con comportamientos particulares, otras
técnicas de aproximacion, como polinomios interpolantes o funciones especificas para
la funcién dada, pueden ser méas apropiadas. Por ejemplo, para aproximarse a una
funcion con oscilaciones rapidas, como f(z) = sin(z), la serie de Taylor puede re-
querir un gran ntimero de términos para ser precisa, mientras que métodos como la

interpolacion mediante splines ciibicos pueden proporcionar resultados mas eficientes.

Ejemplo 4.3.1 Considere la funcién f(z) = In(z). La serie de Taylor centrada en

c=1 es:

In(z) = (z — 1) — %(w _12 4 %(z 1y i(w T (4.3.11)

Esta serie converge para 0 < z < 2. Fuera de este rango, la convergencia puede

ser lenta, especialmente alrededor de z = 0.

Ejemplo 4.3.2 La funcién tangente f(r) = tan(z) tiene singularidades en 7 + k,

donde k es un entero. La serie de Taylor centrada en ¢ = 0 es:
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1 2 17
tan(z) =z + 5353 + 1—5x5 + %17 + - (4.3.12)

Esta serie tiene un radio de convergencia de (—%, g), y fuera de este intervalo,

la serie diverge en las singularidades.

Ejemplo 4.3.3 La funcion exponencial compleja f(x) = ¢* es relevante en anélisis
complejo. La serie de Taylor centrada en ¢ = 0 es:
22 3 g 25

e + 5 26 +24+2120 ( 3 3)

Esta serie tiene un radio de convergencia infinito, lo que significa que converge
para todos los valores de x. Es un ejemplo de una funcién analitica para la cual la

serie de Taylor converge en su dominio completo.
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CAPITULO V
CONCLUSIONES

En este capitulo, se presentan las conclusiones obtenidas en esta investigacion,

las cuales guardan estrecha relacion con los objetivos planteados en la misma, al igual

que se destacan otros elementos que generan posibles lineas de investigacion.

5.1.

1.

Conclusiones

A la luz de los objetivos planteados, se obtienen las siguientes conclusiones:

Se han explorado las condiciones necesarias y suficientes para la convergencia de
una serie de Taylor en el entorno de un punto c. Se estableci6 que la convergencia
de la serie depende de la existencia de derivadas de la funciéon f(z) hasta un
orden n en un intervalo que incluye a c. La férmula general de la serie de Taylor
proporcioné una expresion polindmica que se aproxima a la funcién alrededor

de ¢, con cada término basado en las derivadas de f en c.

Se describen métodos estratégicos para mejorar la convergencia de las series
de Taylor, siendo f(x) = e” un ejemplo ilustrativo. Mediante técnicas como
sumas parciales, reordenamiento de términos (S,,) y aceleracion de convergencia,
en la que se buscod optimizar la aproximaciéon polinémica. El ejemplo reveld
que la convergencia es rapida en entornos cercanos a ¢ = 0, subrayando la
importancia de la eleccién adecuada del punto de expansién para maximizar la
eficiencia de la serie. Estas herramientas son cruciales en el analisis matematico,
proporcionando soluciones més precisas y eficaces en contextos cientificos y

computacionales.

Finalmente, se encontré que la serie proporcion6 aproximaciones aceptables en
casos donde las funciones eran analiticas y todas sus derivadas existian en los
intervalos pertinentes. El ejemplo de la funcién exponencial f(z) = e* desta-
c6 la convergencia de la serie de Taylor en todo su dominio, asegurando una
aproximacion precisa en todo el rango de x. No obstante, se observd que para
funciones no analiticas o con singularidades, como f(z) = ﬁ, la serie de Taylor

resultd inadecuada debido a su limitada convergencia a un intervalo especifico.
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5.2. Lineas futuras de investigaciones
Como lineas futuras de investigacion se propone:

» Extender la Convergencia de Series de Taylor a espacios de Banach.

= Comparaciéon de Métodos de Aproximacion: Series de Taylor versus Técnicas

Alternativas

» Estudio de la Efectividad de las Series de Taylor en la Aproximaciéon de Fun-

ciones Locales
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Anexo A.

La realizacion de esta investigacion requirié la elaboraciéon y el seguimiento de un
meticuloso cronograma de estudios. La estructuracion de dicho cronograma no solo
brindé un marco organizativo esencial, sino que también garantiz6 la coherencia y la

progresion logica en la ejecucion de cada fase del estudio.

Cronograma de estudios

Entrega del anteproyecto. 10-12 Noviembre, 2023.
Evaluacion del Anteproyecto. 13-15 Noviembre, 2023.
Observaciones de los jurados. 16-23 Noviembre, 2023.

Elaboracién del proyecto completo | 26 Diciembre, 2023.

Entrega de tesis a los jurados 27-28 Diciembre, 2023.

Presentacion de tesis 4-5 Enero, 2023

Entrega de tesis 9-12 Febrero, 2023




Anexo B.

Se presenta una tabla de simbologia basada en el contenido de esta investigacion:

Simbolo | Significado

f(x) | Funcién f que depende de la variable x

f(a) | Valor de la funciéon f evaluada en el punto a

f'(z) | Derivada primera de la funcion f respecto a x

f"(x) | Segunda derivada de la funcién f respecto a z

Ey(x, Término de error de orden 0
Py(x, Polinomio de Taylor de orden 0 para f en el punto p
Ei(x, Término de error de primer orden en la aproximacion de f(x)

Término de error de segundo orden en la aproximacion de f(z)

Polinomio de Taylor de segundo orden para f en el punto p

(z,p)
(z,p)
(z,p)
Pi(x,p) | Polinomio de Taylor de primer orden para f en el punto p
(z,p)
(z,p)
)

e | Razon de diferencia entre f(x) y f(p) dividida por (z — p)?
M Constante utilizada en la aproximacion cuadratica

c.,c.,c; | Puntos entre p y x utilizados en la demostracién de aproximaciones

F(z) | Funcién F definida cerca de x = ¢

P,(x) | Polinomio de Taylor de n-ésimo grado para F' en z = ¢
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