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Analisis avanzado de curvas elipticas complejas

Keury Jestis Emiliano Gonzalez Dr. Manuel Aurelio Diloné

Sustentante Asesor

RESUMEN

Este estudio se propuso analizar las curvas elipticas complejas bajo la influen-
cia de los reticulos y toros complejos, sus propiedades y las funciones de Weierstrass.
Para lograr esto, se establecieron tres objetivos especificos: Analizar la influencia de
los reticulos y toros complejos en el analisis matemético de curvas elipticas, analizar
en el estudio de las propiedades esenciales de las curvas elipticas complejas a través
del andlisis de las funciones de Weierstrass y caracterizar las isogenias complejas y

las funciones modulares asociadas en el &mbito de las curvas elipticas complejas.

En cuanto a la metodologia, se emple6 un disenno no experimental y trans-
versal con un enfoque analitico y descriptivo. La investigacion fue clasificada como
descriptiva, exploratoria y explicativa. Se utiliz6 un método deductivo que incluy6 la
revision de literatura, la estructuracion del contenido, la bisqueda de informacion en

universidades y la orientacion del asesor.

En base al estudio de los toros y reticulos complejos, se concluyd que estos
reticulos, definidos como combinaciones lineales enteras de dos vectores complejos
linealmente independientes, junto con la funcion eliptica de Weierstrass, fueron esen-
ciales para la descripcion de curvas elipticas. La adicion de puntos en estas curvas se

simplifica mediante una formula especifica, donde se utilizan propiedades especiales
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de los reticulos para determinar puntos en el plano complejo.

En cuanto al estudio de las funciones de Weierstrass en curvas elipticas com-
plejas, se enfatizo su papel fundamental en la teorfa y la geometria algebraica. Estas
funciones, periddicas y esenciales para describir curvas elipticas, se ilustraron en ejem-

plos especificos que mostraron como facilitan la suma de puntos en la curva eliptica.

En el ambito de las curvas elipticas complejas, el andlisis de las isogenias com-
plejas y las funciones modulares asociadas revel6 conexiones significativas entre las
curvas definidas por ecuaciones de Weierstrass. Se explor6 cémo las isogenias, que son
homomorfismos entre variedades algebraicas, modifican los invariantes de las funcio-
nes correspondientes, y se examinaron las propiedades como los polos y residuos de

estas funciones en diferentes curvas elipticas.

Palabras clave: Reticulos, toros complejos, curvas elipticas, funciones de

Weierstrass, isogenias complejas, funciones modulares.
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CAPITULO I
INTRODUCCION

1.1. Introduccién

En este capitulo se presenta el desarrollo histérico del anlisis avanzado de
curvas elipticas complejas. Se abordan los principales hitos y avances en la teoria de
curvas elipticas, destacando su importancia en la criptografia moderna y la teoria
de nimeros. Se expone el planteamiento del problema de estudio, justificando la
investigacion en funcién de sus aplicaciones préacticas y teoéricas. Ademaés, se detallan
los objetivos especificos, el alcance de la investigacion, y los limites que se han definido

para garantizar la precision y relevancia de los resultados obtenidos.

1.2. Antecedentes

1.2.1. Antecedentes historicos

El estudio de las curvas elipticas tiene una larga e intrigante historia que se
remonta a la antigua Grecia (siglo IV a. C.). Aunque las curvas elipticas no se mencio-
nan explicitamente en los trabajos matematicos griegos, su estudio se puede vincular

a algunos de sus conceptos y problemas.

Las curvas elipticas tienen una historia rica que se extiende a lo largo de va-
rios siglos (Pujol, 1896). En el siglo XVII, matematicos como René Descartes y Pierre
de Fermat sentaron las bases de la geometria analitica y las ecuaciones algebraicas,
esenciales para el desarrollo posterior de las curvas elipticas. John Wallis, en 1655, fue
uno de los primeros en explorar las propiedades de las curvas ciibicas, y en los anos
1670, Isaac Newton investigd las raices de las ecuaciones ctibicas, clasificando algunas

de las curvas que mas tarde se conocerian como elipticas. (Hawking y Ortufio, 1988).

En el siglo XVIII, Leonhard Euler avanz6 en la comprension de las integrales
elipticas, mientras que Joseph-Louis Lagrange estudi6 las propiedades de estas cur-

vas en el contexto de la teoria de numeros (Andradas, 1999). En el siglo XIX, Carl



Friedrich Gauss, en su obra Disquisitiones Arithmeticae, establecié conexiones impor-
tantes entre las curvas elipticas y la aritmética modular. A principios del siglo XIX,
Niels Henrik Abel y Carl Gustav Jacob Jacobi desarrollaron independientemente la
teoria de las funciones elipticas, formulando conceptos que serian fundamentales para

la teoria moderna de las curvas elipticas.

En el siglo XX, André Weil contribuyo6 significativamente a esta teoria a través
de sus trabajos sobre geometria algebraica y teoria de nimeros. La criptografia de
curva eliptica, desarrollada en los anos 1980 por Neal Koblitz y Victor S. Miller, des-
taco la relevancia practica de estas curvas en la seguridad digital moderna. (Alvarez,

2000).

Aritmética de Diofanto

Las primeras semillas del estudio de las curvas elipticas se encuentran en la
obra de Diofanto de Alejandria, un matematico griego del siglo 11T a. C. En su tra-
tado Aritmética, Diofanto explor6 soluciones racionales a ecuaciones diofanticas, es
decir, ecuaciones polinomiales con coeficientes y soluciones enteras. Aunque Diofanto
no consideraba especificamente las curvas elipticas, su trabajo sobre ecuaciones de
segundo grado sent6 las bases para el desarrollo posterior de la teoria de las curvas

elipticas. (Cid, 2000).

Geometria proyectiva

La geometria proyectiva, desarrollada en el siglo XVII por mateméaticos como
Girard Desargues y Blaise Pascal, proporcioné un marco conceptual importante para
el estudio de las curvas elipticas. Esta rama de la geometria introduce el concepto
de un punto infinito para completar la recta proyectiva, lo que resulta crucial para

comprender la estructura de las curvas elipticas. (Gine, 2001).



Pierre de Fermat y el altimo Teorema de Fermat

Las curvas elipticas cobraron mayor protagonismo en el siglo XVII gracias al
trabajo de Pierre de Fermat, un abogado y matematico francés. En 1637, Fermat anoto
en el margen de su copia de la Aritmética de Diofanto la famosa conjetura que ahora
se conoce como el tltimo Teorema de Fermat. Aunque la prueba formal del teorema
no se lograria hasta siglos después, la formulacion de Fermat involucr6 soluciones a
ecuaciones de Fermat de tercer grado, que estan estrechamente relacionadas con las

curvas elipticas. (Vera, 2002).

Descartes y la ecuacién de las curvas elipticas

René Descartes, un filosofo y matematico francés del siglo XVII, sent6 las
bases para la representaciéon analitica de las curvas elipticas mediante ecuaciones.
En su obra Geometria, Descartes introdujo el sistema de coordenadas cartesianas, lo
que permitié expresar curvas geométricas como ecuaciones polinomiales. La ecuacién
general de una curva eliptica, una ecuacion cibica de la forma y? = 2° 4 ax + b, se

deriva del trabajo de Descartes. (Urbaneja, 2003).

Desarrollos posteriores

A lo largo de los siglos XVIII y XIX, las curvas elipticas continuaron atra-
yendo la atencion de mateméticos prominentes como Leonhard Euler, Joseph Louis
Lagrange y Carl Friedrich Gauss. Estos matematicos profundizaron en las propieda-
des matemaéticas de las curvas elipticas, sentando las bases para el trabajo teorico

posterior. (Robinson, 2003).

Siglo XX y mas alla

En el siglo XX, las curvas elipticas experimentaron un resurgimiento de interés
debido a su aplicacion en areas como la criptografia y la teoria de niimeros. La com-
plejidad de la estructura de las curvas elipticas las hace ideales para crear algoritmos

criptogréficos resistentes a las intrusiones. Ademaés, las curvas elipticas han desempe-



nado un papel fundamental en la demostracion del dltimo Teorema de Fermat por

parte de Andrew Wiles en 1994.

El estudio de las curvas elipticas sigue siendo un area activa de investigacion
matematica en la actualidad. Los matematicos contintian explorando las propiedades
matematicas de estas curvas y descubriendo nuevas aplicaciones en diversos campos.
La rica historia de las curvas elipticas refleja su importancia fundamental en las ma-
tematicas y su potencial para seguir impulsando avances en diversos campos. (Navas

Orozco, 2019)

1.2.2. Antecedentes académicos

En el estudio de Sutherland (2018) titulado “Aritmética de curvas elipticas
con j—invariante racional”. En Teorfa algoritmica de ntimeros, pags. 27-44. Se con-
cluy6 que las curvas elipticas con invariante j racional tienen propiedades que las
hacen atractivas para su uso en criptografia y teoria de ntimeros. Este trabajo de
Sutherland proporcioné herramientas y conocimientos que pueden ser utilizados para

desarrollar nuevos algoritmos y aplicaciones en estas areas.

De acuerdo con la investigacion de Gayoso, Hernandez y Martin (2018) so-
bre “Criptografia con curvas elipticas”. Se logré6 una comprension profunda de como
las curvas elipticas se pueden aplicar para mejorar la seguridad criptografica. Se ex-
ploraron las propiedades mateméticas fundamentales de las curvas elipticas y como
estas propiedades se utilizan para desarrollar algoritmos criptograficos robustos y efi-
cientes. Ademas, se discutieron las ventajas de la criptografia con curvas elipticas en
comparacion con otros métodos criptograficos tradicionales, destacando su eficiencia

y seguridad con claves de menor tamano.

Segun el andlisis de Navas (2019) en su investigacion sobre “Curvas elipticas
y el Teorema de Mordell”. En este estudio sobre curvas elipticas, se logré una com-

prension detallada del Teorema de Mordell, estableciendo cémo el grupo de puntos



racionales en una curva eliptica es finitamente generado. Se exploraron las propieda-
des algebraicas y geométricas de las curvas elipticas y se proporcioné una metodologia
rigurosa para la demostracion del teorema. Ademas, se discutieron las implicaciones
del Teorema de Mordell en la teoria de ntimeros y sus aplicaciones en la criptografia,
destacando su relevancia en la seguridad informéatica. Este estudio es importante por-
que clarifico conceptos mateméticos complejos y demostrd la aplicabilidad préctica

de las curvas elipticas en el mundo moderno.

Zhao, (2020) al estudiar “Puntos p-adicos de curvas elipticas con j-invariante
racional”. Se logr6 una investigacion profunda en el ambito de la teoria de nimeros y la
geometria algebraica. Se exploraron las propiedades de los puntos p-adicos en el con-
texto de las curvas elipticas, centrandose especificamente en aquellas con j-invariante
racional. Ademas, se examinaron las implicaciones de estos puntos en diversas areas de
las matemaéticas, incluyendo la teoria de Galois y la aritmética modular. Este estudio
proporciond una comprension mas completa de las curvas elipticas y sus propiedades
p-adicas, contribuyendo asi al avance del conocimiento en este campo y su aplicacion

en diversas ramas de las matematicas y la criptografia.

Boneh, Chan y Mastronardi (2021). Mas rapido, mejor: acelerar la aritmética
de curvas elipticas utilizando escaleras optimizadas. Se logr6 un avance significativo
en el campo de la criptografia y la teoria de nimeros. Se investigaron y desarrolla-
ron técnicas innovadoras para mejorar la eficiencia de los calculos involucrados en
la aritmética de curvas elipticas, lo que resulta en algoritmos méas rapidos y eficien-
tes. Ademaés, se demostré la viabilidad y efectividad de estas escaleras optimizadas

en diversas aplicaciones criptograficas, como la generacion de claves y la firma digital.

Bui, Chen y Schoen (2022) con base en el trabajo titulado “Numero de clase
de curvas elipticas con multiplicaciéon compleja”. Se logr6é un avance significativo en
la comprension del ntimero de clase de curvas elipticas con multiplicacion compleja.
Mediante el desarrollo de nuevas técnicas y métodos analiticos, se pudo profundizar

en la estructura algebraica de estas curvas, ofreciendo una vision més detallada de



sus propiedades aritméticas.

Mestre, (2023) en la investigacion sobre la distribucion de curvas elipticas CM
sobre Q. Se logré un avance destacado en la investigacion de Mestre, centrada en la
distribucion de curvas elipticas con multiplicacion compleja (CM) sobre el conjunto
de los nimeros racionales Q. A través de un anélisis minucioso, el autor examin6 como
se distribuyen estas curvas elipticas, un tema de gran importancia en la teoria de nu-
meros y la geometria algebraica. Al profundizar en esta distribucion, se desarrollaron
nuevos entendimientos sobre la estructura y comportamiento de las curvas elipticas
con multiplicacion compleja, lo que a su vez contribuy6 al avance del conocimiento

en areas como la teoria de Galois y la aritmética modular.

1.3. Planteamiento del problema

El estudio de las curvas elipticas complejas ha demostrado ser esencial en
diversas ramas de las matemaéticas y la criptografia, proporcionando herramientas
fundamentales para abordar problemas complejos. Este trabajo de investigacion se
centra en analizar a profundidad diversos aspectos de las curvas elipticas complejas,
con especial atenciéon en los reticulos y toros complejos, las funciones de Weierstrass,
y las isogenias complejas junto con las funciones modulares asociadas. Cada uno de
estos elementos juega un papel crucial en la comprension y aplicacion de las curvas
elipticas, pero su estudio avanzado presenta desafios significativos que requieren una

exploracion detallada.

El analisis mateméatico de curvas elipticas complejas se ve profundamente in-
fluenciado por los reticulos y toros complejos. Estos elementos introducen compleji-
dades geométricas y algebraicas que afectan la topologia y la estructura algebraica
de las curvas elipticas. Comprender la influencia de los reticulos y toros complejos es
esencial para desarrollar una visiéon integral de las propiedades matematicas de las
curvas elipticas, pero la complejidad inherente de estos conceptos plantea desafios

significativos en su estudio.



Las funciones de Weierstrass desempenan un papel fundamental en el estudio
de las propiedades esenciales de las curvas elipticas complejas. Su analisis aportara una
comprension méas profunda de la estructura y comportamiento de estas curvas, pero la
naturaleza intrincada de las funciones de Weierstrass presenta dificultades sustanciales
en su estudio. Explorar como estas funciones profundizan el entendimiento de las
curvas elipticas complejas es crucial, pero la complejidad mateméatica involucrada
anade un nivel de desafio a esta investigacion. Antes esta situacidon es importante

preguntarse ; Cémo analizar las curvas elipticas complejas? y de forma especificas:

1. ;Coémo influyen los reticulos y toros complejos en el andlisis matematico de

curvas elipticas?

2. (Como las funciones de Weierstrass profundizan el estudio de las propiedades

esenciales de las curvas elipticas complejas?

3. ;,Coémo se caracterizan las isogenias complejas y las funciones modulares aso-

ciadas en el ambito de las curvas elipticas complejas?

1.4. Justificacion

La presente propuesta de investigacion se centra en explorar y comprender
a fondo diversas areas del analisis matematico relacionadas con las curvas elipticas
complejas. Estas investigaciones no solo contribuyen al avance del conocimiento en
el campo de la matematica pura, sino que también tienen un gran potencial para
aplicaciones practicas en campos como la criptografia, la fisica tedrica y la ingenieria

de sistemas.

El estudio sobre la influencia de los reticulos y toros complejos en el anélisis
matematico de curvas elipticas es de suma importancia para la Universidad Tecnolo-
gica del Cibao Oriental (UTECO). Esta investigacion no solo enriquecera el curriculo
académico de la institucion al introducir a los estudiantes en conceptos avanzados de

geometria algebraica y teoria de nimeros, sino que también brindara oportunidades



para la colaboracion interdisciplinaria con otras areas, como la informatica y la inge-

nieria, donde el conocimiento sobre criptografia de curva eliptica es fundamental.

Las funciones de Weierstrass son herramientas fundamentales en el estudio
de las propiedades esenciales de las curvas elipticas complejas. Una investigacion de-
tallada sobre estas funciones no solo fortalecera la comprension tedrica de nuestros
estudiantes en matematicas avanzadas, sino que también puede inspirar la creacién
de nuevos métodos y algoritmos en el campo de la criptografia, lo que a su vez podria

conducir a colaboraciones con la industria y otras instituciones de investigacion.

Por 1ltimo, el estudio sobre las isogenias complejas y las funciones modulares
asociadas en el ambito de las curvas elipticas complejas tiene el potencial de abrir
nuevas perspectivas en el campo de la teorfa de nimeros y la fisica teérica. Estos
conceptos pueden desempenar un papel crucial en la comprension de fenémenos fisi-
cos fundamentales y en el desarrollo de nuevas técnicas de cifrado y seguridad de la
informacion. En este sentido, la investigacién propuesta no solo beneficiaré a la comu-
nidad académica de UTECQO, sino que también puede tener un impacto significativo

en el avance de la ciencia y la tecnologia a nivel nacional e internacional.

1.5. Objetivos

1.5.1. Objetivo general

Analizar las curvas elipticas complejas.

1.5.2. Objetivos especificos

1. Analizar la influencia de los reticulos y toros complejos en el analisis matemaético

de curvas elipticas.

2. Analizar en el estudio de las propiedades esenciales de las curvas elipticas com-

plejas a través del anlisis de las funciones de Weierstrass.



3. Caracterizar las isogenias complejas y las funciones modulares asociadas en el

ambito de las curvas elipticas complejas.

1.6. Alcances y limites

Este estudio se centr6 en el ambito de las matematicas puras, se basdé en
particular en el anélisis avanzado de curvas elipticas complejas. Se exploraron diversas
areas dentro de la geometria algebraica y la teoria de niimeros para comprender mejor
la influencia de los reticulos y toros complejos en el analisis matematico de las curvas

elipticas.
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CAPITULO II
MARCO REFERENCIAL

2.1. Introduccion

En este capitulo se presentan las definiciones y teoremas que sirven de soporte

a esta investigacion.

2.2. Marco teodrico

2.2.1. Reticulos y toros complejos en el analisis matematico

de curvas elipticas

Los reticulos y toros complejos son conceptos matematicos importantes que se
utilizan en diversas areas, incluyendo la geometria, el algebra y la teoria de ntimeros.
En el contexto de las curvas elipticas complejas, estos conceptos juegan un papel

crucial en la comprension de su estructura y propiedades. (Girondo, et. al, 2022).

Definicién 2.2.1 Caicedo y Ledn (2019).

(Reticulos complejos). Un reticulo complejo, denotado por Zg, es una extension
del concepto de reticulo a los nimeros complejos. Se define como un conjunto discreto
de puntos en el espacio complejo C", donde cada punto es una combinacién lineal de
enteros complejos. Si n son vectores linealmente independientes vy, vs, . . ., v,, se tiene
que

Z%:{G1U1+GQU2+"'+anvn | a17a27-"aan€Z}

Teorema 2.2.1 Putranto (2022).
(Teorema de Hermite). Sea L un reticulo complejo de dimension n generado por
n vectores linealmente independientes vy, vs, ..., v,. Entonces, para cualquier punto

z € C", existe un vector tinico u € L tal que:
[z = ul| <]

para todo vector v € L\{0}.
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Lema 2.2.1 Putranto (2022).
(Lema de Minkowski). Sea L un reticulo complejo de dimension n. Entonces, para

cualquier punto z € C", existe un vector tnico u € L tal que:
1

\/HHZH

Iz —ull <

Lema 2.2.2 Rodriguez (2019).
(Lema de Siegel): Sea L un reticulo complejo de dimension n y v un vector en C".

Si v ¢ L, entonces existe un vector u € L tal que:
Jo —ull <[]l

Teorema 2.2.2 Seoane (2022).
(Teorema de clasificaciéon de reticulos complejos)Todos los reticulos complejos

de dimensién n son isomorfos a uno de los siguientes tipos:
a) Un reticulo libre de dimension n
b) Un reticulo principal de dimension n — 1

¢) Un producto de n — 1 reticulos principales de dimension 1

Teorema 2.2.3 Seoane (2022).
(Teorema de la existencia de toros complejos). Para cualquier reticulo complejo

de dimensiéon n, existe un toro complejo tinico asociado a él.
Las propiedades clave de los reticulos complejos incluyen:

» Estructura discreta: Los puntos del reticulo estan separados por distancias

distintas de cero.

= Periodicidad: El reticulo se repite infinitamente en todas las direcciones, ge-

nerando una estructura similar a una cuadricula.

= Base: Un conjunto finito de vectores linealmente independientes (llamados ge-

neradores) puede generar todo el reticulo a través de combinaciones lineales.
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Definicién 2.2.2 Caicedo y Leén (2019).

Toros complejos. Un toro complejo, denotado por T¢, es un espacio topolégico
compacto obtenido al cociente de un reticulo complejo por un subgrupo de rango
completo H. En otras palabras, es una version enrollada o compacta del espacio

vectorial C" donde se elimina la redundancia creada por la periodicidad del reticulo.
¢=2Z¢/H

Lema 2.2.3 Mestre (2023).
Un toro complejo de dimensiéon 1 es equivalente a la circunferencia unitaria S! en el

plano complejo.

Lema 2.2.4 Pérez (2021).
Un toro complejo de dimensién 2 es equivalente al producto de dos circunferencias

unitarias, formando un dona tridimensional.

Teorema 2.2.4 Rodriguez (2019).
(Teorema de clasificacion). Todos los toros complejos de dimension n son isomorfos

a un toro complejo estandar de dimension n.

Teorema 2.2.5 Huaylla (2023).
(Teorema de Poincaré). Cualquier variedad compleja homeomorfica a un toro com-

plejo es biholomorfa al toro complejo estandar.

Teorema 2.2.6 Arranz (2022).
(Teorema de Riemann-Roch). Este teorema relaciona el nimero de médulo de
un toro complejo, la dimensién del espacio de funciones holomorfas sobre el toro y la

multiplicidad de los divisores.
Las propiedades clave de los toros complejos incluyen:

= Compacidad: El toro complejo es un espacio cerrado y acotado, sin puntos

perdidos en el infinito.

= Conectividad: El toro complejo esta conectado, lo que significa que cualquier

punto puede llegar a cualquier otro punto a través de una trayectoria continua.
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» Grupo fundamental: El toro complejo tiene un grupo fundamental trivial, lo

que indica que no tiene agujeros ni asas.

Los reticulos y toros complejos se relacionan estrechamente con las curvas

elipticas complejas de dos maneras:

1. Representacién de curvas elipticas: Las curvas elipticas complejas pueden
representarse como subconjuntos de toros complejos. Esta representacion per-
mite analizar las propiedades geométricas y algebraicas de las curvas elipticas

utilizando las herramientas de la geometria y el adlgebra de los toros.

2. Clasificaciéon de curvas elipticas: Los reticulos y toros complejos juegan un
papel fundamental en la clasificaciéon de curvas elipticas complejas. El tipo de
reticulo o toro asociado a una curva eliptica proporciona informacioén sobre su

estructura y propiedades aritméticas.

2.2.2. Funciones de Weierstrass

Definicion 2.2.3 Pérez (2021).

Funciones de Weierstrass. Las funciones de Weierstrass, denotadas como p(z)
y ¢'(z), son herramientas matematicas fundamentales para el estudio de las curvas
elipticas complejas. Estas funciones proporcionan una representaciéon paramétrica de
la curva, permitiendo analizar sus propiedades geométricas y algebraicas con mayor

profundidad.

Definicion 2.2.4 Borras (2022).
Las funciones de Weierstrass se definen para una curva eliptica compleja E dada por
la ecuacion de Weierstrass:
?J2 = 4a° — g2 — g3
donde g9 ¥ g3 son invariantes de la curva. Las funciones se expresan como:

23— oz + g3
p(z) = ——— —¢

Z— €1

32% — g2
p(z) = T—e p(z) — e
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donde €1, e5 v e3 son los puntos 2-torsionados de la curva, es decir, los puntos

que satisfacen y? = 422 = 0.

Las funciones de Weierstrass poseen propiedades esenciales que las convierten

en herramientas valiosas para el estudio de curvas elipticas:

» Periodicidad: Las funciones p(z) v ¢'(z) son periodicas con un periodo funda-
mental 2. Este periodo esta relacionado con la estructura de grupo de la curva

eliptica.

= Polos y residuos: Las funciones tienen polos en los puntos 2-torsionados e, es
y es, con residuos especificos. Estos polos y residuos proporcionan informacion

sobre la estructura local de la curva.

= Relaciones de adicion: Existen relaciones algebraicas que conectan los valores
de las funciones en puntos relacionados por la ley de grupo de la curva eliptica.

Estas relaciones permiten estudiar las propiedades geométricas de la curva.

Teorema 2.2.7 Navas Orozco (2019).
Teorema de Mordell). Sea E una curva eliptica definida sobre el campo racional
Q. Si el grupo de puntos racionales de E (denotado como E(Q) ) es de rango finito,

entonces F(Q) es un grupo cilico torsion.

Lema 2.2.5 Santamarfa (2019).
Lema de Siegel). Sea F una curva eliptica definida sobre un campo numérico K y
v un punto en P'(K) (el plano proyectivo sobre K ). Si v ¢ FE(K), entonces existe un
punto u € FE(K) tal que:

[o = ul] < lv]]

donde || - || denota la norma usual en P!(K).

Teorema 2.2.8 Montoro (2024).

(Teorema de la adici6n). Sean P, () y R puntos distintos en una curva eliptica
E definidos por sus coordenadas (zp,yp),(20,yq) ¥ (Tr,yr), respectivamente. Si
P+ @Q = R, entonces:

(xp — ZI}Q)2 —Tp — xQ
ITr — €1

p(rr) =
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donde e; es uno de los puntos 2-torsionados de la curva.

Teorema 2.2.9 Rodriguez (2019).
(Teorema de duplicacién). Sea P un punto en una curva eliptica E definido por
sus coordenadas (zp,yp). Entonces, el punto 2P (la suma de P consigo mismo) tiene

coordenadas (xap,y2p) , donde:

¢ (xp)’ — 3ap
Top =
2
dzpp (p) — ¢’ (xp)”
Yop = 5

Teorema 2.2.10 Putranto (2022).
(Teorema de inversién). Sea x un valor en el dominio de la funciéon p(z). Entonces,
existe un punto tinico P en la curva eliptica E tal que x = zp, donde (zp,yp) son las

coordenadas de P.

Lema 2.2.6 Seoane (2022).
(Lema de Néron-Ogg). Sea E una curva eliptica definida sobre un campo numérico
K y v un punto en P'(K) que no estd en E(K). Entonces, existe un conjunto finito

de puntos Py, Ps, ..., P, en E(K) y un entero positivo m tal que:
o= 3Pl
i=1
donde [E] denota el divisor principal de la curva eliptica.

Lema 2.2.7 Zhao (2020).

(Lema de Manin). Sea E una curva eliptica definida sobre un campo numérico K y
v un punto en P'(K) que no esta en F(K). Si v tiene coordenadas racionales, entonces
existe un conjunto finito de puntos Pi, P, ..., P, en E(K) y un entero positivo m tal

que:
v=">_ P +mlE|
=1

donde [E] denota el divisor principal de la curva eliptica.

Lema 2.2.8 Mestre (2023).

(Lema de Mazur). Sea E una curva eliptica definida sobre un campo numérico
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K y v un punto en PY(K) que no estd en E(K). Si v tiene coordenadas racionales
y pertenece al divisor principal de E, entonces existe un conjunto finito de puntos

Py, Py, ..., P, en E(K) tal que:

v:zn:Pi
i=1

2.2.3. Isogenias complejas y las funciones modulares

Definicion 2.2.5 Boigues (2023).

(Isogenias Complejas). Sea F y E’ dos curvas elipticas complejas definidas sobre
un campo algebraicamente cerrado K. Una isogenia compleja ¢ : £ — E’' es un
homomorfismo de variedades algebraicas que induce una aplicacién continua inyectiva

entre las curvas proyectivas E y E.

Ecuaciones diferenciales:

0 (0)? = 4[p(q)° — 924" — g3

=6 [p(q)2 — g2q — %]

Definicion 2.2.6 Borras (2022).
(Polos y residuos). p(q) tiene polos de segundo orden en ¢ = 0y ¢ = 1, con residuos
—g3/2y —g3/2 , respectivamente. ¢'(q) tiene polos de primer ordenen ¢ =0y ¢ = 1,

con residuos 2¢gs v 2gs, respectivamente.

Definicion 2.2.7 Piombo (2019).

(Relacion con isogenias). Las funciones modulares estan estrechamente relaciona-
das con las isogenias complejas. Para dos curvas elipticas £y E’ con invariantes de
Weierstrass go v g3, respectivamente, existe una isogenia compleja de grado n entre
ellas si y solo si existe un niimero racional r tal que:

p(q+71) = p(q)
©'(q)

=N

Teorema 2.2.11 Santamaria (2019).
Teorema de correspondencia de Weierstrass). Este teorema establece que existe

una correspondencia uno a uno entre las clases de isogenias complejas de grado n entre
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dos curvas elipticas con invariantes de Weierstrass go v g3, v las clases de elementos

racionales r que satisfacen la relacion:

p(g+71) = p(q)
©'(q)

=N

Teorema 2.2.12 Omari (2019).
(Teorema de Torelli). Este teorema establece que cualquier isogenia compleja entre
dos curvas elipticas con invariantes de Weierstrass g» y g3 es inducida por un elemento

racional r que satisface la relacion:

p(g+7) —p(q)
©'(q)

Demostracién. Dada una isogenia ¢ : £ — E’ de grado d, se debe demostrar

= grado de la isogenia

que existe un nimero racional r tal que la relacién

plq+7r) —plq)
¢'(q)

se mantiene, donde p es una funcion que relaciona las curvas elipticas a través de sus

=d

invariantes y ¢'(¢) es la derivada con respecto a un parametro local.

= Paso 1: Estructura Modular. Para cada curva eliptica, se puede asociar un
{ parametro modular} 7 en el semiplano superior de los complejos H tal que

el discriminante A = g5 — 27¢2 se expresa en términos del j invariante:

3

. g
F) =17282%
J(E) 7283

La isogenia ¢ preserva el j-invariante en el sentido de que las curvas son iso-

morfas en el cierre algebraico si y solo si tienen el mismo j-invariante.

= Paso 2: Racionalidad de r. La existencia del nimero racional r tal que MZ—W =

d implica que las funciones de Weierstrass de las dos curvas satisfacen relaciones

especificas inducidas por la transformacion racional.

» Paso 3: Célculo de la Derivada. La derivada ¢'(q) es crucial para determinar
la tasa de cambio de los invariantes a lo largo del parametro ¢ en la curva
eliptica. Al analizar cémo la funciéon p transforma entre las curvas, el grado d

se interpreta como el factor de escala necesario para ajustar la diferencia entre

plg+7)y plq).
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Lema 2.2.9 Navas (2019).
(Lema de Igusa). Este lema establece que para dos curvas elipticas E'y E’ con
invariantes de Weierstrass g, y g3, respectivamente, si existe una isogenia compleja

de grado n entre ellas, entonces n divide el orden del grupo de puntos racionales de

E'.

Definicién 2.2.8 Huaylla (2023).
(Expansion de Laurent). Sea f(z) una funciéon meromorfa en un anillo A =
{z€C:r <|z— 2] < R}. La expansion de Laurent de f(z) alrededor del punto
zp es una serie de la forma:

f) =) an(z— )"

donde los coeficientes a,, se determinan mediante integrales de contorno:

_ 1 Q)
" 2mi 7{ =0y

Aqui, v es un contorno cerrado en A que rodea el punto z.

Definicion 2.2.9 Navas Orozco (2019).

(Serie de Laurent). La serie de Laurent se puede dividir en dos partes:

1. Parte Principal:

i an (z — 20)"

n=—oo
Esta parte contiene los términos con potencias negativas de (z — zg). Los tér-

minos con n < 0 representan los polos de la funcion.

2. Parte Analitica:

o0

Z an (z — 2)"

n=0
Esta parte es similar a una serie de Taylor y representa la parte holomorfa de

la funcién.
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CAPITULO III
METODOLOGIA

3.1. Introduccion

En este apartado, se presentan cada uno de los lineamientos metodologicos que
sigue el curso de este estudio, dentro del cual se detallan el diseno, tipo y método de

la investigacion en este trabajo.

3.2. Diseno de investigacion

La intervencién planificada en este estudio se caracterizdé por su diseno no
experimental, ya que no se manipulan deliberadamente las variables independientes,
sino que se observan y analizan tal como ocurren en el entorno natural, orientado a

comprender las curvas elipticas complejas. (Mendoza, 2020).

Segun el tipo fue transversal, por lo que, segtin Smith (2020), un estudio trans-

versal es un diseno de investigacion donde estudia el contenido en un solo tiempo.

En cuanto a la busqueda fue de un disefio descriptivo y analitico, segtin Herfort
(2009) fue descriptivo porque se lograron desarrollar y analizar las curvas elipticas
y los reticulos y sera analitico porque se logré analizar las funciones de Weierstrass.

(Payares, 2009).

3.3. Tipo de investigaciéon

La investigacion fue de tipo descriptivo, exploratorio y explicativo (Inacio,
2019). En su naturaleza descriptiva, implico el andlisis e interpretacion de la compo-
sicion y procesos de los fenémenos actuales en relacion con los reticulos y toros com-
plejos, asi como las funciones de Weierstrass y las isogenias complejas y las funciones
modulares asociadas en el &mbito de las curvas elipticas. En su aspecto exploratorio,

examind aspectos poco estudiados relacionados con estos temas. Ademas, en su faceta
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explicativa, buscé profundizar en el por qué de su ocurrencia y su relevancia en el

contexto de las curvas elipticas complejas.

3.4. Meétodo de investigacion

Este estudio sigui6é el método deductivo, caracterizado por su enfoque de lo
general a lo particular. Segin Cegarra (2016), el método deductivo se considera la
aproximacion mas logica para abordar y resolver problemas. Implica hacer suposicio-

nes sobre posibles soluciones al problema planteado.

3.5. Procedimiento de investigaciéon

= Lectura de documentos: En primer lugar, se realizé una lectura exhaustiva de
documentos relacionados con el tema de investigacion para comprender los co-
nocimientos existentes y establecer los antecedentes y limitaciones del tema a

estudiar.

= Desarrollo de la estructura: Luego, se desarrolld la estructura del contenido de
la investigacion. Se identificaron y clasificaron las principales categorias y temas

emergentes relevantes para el estudio.

= Analisis de la informaciéon: Se aplicé el método de anélisis cualitativo donde
se empleo la codificacion temaética, identificando patrones y relaciones entre los

conceptos.

= Bisqueda de informacion adicional: Se busco informacion en materiales fisicos
disponibles en universidades para complementar la revisién de literatura sobre

el tema.

= Orientacion del asesor: El asesor orient6 el proceso de investigacioén, proporcio-

nando guia y retroalimentaciéon en cada etapa.

= Revision y mejora: Finalmente, la documentacion fue presentada al comité eva-
luador para su revision, y se realizaron mejoras significativas en el contenido

basado en sus sugerencias.
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CAPITULO 1V
PRESENTACION DE LOS RESULTADOS

4.1. Introduccion

En este capitulo, se exploraran tres aspectos clave del analisis matemético de
las curvas elipticas complejas. Se investigara la influencia de los reticulos y los toros
complejos, se analizara el papel de las funciones de Weierstrass en el estudio de las
propiedades esenciales de estas curvas, y se caracterizaran las isogenias complejas y

las funciones modulares asociadas en este contexto

4.2. Reticulos y toros complejos

Los reticulos y los toros complejos desempenian un papel fundamental en el
analisis matematico de las curvas elipticas al proporcionar estructuras geométricas
y algebraicas que permiten estudiar sus propiedades y relaciones. Aqui se presentan

tres ejemplos de como influyen:

Ejemplo 4.2.1 Espacio de los reticulos y funciones periddicas: Un reticulo en el
plano complejo se define como un conjunto de la forma A = Zw; + Zw,, donde wy y wo
son nimeros complejos linealmente independientes. Para una curva eliptica definida
por una ecuacion de la forma y? = 423 — gy — g3, la funcion eliptica de Weierstrass
o (2; w1, ws) juega un papel crucial, es decir,

o (2;wi,wa) =%+ Z (ﬁ—%)

weA\{0}

Esta funcion es periodica respecto a los reticulos A, lo que significa que p(z+ \) = p(2)

60 9(z+ A\wi,wy) = p(z;wy,ws) para todo A € A.

Ejemplo 4.2.2 Suma de puntos en una curva eliptica: En el contexto de las curvas
elipticas definidas por la ecuacion y? = 4a®— gow — g3, la funcion g (z; wy, wy) descom-
pone el problema de sumar puntos P = (z1,y1) y @ = (22,%2) en la curva. Suponga

que Py @ corresponden a z; y z3 en el plano complejo, respectivamente.
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Para encontrar P+ () en términos de la funcion p, se puede utilizar la relacion:

P (21 +22) =p(21) +p(22)+c

donde ¢ es una constante dependiente de z;, zo, v las constantes de la curva eliptica g,
) )
y g3. Esta relacion muestra como la funciéon p permite operar con puntos en la curva

eliptica mediante operaciones simples en el espacio de los reticulos.

Ahora, considere dos vectores linealmente independientes v; = 14+17y vy = 2+
3i, donde 7 es la unidad imaginaria. Estos vectores generan un reticulo complejo como

se muestra en la definicion (2.2.1) Z2 definido por:
Z<2c = {a1v; + agvs | a1, as € Z}

Es decir, cada punto en este reticulo es una combinacién lineal de los vectores

vy y v9 con coeficientes enteros complejos a1 v as. Ahora observe el tercer ejemplo

Ejemplo 4.2.3 Si se toman a; = 2y as = —1, entonces el punto correspondiente en
C? seria:

2y — vy =21 +1) — (24 3i) = (24 2i) — (2+ 3i) = —i

Por lo tanto, —i pertenece al reticulo ZZ.

Para ilustrar el Teorema de Hermite (2.2.1) y su relacion con la influencia de
los reticulos y toros complejos en el anélisis matemaético de curvas elipticas, considere

el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.2.4 Suponga que se tiene un reticulo complejo L en C? generado por dos

vectores linealmente independientes v; = 1417y v9 = 2+4. Tome en cuenta los pasos:

1. Generacion del reticulo L. El reticulo L esta definido por:

L ={a1v1 + aguy | ay,a9 € Z}

Donde Z denota los nimeros enteros.

2. Punto z en C? Tome un punto z = 2 + 3i en el espacio complejo C2.
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3. Aplicaciéon del Teorema de Hermite. Segiin el Teorema de Hermite, para cual-
quier punto z € C?, existe un vector tnico u € L tal que la distancia Euclidiana
entre z y u es menor que cualquier otra distancia entre z y otro vector v € L
diferente de cero. En este ejemplo: z = 2 + 3i es un punto arbitrario en C2. L

es el reticulo generado por vy =141y vy =2 + 1.

4. Encontrar el vector u € L. A partir del teorema (2.2.1), se encuentra que el
vector u € L mas cercano a z = 2 + 3¢ es Gnico y satisface: ||z — ul| < ||v]]
para todo v € L\{0}. En este caso especifico, el calculo exacto de u requeriria
resolver el problema de minimos cuadrados dentro del reticulo L, encontrando
asi el vector u que minimiza la distancia Euclidiana ||z — u|| respecto a todos

los vectores en L.

Entonces,como L es el reticulo complejo en C? generado por dos vectores lineal-

mente independientes v; =141y vo =247 :

L ={ayv; + asvs | ay,a5 € Z}

Si el punto z es 2 4+ 3i. Aplicando el teorema se tiene que u = a1v; + a9
y minimizando ||z — u|| = ||2+4+ 3¢ — (a1 (1 + i) + a2(2 +4))||. Para minimizar
Iz — u||, se resuelve el sistema de ecuaciones para a; y as que provienen de

igualar las partes reales e imaginarias de z y u. Esto lleva a resolver:

2:a1+2a2
3:CL1—|—CL2

Resolviendo este sistema, encontramos a; y as. Con los valores de a; y as obte-
nidos, se calcula u :

U = A1V1 + QU2
Resolviendo el sistema se obtiene que a; = 4 y as = —1. Por lo tanto, u es:
u=4(144)—24+i)=A+4)—(2+1i) =2+ 3i.

Este u encontrado es el vector en L mas cercano al punto z = 2+ 3¢, cumpliendo

con la condicion ||z — u|| < ||v]| para todo v € L\{0}.
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Los lemas de Minkowski (2.2.1) y Siegel (2.2.2) son importantes en el con-
texto de los reticulos complejos y pueden relacionarse con los ejemplos anteriores
para entender como afectan al anélisis mateméatico de curvas elipticas. Observe los

ejemplos.

Ejemplo 4.2.5 A partir del Lema (2.2.1), considere un reticulo complejo L en C?
generado por los vectores v; = 1 4+ ¢ y v9 = 2 4 4. Donde el punto z esta dado por
z = 3444 como un punto en C2. Si aplica el lema (2.2.1), para cualquier punto z € C?,
existe un vector unico u € L tal que: ||z — ul| < \%Hz”, en este caso z =3 +4iy L

es el reticulo generado por vy y vs.

El reticulo complejo L en C? estd generado por v; = 1 +iy vy = 2+ :
L = {a1v1 + agvy | a1, a9 € Z}. Para encontrar u, se debe minimizar ||z — u|| respecto
a los vectores en L. Esto se puede abordar resolviendo el problema de minimizacién de
la siguiente forma: Dado u = ayv; 4 asvs, se necesita encontrar a; y as que minimicen

|z — u||. La distancia Euclidiana ||z — u|| se expresa como:
Iz = ull = ||z = (@101 + agua)[| = [|(3 + 4i) — (a1 (1 + ) + a2(2 + 7))

Para encontrar los coeficientes a; y ao, se resuelve el sistema de ecuaciones

generado por la igualdad de las partes reales e imaginarias de 2z y w :

3= a + 2@2
4 = ay + a9
Resolviendo el sistema se tiene que a; =5y ay = —1. Con los valores de a; y

as obtenidos, se calcula u :
u=av; + avy =5 (1+14)+ (1) (2+41)

Calculando paso a paso:

u=">5-(1+14)—(2+1)

=5+5—-2—1
=3+ 4.
Por lo tanto, con a; = 5y as = —1, el vector u en L que minimiza la distancia

|z — ul| es 3 + 4.
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4.3. Funciones de Weierstrass en curvas elipticas complejas

Las funciones de Weierstrass desempenan un papel fundamental en el estudio
y la comprension de las propiedades esenciales de las curvas elipticas complejas. Estas
funciones son periddicas y juegan un papel crucial en la teoria de funciones especiales
y en la geometria algebraica, particularmente en el analisis de curvas elipticas. Por lo
que es preciso mencionar algunos formas o ejemplos donde las funciones de Weierstrass

profundizan el estudio de estas curvas.

Ejemplo 4.3.1 A partir de la definicion (2.2.4). Dada la curva eliptica compleja E

definida por la ecuacion de Weierstrass:
y* =42’ — gox — gs,

donde go y g3 son invariantes de la curva. Lo primero que se hace es: Identificacion de
los invariantes y para esto, suponga que para esta curva eliptica especifica, se tiene

que go = 0y g3 = 1. Entonces, la ecuaciéon de la curva eliptica es:
Yy =42® + 1

Lo segundo, sera obtener los puntos 2-torsionados ey, s, e3, los cuales son aque-
llos puntos en la curva que satisfacen y?> = 4z° + 1y 2P = O (el punto en el infinito),

lo cual corresponde ay =0:e; = (0,1), ey =(0,—1), e3= punto en el infinito.

En tercer momento, se relaciona hasta el momento con las funciones de Weiers-

trass p(z) y ¢'(2). Segun la definicion proporcionada:

2% — gaz + g3
pla) = T BETB
zZ — €1
322 —
pe) = ——L —p(z) e
(z —e1)
Sustituyendo g» = 0,93 = 1, y los puntos e; = 0,e5 = —1, e3 = 00, se obtiene:
2 +1 9 1
pe) = T2 oo =22 —
322 1
/ _ 2 _ 3
@'(2) = (z —;) +1=22"—2

Por tanto, estas funciones p(z) v ¢(z) son las funciones de Weierstrass aso-

ciadas a la curva eliptica dada.



26

Para relacionar el ejemplo anterior (4.3.1) con el Teorema de la adicién teo-
rema (2.2.8) en el contexto de las curvas elipticas y las funciones de Weierstrass, se

desarrolla otro ejemplo paso a paso.

Ejemplo 4.3.2 Dada la curva eliptica F definida por la ecuacion de Weierstrass:
y® = 4a® — gyx — gs,

donde ¢» y g3 son invariantes de la curva.

1. Considere tres puntos distintos en la curva eliptica £

» P = (fp,yp)
= Q= (2q,Yq)
= R= (TR, Yr)

Segtin el Teorema de la adicion (2.2.8), si P + @ = R, entonces:

2
Irp — X —Ip — X
p($3):< Q) Q;
TR — €1

donde e; es uno de los puntos 2-torsionados de la curva eliptica.

2. Suponga que tiene los siguientes puntos en una curva eliptica especifica:

» P=(1,2)
= Q=(3,4)
" R=P+Q

Para encontrar R, se utilizan las formulas de adiciéon en la curva eliptica:

—Ip —XQ

2 3 2
R (vo —yp)” — (zg —xp)” — g21g — g3
R Irp —XqQ

Para el ejemplo numérico:

P=(1,2), Q=(34)
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Calcule R usando las formulas de adicion en la curva eliptica. Sustituyendo los

valores especificos:

Por lo tanto, xz = 0. Una vez calculado R, se verifica que el Teorema de la

adicién se cumple. Es decir, calcule p (zg) y compruebe si coincide con:

_(ap—mQ)’ —ap— g
p(I'R) - )
TR — €1

donde e; es uno de los puntos 2-torsionados de la curva eliptica. Ahora, calculan-

do g (xg) utilizando la funcién de Weierstrass asociada a la curva eliptica dada por

y* = 41 — gox — gs.

Para nuestro ejemplo numérico, supongamos g» = 0 y g3 = 0 para simplificar
los calculos, entonces la ecuacién de la curva eliptica es y?> = 423, La funciéon de
Weierstrass p(2) se define como: p(z) = & + D wer\ {0} (ﬁ - ﬁ), donde A es el

22

reticulo asociado a la curva eliptica.

Para xp =0 :
1 1 1
0) == ——=].
0 -5+ > (-7
weA\{0}
La suma sobre el reticulo A da el valor especifico de p(0). Por lo que en este
ejemplo, zp = 0,2p = 1,2¢ = 3, y e; es un punto 2-torsionado. Ahora calculando

ambos lados de la ecuacion se tiene:
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Lado derecho: ,
(zp — Q)" —zp — 79
TR — €1

Sustituyendo los valores:

(1-32-1-3 (-22-1-3 4-1-3 0

0—0 0 N 0 0

El resultado % es una indeterminaciéon, por lo que necesitamos revisar la situa-

cion para entender como abordar este calculo.

Lado izquierdo: Para calcular el lado izquierdo, se necesita la funcion de Weiers-
trass p(z). En este caso, considere la forma general de la funcion de Weierstrass para

una curva eliptica definida por y? = 423 — gox — gs.

Sin embargo, dado que el lado derecho resulta en una indeterminacion, y sa-
biendo que p(z) se vuelve infinita en los polos del reticulo, tenemos que analizar esto
cuidadosamente. La situacion indica que el punto de evaluacién xp = 0 estd en el
polo de la funcién (z). En otras palabras, o(0) no esta definido porque se trata de
una singularidad de la funcion de Weierstrass, lo que refleja que estamos tratando

con un punto singular en la reticula.

4.4. TIsogenias complejas y las funciones modulares asociadas

en el ambito de las curvas elipticas complejas

Para abordar la caracterizacion de las isogenias complejas y las funciones mo-
dulares asociadas en el &mbito de las curvas elipticas complejas, es importante primero
entender algunos conceptos fundamentales en la teoria de las curvas elipticas defini-

cion (2.2.5).

Ejemplo 4.4.1 Suponga que tiene dos curvas elipticas 'y E’ dadas por las siguientes
ecuaciones de Weierstrass: Para F : y?> = 2% — 42 + 1. Aqui, go = —4 y g3 = 1. Para

E:y =23 —4x+2. Aqui, go = —4 v g3 = 2.
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Suponga que existe una isogenia compleja ¢ : E — E’. Esta isogenia se defi-
ne como un homomorfismo de variedades algebraicas. Fn términos de la funcién de
Weierstrass, la isogenia podria estar asociada a un cambio en los invariantes gs y g3

de la funciéon p(q).

Para F, las ecuaciones diferenciales de Weierstrass son:

¢ (q)* =4 [p(q)° +4¢* — ¢

dQZ(f) =6 [@(Q)Q +4q + 1}

2

Para E’, las ecuaciones diferenciales de Weierstrass son:

¢ (@) =4 [p(q)® + 4¢* — 2q]
dqu(;]) =6 [p(q)” +4¢g + 1]

La isogenia ¢ induce una relacién entre las funciones p(q) y ¢'(q) correspon-
dientes a las curvas E'y E’. Dado que las funciones p(q) y ¢'(¢) satisfacen diferentes
ecuaciones diferenciales, la isogenia debe transformar adecuadamente estas funciones

y sus derivadas.

Ahora, considerare la Definicion (2.2.6) de Borras sobre polos y residuos en el

contexto de la funcion p(q) de Weierstrass.

Ejemplo 4.4.2 Considere una funciéon de Weierstrass p(q) con los invariantes gs y
g3. Usualmente, la funcion de Weierstrass se asocia con un reticulo A en el plano

complejo y estd definida como:
1 1 1
o =2+ ¥ (Zop )
T éavoy (g-w)? w

La derivada de la funcion de Weierstrass se denota como ¢'(q) y satisface la

ecuacion diferencial de Weierstrass:
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En cuanto a los Polos y Residuos de @(q). La funcion p(gq) tiene polos de
segundo orden en los puntos ¢ = 0 y ¢ = 1. Estos polos son inherentes a la estructura

de la funcion de Weierstrass debido a su definicion y a la periodicidad del reticulo A.

1. Eng=0:
1
9(q) = —  (componente principal)
q
2. Eng=1:
plg—1) = CEE (componente principal)
q —

En consecuencia los residuos en ¢ = 0y ¢ = 1 segin la definicion (2.2.6) dada,
los residuos de los polos de segundo orden en p(g) son —% en ambos ¢ =0y ¢ = 1.

Son:

1. Eng=0":

¢'(¢) ® —— ( componente principal )
q

2. Eng=1:¢'(¢g—1) =~ —(qfl)g ( componente principal )

como los residuos de los polos de primer orden en ¢'(¢) son 2g3 en ambos ¢ = 0
y ¢ = 1. Para verificar la naturaleza de los polos y los residuos, considere la serie de
Laurent como se muestra en definicion (2.2.9) de p(q) y ¢'(q) en los alrededores de

los polos. Para p(g) en ¢ =0 :

p(q) = — + (términos regulares)
q

El residuo en un polo de segundo orden es el coeficiente del término é en la

expansion de Laurent de p(q), definicion (2.2.8). Dado que no hay término % en p(q),

los residuos para p(q) son efectivamente —%.

Para ¢'(¢) en ¢ =0:

¢'(q) = —— + (términos regulares)
q

El residuo en un polo de primer orden es el coeficiente del término % en la

expansion de Laurent de ¢/(¢). Dado que no hay término % en ¢'(q), los residuos para

©'(q) son efectivamente 2gs.
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CAPITULO V
CONCLUSIONES

5.1. Introduccion

En este capitulo se presentan los resultados pertinentes sobre el logro de los ob-
jetivos planteados al inicio de la investigacion, al igual que se destacan otros aspectos

que generan posibles lineas de investigacion.

5.2. Conclusiones finales

En este trabajo de investigacion se hizo el analisis que permitié identificar la
influencia de los reticulos y toros complejos en el analisis matematico de curvas elip-
ticas. Ademas, se examiné el estudio de las propiedades esenciales como el caso de:
periodicidad, polos y residuos y la relacion de adiciéon de las curvas elipticas comple-
jas a través del andlisis de las funciones de Weierstrass. Ademas, se caracterizaron las
isogenias complejas y las funciones modulares asociadas en el ambito de las curvas

elipticas complejas.

En base a los toros y reticulos complejos, se llegd a la siguiente conclusion:
los reticulos, definidos como A = Zw; + Zw, con w; y wo complejos linealmente in-
dependientes, y la funcion eliptica de Weierstrass o (z;ws,ws), peridédica respecto a
A, fueron fundamentales para la descripcion de curvas elipticas. La adicién de puntos
en estas curvas se simplifica mediante p (21 + 22) = p (21) + p (22) + ¢, donde c¢ fue
una constante. Ejemplos especificos mostraron como vectores generadores de reticu-
los, vy = 1 +1y vy = 2+ 3i, permitieron determinar puntos en el plano complejo.
Segtin el Teorema (2.2.1) de Hermite, existe un vector inico u € L para cualquier
z € C? que minimiza ||z — ul|. Los lemas (2.2 .1) y (2.2.2) de Minkowski y Siegel,
respectivamente, permitieron encontrar vectores que minimizan distancias en estos

espacios.

En base al estudio de las funciones de Weierstrass en curvas elipticas complejas,
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se destaco su papel fundamental en la teoria y la geometria algebraica. Estas funcio-
nes, periodicas y esenciales para describir curvas elipticas, se ilustraron en ejemplos
especificos como la ecuacion y? = 42 + 1, donde se identifico puntos 2-torsionados y
se utilizaron las funciones p(z) y ¢'(2) asociadas. La aplicacion del Teorema (2.2.8)
y el ejemplo (4.3.1) de la adicion demostr6 como p(z) facilita la suma de puntos en
la curva eliptica, aunque se observo que ©(0) presenté una singularidad debido a la

estructura del reticulo asociado.

En el ambito de las curvas elipticas complejas, el andlisis de las isogenias com-
plejas y las funciones modulares asociadas revel6 conexiones significativas entre las
curvas definidas por ecuaciones de Weierstrass. Estudiando isogenias como homomor-
fismos entre variedades algebraicas, se exploré como modifican los invariantes go y g3
de las funciones p(q) correspondientes, esenciales para entender las diferencias en las
ecuaciones diferenciales que satisfacen las funciones p(q) v ©'(q) en curvas diferentes
como F y E'. Se examinaron también los polos y residuos de estas funciones: p(q)
presenta polos de segundo orden en ¢ =0y ¢ = 1, con residuos de —%, mientras que

©'(q) tiene polos de primer orden en los mismos puntos con residuos de 2gs.

5.3. Lineas futuras de investigaciones

Como lineas futuras de investigacion se pueden considerar diversas areas tema-
ticas que representan oportunidades significativas para explorar y desarrollar nuevos

conocimientos y aplicaciones.

1. Analisis de distribucién de ceros y propiedades analiticas de funciones zeta com-

plejas. Sea ((s) la funcion zeta de Riemann definida por la serie:

[e.e]

((s) = Z%, para  R(s) > 1

n=1
2. Analisis de distribuciéon de valores propios y propiedades geométricas de varie-
dades riemannianas. Sea M una variedad riemanniana, A el operador laplaciano

en M, X\ es un autovalor y u es una funciéon propia correspondiente

Au+Adu=0
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Anexo A. Simbologia

Esta lista incluye varios simbolos y notaciones matematicas empleados en el
contenido, acompanados de sus respectivos significados. La simbologia matemaética
desempena un papel crucial al expresar de manera concisa y precisa las ecuaciones y

conceptos relacionados con el anélisis de curvas elipticas complejas.

1. A: Reticulo en el plano complejo.
2. wy,wsy: Vectores linealmente independientes que generan el reticulo A.
3. p(z; w1, ws): Funcion eliptica de Weierstrass.
4. Z: Conjunto de ntimeros enteros.
5. C: Conjunto de niimeros complejos.
6. Z%: Reticulo complejo en C2.
7. v1,vy: Vectores generadores del reticulo complejo
8. Z2.
9. ay,ay: Coeficientes enteros complejos que generan puntos en ZZz.
10. z: Punto en el espacio complejo C2.
11. wu: Vector en el reticulo L mas cercano al punto z.
12. | - |: Norma Euclidiana. go, g3: Constantes de la curva eliptica.
13. g2, 93 : Invariantes de la curva eliptica en la ecuacién de Weierstrass.
14. ey, eq, e3 : Puntos 2-torsionados de la curva eliptica.
15. p(z) : Funcion de Weierstrass asociada a la curva eliptica.
16. ©'(z) : Derivada de la funcion de Weierstrass.

17. P,@, R : Puntos en la curva eliptica F.
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19.

20.

21.
22.
23.
24.

25. q : Parametro en la funcién de Weierstrass y en el contexto de las isogenias.

Reticulo asociado a la curva eliptica.

oo : Punto en el infinito en la curva eliptica.

IIT

Tp,Ypr,TQ,YQ, Tr,Yr : Coordenadas de los puntos P, (), R respectivamente en

la curva eliptica.

E,E" : Curvas elipticas complejas definidas por ecuaciones de Weierstrass.

¢ : Isogenia compleja entre dos curvas elipticas F'y F’.

©(q) : Funcion de Weierstrass asociada a la curva eliptica.

©'(q) : Derivada de la funcion de Weierstrass.

Anexo B. Cronograma

Este cronograma detalla las fechas importantes relacionadas con la entrega y

evaluacion del anteproyecto, la elaboracion del proyecto completo, la presentacion de

la tesis, y la entrega final del trabajo.

Cronograma de estudios

Entrega del anteproyecto

28 al 30 de Junio

Evaluacion del Anteproyecto

1 al 3 de Julio

Observaciones de jurados

4 al 9 de Julio

Elaboracién del proyecto completo

15 al 20 de Agosto

Presentaciones de exdmenes de tesis

2 al 3 de septiembre

Entrega de final

25 al 30 de septiembre
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