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Resumen

La presente investigacion, posee como objetivos fundamentales, generar fractales, median-
te las aplicaciones de los métodos de Halley y Whittaker, utilizando polinomios cuadraticos

y cubicos, y caracterizar los fractales obtenidos mediante un anélisis grafico.

En consecuencia, se organizard en cinco secciones, en las que se abordan aspectos como:
los antecedentes relacionados con la linea de investigacion, la presentacion del problema,
su justificacion y los limites establecidos. Ademads, se incluird un marco de referencia que
introduce los conceptos claves para el desarrollo del estudio. Posteriormente, se describira
la metodologia utilizada, se presentaran los resultados obtenidos y, por ultimo, se exponen

las conclusiones que responden a los objetivos planteados.

Posee una metodologia, enmarcada en el método deductivo, porque se parte de aspectos
generales, para alcanzar conclusiones particulares, al mismo tiempo es de tipo analitica-

exploratoria, y su enfoque pertenece al tipo cualitativo.
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Se construyeron fractales usando los métodos iterativos de Halley y Whittaker en el soft-
ware Mathematica 13.2, demostrando la viabilidad de generar estas complejas imagenes
geométricas con estos métodos. Se analizaron los fractales resultantes, revelando que el
método de Halley es mas rapido pero genera fractales menos interesantes en comparacion
con el método de Whittaker. Se realizaron pruebas con diferentes polinomios para respal-
dar esta conclusion. Este estudio sugiere que los fractales pueden tener aplicaciones en
el anélisis de métodos numéricos y puede abrir nuevas oportunidades de investigacion en

diversas areas cientificas.



CAPITULO 1
INTRODUCCION

1.1 INTRODUCCION

En este capitulo se presentan un conjunto de investigaciones, que guardan estrecha
relacion con el tema de esta investigacion, las cuales funcionaran como marco de investiga-
cién , para el desarrollo de este proyecto. Las investigaciones en cuestion, constituyen los
antecedentes historicos y académicos, las cuales hacen referencia, a los métodos de Halley

y Whitatker, asi como la teoria de los Fractales.

Otros de los elementos que conforman este capitulo son, el planteamiento del pro-
blema, objetivos, justificacion de la investigacion y los alcances de la misma, elementos

que ilustran, lo que se persigue conseguir con este proyecto.

1.2 Antecedentes.

1.2.1 Antecedentes historicos.
1.2.1.1 Antecedentes historicos de la teoria de fractales

Segun Peitgen (1992), los origenes de la teoria fractal se remontan al siglo XIX,
con las ideas de Henri Poincaré, quien inici6 el estudio formal de los sistemas dindmicos.
Posteriormente, diversos cientificos matemdticos como: G. Cantor, W. Sierpinsky, H. Von
Koch, G. Peano y D. Hilbert trabajaron con distintos aspectos de esta teoria. La teoria de
los fractales no se desarroll6 independiente de otras disciplinas, dicha teoria nace de se-
cuencias matematicas que datan a finales del siglo pasado. El problema de dimensién era
crucial para la caracterizacién de conjuntos de puntos, curvas, superficies y volimenes. A
medida que se definia este importante concepto, se creaban por los mismos matemaéticos,
conjuntos de puntos o curvas que contradecian dichas definiciones. Estos matematicos con-
tribuyeron notablemente a elucidar el concepto de dimension y el nacimiento de una nueva

herramienta de investigacion: la teoria de fractales, aunque ellos nunca lo supieron.



De acuerdo a Mandelbrot (1982), en su libro: La geometria fractal de la naturaleza.
El desarrollo cronoldgico de los conceptos y técnicas que constituyen la teoria de fractales,
ocurrio desde diferentes vertientes. El desarrollo historico de dicha teoria no presenta una
estructura estrictamente lineal ya que esta se ha nutrido de los matematicos : N. Wiener, B.

Mandelbrot, L. F. Richardson y de otras disciplinas muy diversas.

Perrin (1913), fue uno de los cientificos que observaron y publicaron con respecto
a objetos familiares de forma irregular o interrumpida, quien afirmé, que si bien las fun-
ciones derivables son las mds simples, las mas faciles de manejar, constituyen a su vez la
excepcion, o bien si se prefiere un lenguaje geométrico, las curvas que no admiten tangen-
te son la regla, y las curvas regulares, tales como el circulo, son casos interesantes, pero
particulares y como ocurre la mayoria de las veces, aquellas personas que se les habla de
curvas tangentes o funciones sin derivada piensan que la naturaleza no presenta tales com-

plicaciones y que no nos sugiere esas ideas.

Rodriguez (1995), plantea que Mandelbrot es considerado como el padre de la geo-
metria fractal. Sin embargo se piensa que varios de los fractales y su descripcion vienen
de las matematicas clésicas, ademds varios matematicos del siglo pasado inventaron algo-
ritmos especiales para su creacidn, tales como: Cantor (1872), Peano (1890), Sierpinski
(1916), solo por nombrar unos pocos. Es verdad que aquella matematica jugd un papel

importante en los conceptos de Mandelbrot para la creacion de la nueva geometria.

1.2.2 Antecedentes historicos del método de Halley

De acuerdo con Eggen(2023), Edmund Halley nace el 8 de noviembre segin el
calendario gregoriano y 29 de octubre segun calendario juliano en el distrito de Haggerston,
ciudad de Londres, muere el 14 de enero de 1742 en Greenwich, Inglaterra. Este fue un
astronomo, matemdtico y fisico inglés, quien realizé el calculo de la 6rbita del cometa
Halley. Fue amigo de Isaac Newton y miembro de la Royal Society.

En correspondencia con Scavo y Thoo(1995), Halley qued6 impresionado por el



trabajo del ingenioso profesor de matematicas Thomas Fautet de Lagny, quien publicé un
libro en Paris en 1692, donde present6 férmulas que servian para la extracion de raices de
potencias puras, de manera especial, la raiz cuibica. El resultado que impresion6 a Halley

fue el de la raiz de v/a3 + b con a, b € Z el cual se encuentra entre

ab a a> b 3
T — — + — >b>0 1.1
a+3a3+b Y 2—1— 4+3a para a > (1.1)

Estas féomulas fueron nombradas por Halley como férmulas racional e irracional, respecti-
vamente. Cada caso es especial, sin embargo, Halley prefiri6 la fomula irracional antes que
la racional debido al gran divisor que posee €sta ultima, lo que significa que dificultaria el

trabajo del calculo en algunas aplicaciones.

De acuerdo a Ezquerro(2001), Halley inicié su demostracion de la férmula de Lagny
tratando de conseguir un término corrector ¢ de forma que (a+¢)3 = a® + b lo cual lo lleva
ab = 3a’c+ 3as? + 3. obviando el término 3 quedando expresado como b ~ 3a’c + 3as?

de donde se pueden tener cdlculos aproximados para € como se muestra a continuacién
€
— et —=c¢ (1.2)
ER ———— 1.3
3a? + 3ae (1.3)
luego al reemplazar (1.2) en (1.3) se obtiene

b ab

£~ =
b 3a® +b
3a2 + 3a—
a? + az

.. la aproximacion para la forma racional de Lagny estaria dada por:

ab

3 3 b%
@t 3a3 +b

(1.4)

Usando esta notacién, definiendo f(z) = 2® — a® — b y tomando z, = a, entonces la

expresion (1.4) corresponde a lo que seria el primer paso del Método de Halley expresado



de la siguiente forma:

B 2 f(xn)
T T S o) () -
de donde
Lyz, — f@n) f"(20) (1.6)

['(@n)?
Segtn Scavo y Thoo(1995), Halley también admiraba el trabajo del matemaético francés del
siglo X VI, Francois Viéte, popularizador de lo que més tarde se conoceria como el méto-
do de Horner una técnica de aproximacion iniciada por varios matematicos chinos en el
siglo XII. El método de Viéte, como se le suele llamar, es un algoritmo lineal convergente
similar al método de la Biseccion y se le puede aplicar a cualquier polinomio que por lo
menos tenga una solucidn real. También se puede usar para producir valores iniciales del
método de Newton-Raphson y de otros métodos interativos de orden superior, algo que
el mismo Halley podria haber hecho. Al parecer, el método de Viéte fue un importante
precursor del método de Halley y de los métodos de busqueda de raices en general co-
mo el Newton-Raphson. Halley, al escribir su articulo en el afio 1694, aparentemente no se

percat6 de que su método hacia uso de las derivadas o fluxiones, como €l lo habria llamado.

De acuerdo con Kollerstrom (1992), ésto no es sorprendente considerando que fue
Simpson en 1740 quien conectara las derivadas con el método de Newton-Raphson; lo que
es verdaderamente sorprendente es que Brook Taylor reconociera la derivada para el méto-
do de Halley en 1712, Feigenbaum (1985), es decir, noté lo que Halley no habia logrado
comprender: que los coeficientes en los ejemplos de Halley estdn directamente relaciona-

dos con las derivadas sucesivas del polinomio original.

A pesar del gran avance que tuvo Taylor, no pudo lograr una férmula general para el
método de Halley. Quien pudo obtener este gran alcance un siglo después fue Schrodinger,
al derivar la funcién de iteracién lo que conocemos hoy en dia como el método de Halley.
En su articulo Schroder E. (1870), hace mencion a la férmula del Halley de una manera

muy pasajera debido a que estaba interesado en las funciones de interacion orden superior,



por consiguiente Kobal(2002), en un articulo publicado en 1891 presentd la derivada de
la féormula de Halley pero por desgracia ésta qued6 confusa . Luego, Frame(1944) tuvo
éxito al derivar por primera vez la funcidn de interacién usando el polinomio de Taylor de

segundo grado.

1.2.3 Desarrollo Historico del Método de Whittaker

Segin Westma(1982),“Edmund Taylor Whittaker’naci6 el 24 de octubre de 1873,
el hijo mayor de John Whittaker y su esposa Selina, hija de Edmund Taylor, M.D. Obtuvo
una beca de ingreso al Trinity College, Cambridge, en diciembre de 1891, y se colocé como
segundo gobernador en los tripos matematicos de 1895. Fue elegido miembro de Trinity en
octubre de 1896, se incorporé al equipo y recibi6 el Primer Premio de Smith en 1897.

En 1906 Whittaker fue nombrado profesor de astronomia en la Universidad de
Dublin, con el titulo de Astronomo Real de Irlanda.En la primavera de 1912 fue elegi-
do para la citedra de matemadticas en la Universidad de Edimburgo. Un pequeiio grupo
de documentos deben su existencia al hecho de que Edimburgo es uno de los principales
centros de seguros de vida. Whittaker formé amistades con muchos de los actuarios com-
prometidos en ella, quienes le contaron varios problemas matematicos que habian surgido
en su experiencia, principalmente relacionados con la interpolacion, el ajuste de curvas y
la probabilidad. Al interesarse en la teoria de la interpolacion, intentd responder algunas de
sus preguntas fundamentales. Si los valores de una funcién analitica f () que corresponden

a un conjunto de valores equidistantes de su argumento es decir

a,a+w,a—w,a+2w,,a—2w,a+3w...

son conocidos, entonces podemos escribir una tabla de diferencias”’para la funcion.
Se puede decir que todas las funciones analiticas que dan lugar a la misma tabla de dife-
rencias son cotabulares; cualquier dos funciones cotabulares son iguales entre si cuando
el argumento tiene cualquiera de los valores, a,a + w,a — w, ... pero en general no son
iguales entre si cuando el argumento tiene un valor no incluido en este conjunto.”

En la teoria de la interpolacion se introducen ciertas expansiones para representar



la funcién f(x), para valores generales de x, en términos de las cantidades que ocurren en

la tabla de diferencias: por ejemplo, la férmula de Newton-Gauss

x—aAf(a)+(:c—a)(29!(:w—2a—w)

f(z) = fla) + A%f(a) + ...

No hay ninguna razén a priori por la cual esta expresion represente f(x) en preferencia a

cualquier otra funcion del conjunto tabular con f(x); y asi surgen dos preguntas:

» ;Cuadl de las funciones del conjunto cotabular estd representada por la expansion

Newton-Gauss?

= Dada cualquier funcién f(x) que pertenece al conjunto cotabular, jes posible cons-
truir a partir de f(z) una expresion analitica simple para esa funcién del conjunto

cotabular que se representa mediante la expansion de Newton-Gauss?

Estas preguntas fueron respondidas en un documento publicado en 1915. Se demostré que
existe una funcién que pertenece al conjunto cotabular, y que, cuando se somete al andlisis
de Fourier, no tiene constituyentes periddicos de periodo inferior al doble del intervalo
tabular w: y que esta funcién estd definida de forma tnica por el conjunto. El lo llamé
la funcién cardinal del conjunto. Entonces la respuesta a la primera pregunta es que la
funcion representada por la expansion Newton-Gauss es la funcion cardinal: la respuesta a
la segunda pregunta es que la funcién cardinal esta representada por la serie

< f(a+ nw) sen{%(w —a— nw)}

>

n=—oo

(v —a—nw)

1.2.4 Antecedentes académicos de la teoria de fractales aplicando métodos iterativos

Rubiano (2007), public6 una investigacion sobre el método de Newtom, matematica
y fractales, donde aborda el problema concerniente a la iteracion de una funcion de variable

compleja.

Bermudez (2009), realiz6 un estudio sobre los métodos iterativos de alto orden pa-

ra ecuaciones no lineales, donde hace referencia al método de Chebyshev, analizando las



aproximaciones a las raices y la eficiencia de cada método iterativo.

Penkova (2011),estudi6 los métodos interactivos que permiten obtener las solucio-
nes a ecuaciones no lineales, y consigui6é una familia de variantes del método de Newton
mediante cualquier cuadratura de Gauss. De igual modo resalta que estos métodos son mul-

tipasos y que el orden de convergencia puede variar desde el orden seis hasta el diecisiete.

Garcia (2013), realizé una investigacion sobre el método de Chebyshev para el
célculo de las raices de polinomios no lineales, donde se tratan todas las generalidades
del método y sus caracteristicas al resolver ecuaciones no lineales, lo que implicé el estu-
dio de polinomios en el campo de los complejos, los cuales de acuerdo a su estudio, son

capaces de generar fractales.

Maldonado (2016), hace referencia a métodos numéricos para resolver ecuaciones
y problemas de optimizacion no lineales, donde destaca el uso del método de Chebyshev
para la solucién de problemas no lineales.

Rosario (2019), indica que en el ambito de los nimeros complejos, el método ite-
rativo de Chebyshev exhibe un mayor grado de caos en comparacion con otros métodos,

como el método de Newton, ya que este ultimo presenta menos incidencias de fractales.

Ventura(2022), Indica que el método de Newton es menos cadtico que el método

Chebyshev al momento de general los fractales.

1.3 Planteamiento del problema

Los fractales son objetos geométricos con propiedades interesantes, como la auto-
similitud, que los hace repetirse a diferentes escalas. La naturaleza fractal se encuentra en
muchas estructuras naturales y fendmenos, como las costas, los arboles y las nubes, lo que

ha llevado al estudio y comprension de estos objetos mediante ecuaciones no lineales.

Sin embargo, debido a su naturaleza abstracta, con dimensiones no necesariamente



enteras y su generacion matematica basada en nimeros complejos, representan un desafio
significativo para su estudio.

En el ambito de las matematicas, una de las areas mas estudiadas se enfoca en de-
terminar soluciones para ecuaciones no lineales del tipo g(z) = 0, las cuales son conocidas
por ser fundamentales en diversas disciplinas cientificas. La resolucion de estas ecuaciones
puede variar significativamente en dificultad, siendo algunas relativamente sencillas, mien-

tras que otras implican un alto grado de complejidad.

Es esencial destacar que existen numerosas situaciones en diferentes campos cientifi-
cos que dependen en gran medida de la capacidad de resolver este tipo de ecuaciones. Ante
la necesidad de afrontar estos desafios, muchos matematicos han trabajado en el desarrollo
de métodos iterativos que permiten aproximarse a soluciones para distintos tipos de ecua-
ciones no lineales y compleja. Estos métodos iterativos son una herramienta valiosa que
ofrece la posibilidad de obtener soluciones cercanas y precisas, incluso en casos donde
la resolucion exacta no es factible. Un fascinante ejemplo que ilustra la importancia y el
impacto de estas ecuaciones en la ciencia y otros campos es la teoria de fractales.

Uno de estos métodos es el método de Halley, un algoritmo ampliamente cono-
cido utilizado para resolver ecuaciones en el campo de los nimeros reales y complejos.
Este método logra aproximaciones precisas de las raices de manera mas eficiente que otros
métodos con un menor nimero de iteraciones. Otro método menos conocido es el método
de Whittaker, que utiliza un algoritmo casi idéntico al anterior.

En base a lo mencionado anteriormente, cabe destacar que se ha demostrado que
varios métodos iterativos son capaces de generar fractales cuando las soluciones de las
ecuaciones en cuestion pertenecen al campo de los nimeros complejos. Es por esta razén

que surgen las siguientes interrogantes:

= ; Se podran generar fractales, mediante la aplicacion del método de Halley y Whit-

taker ,utilizando polinomios cuadraticos y ctbicos?

= ; Cudles caracterizaciones a partir de las zonas de convergencia se podrian realizar

utilizando los fractales generados?



n ; Cuadles de estos dos métodos mencionado seria el mejor generador de fractales?

1.4 Justificacion

Esta investigacion se enfoca en la generacion de fractales utilizando los métodos de
Halley y Whittaker, con el objetivo de proporcionar un documento que contribuya al campo
actual de las matematicas y la geometria. A través de estos métodos, se busca resaltar la

belleza de los enfoques numéricos mediante la creacion de fractales.

La razén principal de llevar a cabo este trabajo de tesis en el campo de los fractales
se debe a la amplia relevancia de las matematicas en el mundo globalizado, que se relaciona
con todas las areas del conocimiento y abarca todos los aspectos de la vida. Por lo tanto,
este estudio se lleva a cabo con el propdsito de profundizar y ampliar el conocimiento sobre

los fractales, con el fin de cumplir con estos objetivos.

Es sabido que los fractales forman parte integral de la convivencia de la humanidad
y de la propia naturaleza, y se encuentran representados en diversas formas como figuras,
arboles, nubes, agricultura, medicina, entre otros. Por lo tanto, debido a su gran importan-
cia, surge el interés en comprender mas sobre ellos.

Es por estas y otras razones que se emplean las herramientas matematicas con méto-
dos iterativos, para obtener un mayor y mejor dominio en este campo crucial del conoci-

miento.

1.5 Objetivos

1.5.1 Objetivo general

Analizar los fractales generado con los Métodos de Halley y Whittaker

1.5.2 Objetivos especificos

= Caracterizar los fractales obtenidos mediante un anélisis grafico.
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= Utilizar los polinomios de orden superior para generar fractales, mediante la aplica-

cién de los métodos de Halley y Whittaker.

= Comparar los fractales generados por cada método Halley y Whittaker.

1.6 Alcances y limites

En esta investigacion, se examinan los fractales que se generan mediante el uso de
los métodos de Halley y Whittaker, centrdndose especificamente en polinomios de grado 2
hasta 5 cuyas raices pertenecen al campo de los nimeros complejos. El estudio se enfoca
en analizar las diferentes caracteristicas de estos fractales, prestando especial atencion a las

regiones de convergencia.
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CAPITULO 11
MARCO REFERENCIAL

2.1 Introduccion

En este apartado se exponen una serie de conceptos fundamentales necesarios para
la demostracion y el avance del objetivo general de la investigacion. Estos conceptos se
han tomado de la tesis doctoral de Garcia (2013) titulada “El método de Chebyshev para el
célculo de las raices de ecuaciones no lineales”. Cabe destacar que aquellos conceptos que

no se obtuvieron de dicha fuente han sido debidamente citados.

2.2 Marco teodrico

2.2.1 Caosy Sistemas cadticos

El caos y los sistemas cadticos no implican necesariamente desorden en el sentido
literal y popular de la palabra; los sistemas no lineales son sistemas irregulares, altamente
imprescindibles, que se manifiestan en muchos dmbitos de la vida y la naturaleza, pero
que no se puede decir que tengan comportamientos sin ley, dado que existen reglas que
determinan su comportamiento aunque estas sean dificiles de conocer en muchas ocasiones

(Almendro, 2003).

2.2.2 Clasificacion de los puntos fijos

Sea z* € C un punto fijo de una funcién racional R. Se dice que z* es

Superatractor si R/(z*) = 0.

Atractor si |R/(z*)| < 1.

Indiferente si |R'(z*)| = 1.

Repulsor si |R'(z*)| > 1 (Garcia, 2013).
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2.2.3 Conjunto de Julia

El conjunto de Julia de una funcién holomorfa f estd constituido por aquellos pun-
tos que bajo la iteracion de f tienen un comportamiento cadtico. EL conjunto se denota
J(f) (Garcia, 2013).

2.2.4 Convergencia de una sucesion

Una sucesion x,, es convergente cuando existe y es finito lim,, ,, z,,. Si dicho limite
es infinito, la sucesion es divergente, y si no existe, la sucesion es oscilante (Martinez,

2016).
2.2.5 Cuenca de atraccion
Sea ¢ un punto fijo atractor de R(z). La cuenca de atraccién de s es el conjunto:
B(s)={z € C: R"(2) = ¢}

cuando n — oo. La cuenca de atraccién de un punto fijo atractor ¢ de R(z), denotado por
B*(s), es la componente conexa de B(s) que contiene a ¢. Si zy es un punto periédico

atractor de periodo n de R(z), la cuenca de atraccion de la drbita, orb(z) es el conjunto

B( orb(z)) = nUO RI(B(z))

Donde B(z;) es la cuenca de atraccion de z, que es el punto fijo de R", y su cuenca

inmediata de atraccién es el conjunto.

n—1
B(orb(z)) = | R/(B*(z)), (Garcia, 2013).

J=0
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2.2.6 Fractal

Un fractal es un conjunto matemaético que puede gozar de auto similitud a cualquier
escala, su dimension no es entera o si lo es, no es un entero normal. El hecho de que
goce de auto similitud significa que el objeto fractal no depende del observador para ser en

si(Mandelbrot, 1982).

2.2.7 Conjunto de mandelbrot

Es una sucesién numérica contenida entre el intervalo (0, 2), la cual es obtenida tras

evaluar la funcién f, = z? + c. con z y ¢ complejos (Mandelbrot, 1970).

2.2.8 Convergencia de una sucesion

Una sucesion z,, es convergente cuando existe y es finito lim,, , ., x,. Si dicho limite
es infinito, la sucesion es divergente, y si no existe, la sucesion es oscilante (Martinez,

2016).

2.2.9 Fractales lineales

Es aquel que se origina a través de la iteracion infinita de un proceso geométrico
bien especificado. Este proceso geométrico elemental, que es generalmente de naturaleza
muy simple, determina perfectamente la estructura final, que muy frecuentemente, debido
a la repeticion infinita que se ha efectuado, tiene una complicacion aparente extraordinaria.
Normalmente los fractales son autosemejantes, es decir, tienen la propiedad de que una
pequeiia seccion de un fractal puede ser vista como una réplica a menor escala de todo el

fractal. (ver Anexo 1, Anexo 2 y Anexo 3) (Valdez, 2016).

2.2.10 Fractales no lineales

Son aquellos que estdn formados por los numeros complejos, debido a esto se les
designa el término de cadticos. Estos fractales son generados por computadoras y creados
por el hombre, como lo son el Conjunto de Mandelbrot y el Conjunto de Julia, entre otros

(ver Anexo 4 y Anexo 5)(Vildez, 2016).
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2.2.11 Funciones holomorfas

Son funciones que se definen sobre un subconjunto abierto del plano complejo Cy
con valores en C, que ademds son complejo-diferenciales en cada punto (Garcia, 2013).
2.2.12 Geometria Dinamica

La expresion geometria dindmica se refiere a construcciones de objetos matemati-
cos empleando herramientas digitales que permiten el arrastre y la deformacion, conser-
vando invariantes ciertas propiedades geométricas que se les ha asignado en el proceso de

construccion, (Costa & Sombra, 2019).

2.2.13 Grado de R(z)

Sea R : C — C una funcién racional sobre la esfera de Rieman (C = C U c0),

es decir, R(z) = 58 , donde P(z) y Q(z) son polinomios complejos sin factores comunes

(Garcia, 2013).

2.2.14 Iterando n-ésimo

Sea f : C — C una funcién y z € C, la raiz de dicha funcién. Se define el
iterando n-ésimo f" de f mediante f° = Id, donde Id es la funci6n identidad en C, y
f"*1 = fof™. En la expresion previa, fof™ indica una composicién de funcién, que tiene

el valor, fof™(z) = f(f"(2)), (Garcia, 2013).

2.2.15 Mathematica

Es un programa utilizado en 4reas cientificas, de la ingenieria, matematica y areas
computacionales. Originalmente fue concebido por Stephen Wolfran, quien continta sien-
do el lider del grupo de matematicos y programadores que desarrollan el producto en Wol-

fran Research (Wolfran language, 2015).
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2.2.16 Orbita de 2

Para z € C definimos su Orbita como el conjunto

orb(z) = z, R(2), Ra(2), ..., Rg(2), ...,

donde R* indica la composiciéon de R consigo misma £ veces, R* = Ro...R (Garcia, 2013).

2.2.17 Orbita de un punto periédico

La 6rbita de un punto periddico estd constituida por los n diferentes puntos z, R(z), Ra(2), ...

y al conjunto de estos n puntos se le llama 6rbita periddica de periodo n(o n — ciclo)

(Garcia, 2013).

2.2.18 Orden de convergencia

Sea una sucesion {z,,}, _, que converge a z* con X,, # z* paratodon € N y sean
p>0yc>0.8i,
, |J7n+1 - {E*| _

lim —— =0,

n—00 |xn — x*|
entonces se dice que la sucesion x,, converge a z* con orden de convergencia p, y una cons-
tante de error asintdtica c. Si p = 1,2, 3,4, 5, se dice que es de orden lineal, cuadrético,

cubico, cuartico y quintico respectivamente (Diloné, 2013).

2.2.19 Punto fijo

Se dice que z* € C, es un punto fijo de R(z) si R(z*) = z* (Garcia, 2013).

2.2.20 Punto periodico

Un punto periddico de la funcién R de periodo n > 1 es un punto z, € C tal que
R™(z) = 20y R?(20) # 2o para0 < j < n. Obsérvese que si zy € C es un punto periédico

de periodo n > 1, entonces 2, es un punto fijo de R" (Garcia, 2013).
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2.3 Descripcion del método de Halley

El método de Halley es un algoritmo numérico el cual puede ser utilizado para

resolver ecuaciones no lineales de la forma:

f(z)=0 (2.1)

para el cual produce valores que por medio a su aproximacion se espera que muestren el
valor esperado para la solucién de la ecuacién. también este método puede ser expresado

de la siguiente forma

2f(xn) f'(2n)
2 [f/(xn)}Q - f(l’n)f”(xn)’

n=0123... (2.2)

Tpy1l = Tn —

otra forma que se utiliza para expresarlo es la conexidad logaritmica en la cual su expresion

resulta de la siguiente forma

o 1 f(zn) B
Tptl = Tn (1—;Lf(:cn)> F(zn) n=0,1,2,3... 2.3)

Partiremos de estas situaciones y de Diloné (2013) para asi deducir la descripcién del men-
cionado método, el cual se puede manejar por distintas técnicas que a traves del tiempo le

han permitido multiples aplicaciones a las funciones, entre los cuales se encuentran:

2.3.0.1 A partir del desarrollo de Taylor

Dado el siguiente polinomio de Taylor de segundo grado

fl/($n>
2!

($ - xn)gv

f@) = fan) + f'(zn) (2 — 20) +

donde z,, es una raiz aproximada de (2.1). Aqui el objetivo es determinar un punto x,,.1

dondela grafica de f(x) corta a X lo que seria resolver la siguiente ecuacion:

f"(xn)

2| (xn+1 - mn)Za (24)

0= f(zn) + f'(@n)(Tns1 — 2n) +
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si factorizamos el término (z,, 11 — z,,) de la ecuacion (2.4) se obtiene

0= Flan) + @ngs = 2a) (£10) + 38" @) w0 = 2))

luego

f'(wn) + 5 ") (Tng1 — )

Si se aplica la correccion de Newton _f (@n) v asf aproximamos la diferencia de Tyl — Tn
f'(zn) +

Tpn+1 — Tp = —

se obtiene que

o 2@ @) 2 )
T2 (@) = flwa) () " 2= Ly(wn) f(wa)

lo que seria la funcién de iteracién del método de Halley.

2.3.0.2 Construccion Geométrica: Método de las Hipérbolas Tangentes

Aparentemente fue Salehov el primero en sugerir que la funcién iteracion de Halley

podria derivarse usando una funcidn racional osculante de la forma

y(r) = ag;icb (2.5)

Sabiendo que una curva osculatriz de una funcién f en z,, es aquélla que satisface la ecua-
cion

y®(z,) = F®(z,), para k =0,1,2. (2.6)

De acuerdo con Scavo(1995) donde por conveniencia se utiliza una ecuacion equivalente a

(2.5) de donde surge:
(x —x,) + ¢

a(r —x,) + b’ @.7)

y(z) =
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Si combinamos las ecuaciones (2.6) y (2.7) se puede obtener el siguiente sistema de ecua-

ciones:

b = f(xn)
h—
g = S
2 —b
a(abcg ) _ f//(xn)
cuya solucion seria:
B _f//(l'n)
© T R fE ) .
2f"(xn)
b .
2P — [ I7(2) 2
c 2f(zn) f'(20) (2.10)

2f" ()% = fwn) f"(2n)

Ahora bien, si se toma la ecuacién (2.7) como una nueva aproximacion produciria una

interseccion con el eje y, es decir si y(z,.1) = 0, entonces se tiene que:
Tpyl =Ty — C (2.11)

luego sigue que al sustituir la igualdad (2.10) en la (2.11) se puede obtener:

R T
T 2 L) Fla)

Lo cual seria la ecuacion presentada en (2.3)

2.3.0.3 Interpolacion Exponencial, otra interpretacion Geométrica

Esta técnica esta basada en un desarrollo presentado por Kawar, en el cual uti-
liza una interpolacién mediante funciones exponenciales y polinomiales. Sabiendo que

la aproximacién de una funcién f(x) por una funcion oculatriz y(z) de tal forma que
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v/ (z,) = f7(x,), para j = 0, 1,2, de donde se considera una curva
y(z) = ") bz — x,) + ], (2.12)

donde los pardmetros a determinar son a, b, y c.
Ahora bien, si se denota la interseccion con la abscisa de la curva (2.12) por 41,

se tendrd que y(z,+1) = 0, por lo que:

C
Tn4+1 = Tm — 5

Luego para que el método deseado tenga convergencia cuadratica se debe de cumplir que

y(an) = f(2n), ¥ (zn) = ['(zn),

lo que nos lleva a las siguientes igualdades ¢ = f(z,), b = f'(z,) — a. En conclusion, se

obtiene la familia uniparamétrica

o) —efad R (2.13)

Tpni1 = Tp —

Para que el método presentado en (2.13) tenga convergencia cubica , se debe exigir que

y//(xn) — f/l)

o lo que seria

a f(xn) = 2af"(2n) + " (2n) = 0 (2.14)

si se toman los valores de a # 0, pero muy proximos a este, para asi depreciar el término a?
el cual esta dado en la ecuacion (2.14). Luego se puede obtener una solucién aproximada

de la siguiente forma
B f//( mn)
a 2f"(xn)

(2.15)

a
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Si se sustituye la expresion (2.15) en la (2.13) se puede obtener

2 f(zn)
2— Ly(zn) f'(@n)

Tpy1 = T —
la cual expresa el método de Halley

2.3.0.4 A partir de la interpolacion racional inversa

Para este caso se considera resolver una ecuacién de la forma f(z) = 0, conside-
ramos la funcién que a cada x le hace corresponder y = f(x), denotando asf a la funcién
inversa como = = ¢(y), para luego llegar a una solucién aproximada de f(x) = 0, los
cuales se transforman en la aproximacion de de la inversa x = ¢(y), en la cual se aplica
el desarrollo de Taylor. Cabe destacar que esta idea se le atribuye matematico ruso Pafnuty
Lvovich Chebyshev. Retomando el problema de la interpolacion inversa y asumiendo una

aproximacion de ¢(y) por una funcién racional de la forma

m(y—y0)+a_ /
¢(y)—m—3(y)

de donde ¢™*) (1y) = R*¥) (1), para cada k = 0, 1, 2, de donde sigue que

(21" (o) + 2o f"(w0)) (y — yo) + 23170]0,(1'0)2
J"(20)(y — o) + 2f"(0)?

R(y) =

Si tomamos una nueva aproximacion para un x; = R(0) sigue que

—f(w0) (2 (20) + zo f" (w0)) + 20 f'(20)*
—f(xo) f" (o) + 2f'(20)? ’

T =

después de operar adecuadamente, se puede escribir el método de Halley que se presenta
en (2.3)

2 f(x0)
2 — Ly(wo) ['(x0)

Tr1 = Ty —
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2.3.0.5 Utilizando fracciones continuas

Esta es una idea que fue presentada por Frame para la obtencion de método de Ha-
lley. En el cual se se debe obtener un € y su posterior desarrollo en serie de potencias.
Puesto que este procedimiento es una forma idéntica al de la interpolacion inversa conti-
nuaremos con la misma notacién de = = ¢(y) para cada y = f(z). El término corrector &

es de la forma:

e = r—1x0=¢0)— d(yo) = chl/k

k>1
_ . [l vyt 3f"(wo) = f"(wo)f'(x0) 5
2f"(zo) 6f"(zo) o
donde r representa la solucion de f(x) = 0, v = ]{,((‘ZOO)) ye, =1, ¢ = —%, y asi

sucesivamente. Desarrollando en fracciones continuas el el desarrollo del término corrector

sera:
a
e=>cF =by+ - , (2.16)
k>1 by + a3
by + a;
by +...———
bj + pjn
donde
— a;
P T o

Dependiendo de las diversas fracciones continuas y del lugar donde se trunque a la fraccio-
nes presentada en (2.16), se obtendran diversos procesos iterativos. Para nuestro caso, de-
bemos truncarla en el segundo término y calcular a a;. Ahora bien, as es el primer término

del desarrollo en serie de potencias de p;, Como:

CI/ J—
Py = — PL_ —cov + (e — eV + ...
P1
Luego ay = —cov = —@. Por tanto,
ay 2 f(x0)

£~ = — ,
1 + a9 2 — Lf(l’o) f’(l’o)
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obteniendose asi el término corrector del método de Halley.

2.3.0.6 Acelerando el método de Newton.

Uno de los problemas que intentan resolver los procesos iterativos es el de aproxi-
mar la solucién de una ecuacion de la forma f(x) = 0. En ocaciones existen casos en los
que es preferible resolver una ecuaciéon modificada de la forma f(z)g(z) = 0, donde g(z)
es una funcién convenientemente elegida, la cual debe cumplir que no se anule en un en-
torno de la raiz buscada, lo cual serd que si r es tal que f(r) = 0, entonces g(z) # 0 en un
entorno de r. Para nuestro caso debemos aproximar la solucién de una ecuacioén empleando
el método de Newton, lo ideal es que la funcidn sea una recta, puesto que en este caso la
solucidn exacta se obtendra en la primera iteracién. Sabiendo que en la préctica no tiene
mucho sentido usar el método de Newton para resolver una ecuacion lineal, ya que , los
métodos iterativos se usan para resolver ecuaciones no lineales. La idea que fue sugerida
por Browm(1977), de que podemos usar la funcién g(z) para linealizar lo mas posible la
ecuacion f(x)g(x) = 0. El cual comprobé que un aumento de la linealidad de la ecuacion
en un entorno de r, tiene incidencia en la velocidad de convergencia del método de Newton.

De acuerdo con Gerlach(1994) el cual demuestra que cuando se aplica el método de
Newton a una ecuacion de la forma ¥ = 0 en donde la solucién r debe cumplir que V' (r) #
0,9"(r) =0y ¥"”(r) # 0, en lo cual el método de Newton alcanzaria la convergencia de
orden tres el cual su orden de convergencia es de dos. Bajo las condiciones que impone por
Gerlach, ; Qué forma tiene el método de Newton ?

Si¥(z) = f(x)g(x), buscamos a g(x) de manera que ¥”(r) = 0. As{

f(r)g(r) +2f'(r)g'(r) = 0.

Al resolver esta ecuacion diferencial salvo, constantes multiplicativas, se llega a que la

solucidn es:
1

fi(x)

Por lo que, la idea de Brown y Gerlach consiste en aplicar el método de Newton a la funcion

g(w) =
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U(z) = . De donde se obtiene:

U(z) 2 f(zn)

Vi) " 2= Ly(e,) f(wn)

Tpnt1 = Tp —

expresion que bajo las condiciones de aceleracion impuestas por Browm y Gerlach, el

método de Newton se convierte en el de Halley presentado en la expresion (2.3).

2.3.0.7 A partir de iteraciones de Laguerre.

Este es un conocido método para encontrar las raices de un polinomio. En la cual se
considera la la derivacion logaritmica de un polinomio p(z) de grado n, con raices reales

1 < 29+ < x,,delaforma

d
Luego si denotamos a; = VA= yB = o se llega a
x

de p(x)? - o

. d (58)  p@)? - plap () _ Z": % — anaf,

de una forma equivalente
nai —2Aa; — (n —1)B+ A* <0
Luego se puede decir que a; se encuentra situado entre las raices de la ecuacion:

nu? —2Au — (n — 1)B + A% =0, (2.17)
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Luego la Idea de Hansen(1977) fue la de sustituir por fuciones cualesquiera, el grado del

polinomio por un pardmetro A en la expresion (2.17), manteniendo asi la notacién

PP
fo PN e

La iteracion que aparece en el trabajo de Hansen(1977) es

B A f(@)
14 /(1= N1 = A+ ALy(x)) (@)

(2.18)

Si racionalizamos el deonminador de la expresion (2.18) nos arrojarias

ry =

_1i¢u—mu—A+xM@»f@)
2-A—(1=NLs(x)  fl(z)

ahora bien, si tomamos el pardmetro de A = 0 y elegimos el signo positivo en el numerador

llegariamos al mencionado método de Halley el cual puede verse en la expresion (2.3).

2.4 Descripcion del método de Whittaker

En el andlisis numérico uno de los problemas mas importantes es localizar las raices

de la ecuacion

f(z)=0 (2.19)

Donde f : [a,b] C R — R es una funcién diferenciable con raices simples, por lo que, si
f(a) = 0 entonces f'(«) # 0.

Sea x* una raiz simple de la ecuacién (2.19) Esta raiz se puede determinar como un
punto fijo de alguna funcién de iteracién g : [a, b] — [a, b] , es decir, g(x*) = z* por medio

del método de iteracién de un punto

Tpr1 = 9g(x,), n €N (2.20)
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donde g es una funcién de la forma:

g(x) =z + ()

y xo € [a, b] es un valor inicial de la ecuacién 2.19 y esta dada por

f(@n)
T = Tn = ooy (2= Lylaa). (2.21)
1
donde z € [a,b]y L := W en un intervalo que contiene xy, en el que la primera
x

derivada de f tiende a cero.
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CAPITULO 111
DISENO METODOLOGICO

3.1 Introduccion

A continuacién, se presenta la metodologia utilizada durante el desarrollo de esta
investigacion, tomando en cuenta el disefio, tipo y método de investigacion. De donde se

ha tomado como referencia las definiciones de Hernandez (2010).

3.2 Marco metodolégico

3.2.1 Diseiio de la investigacion

Esta investigacion, de acuerdo a la busqueda de las causas se considera no experi-
metal ya que posee un disefio analitico, puesto a que se analizan en sus partes los métodos
de Halley y Whittaker asi como la teoria de fractales, para de esta forma, conocer la natura-
leza y composicién de los mismos . En torno al tiempo de estudio, el disefio es transversal,

porque se desarroll6 durante un tiempo definido.

3.2.2 Tipo de investigacion

El presente estudio se constituye en una investigacion de tipo analitica-exploratoria.
Exploratoria, porque en principio se documentd un tema que ha sido poco estudiado an-
teriormente y analitica, porque se analizaron las diferentes caracteristicas de los fractales

generados por los métodos de Halley y Whittaker.

3.2.3 Método de la investigacion

Para esta investigacion se utilizé el método deductivo, porque parte de aspectos
generales de los métodos de Halley y Whittaker y la teoria de fractales, para llegar a con-

clusiones particulares de los mismos.
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3.2.4 Enfoque de la investigacion

La presente investigacion posee un enfoque cualitativo, debido a que se analiz6 en
sus partes, los métodos de Halley y Whittaker y la teoria de fractales, tomando en cuenta las
caracteristicas que definen a cada uno de los mismos. De igual forma, solo se presentaron

los elementos caracteristicos de cada imagen fractal.

3.3 Procedimientos

Para realizar esta investigacion: primero se dio lectura a documentos relacionados
con el tema de investigacion, con la finalidad de comprender las informaciones existentes
dentro de esta y asi establecer los antecedentes y limitaciones del tema objeto de estudio.
Luego se procederd a programar, los métodos de Halley y Whittaker en el software Mathe-
matica, de modo tal, que se pudieran introducir diferentes polinomios pertenecientes al
campo de los complejos y luego estos generaron diferentes imdgenes, denominadas frac-
tales. Una vez obtenidas estas imadgenes, se realizard un andlisis de los elementos que las

componen.
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CAPITULO IV
PRESENTACION DE RESULTADOS

4.1 Introduccion

Este capitulo aborda conceptos que impactan la faceta analitica de los fractales y las
imagenes generadas utilizando el software Wolfram Mathematica, version 13.2. Se explo-
ran los enfoques del Método de Halley y Whittaker para este propdsito. Ademds, se ofrece
una interpretacion y andlisis exhaustivo de estas imdgenes, fundamentando relaciones cru-

ciales entre la imagen resultante y el método empleado.

4.1.1 Planos dinamicos y de convergencia

La cuenca de atraccion es un objeto matematico que se relaciona con los fractales
de muchas maneras. En general, se define como el conjunto de puntos en el espacio de los
parametros que convergen a una Orbita periodica en el espacio de las soluciones. Los planos
de convergencia son utiles para comprobar el comportamiento de una familia de métodos
iterativos cerca de puntos fijos extrafios. El espacio de convergencia se obtiene asociando
cada punto del plano con valores reales de a; (eje X) y by (eje Y). Se han usado 8002800

combinaciones diferentes de a; y bs.

Imagenes Fractales Generada por el Método de Halley y Whittaker

Como se observa en la figura 4.1, el dominio se subdivide en dos regiones y cada
region es una zona de convergencia para la raiz que contiene, en la cual los puntos rela-
cionados al color rojo convergen al punto (0,7) y los puntos relacionados al color Cian
convergen al punto (0, —i), al cronometrar el tiempo de ejecucion en el método de Halley
se obtiene 21.875 seg y en el de Whittaker 176.266 seg, cabe destacar que la imagen gene-

rada por Halley no es un fractal.

Como se observa en la figura 4.2, al igual que 4.1 el dominio se subdivide en dos
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(a) Método de Halley (b) Método de Whittaker

Figura 4.1: Fractal generado por el polinomio 22 + 1 con el uso de los métodos
iterativos

(a) Método de Halley (b) Método de Whittaker

Figura 4.2: Fractal generado por el polinomio 522 + 3z — 8 con el uso de los
métodos iterativos Halley y Whittaker

regiones para el método de Whittaker y en una sola para el método de Halley, cada region
es una zona de convergencia para la raiz que contiene, en la cual los puntos relacionados
al color rojo convergen al punto (1, 0) y los puntos relacionados al color Cian convergen al

punto (— 8 0), ambas raices mencionadas es la representacion del método de Whittaker, al

5
cronometrar el tiempo de ejecucion en el método de Halley se obtiene 10.1094 seg y en el

de Whittaker 84.7188 seg, en este segundo caso Halley solo genera una imagen.

Se puede observar que la figura 4.3, se encuentra seccionada en tres partes y cada
una de ellas esté representada por un color, donde el color rojo se relaciona con la raiz 1402

1 3 1 3
el azul a la raiz —3 + 72 y el color verde con 5~ 72‘, en el metodo de Whittaker se
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'
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(a) Método de Halley (b) Método de Whittaker

Figura 4.3: Fractal generado por el polinomio z® — 1 con el uso de los métodos
iterativos Halley y Whittaker

puede observa que los puntos de las fronteras en las secciones tienen un comportamiento
cadtico, en general estas zonas se conocen como conjunto de Julia y las zonas pintadas de
un solo color como conjunto de Fatou. El tiempo de ejecucion del método de Halley fue de

28.578125 segundo, mientras que el de Whittaker seria de 149.34375 segundo.

-3 -2 1 0 1 2 3

(a) Método de Halley (b) Método de Whittaker

Figura 4.4: Fractal generado por el polinomio z (22 — 3) con el uso de los méto-
dos iterativos Halley y Whittaker

El polinomio presentado en estos fractales de la figura 4.4, es un polinomio cubico
con ciertas caracteristica de solucién para cada unos de los métodos aca presentado, para
la creacion del fractal del método de Halley se presentan dos colores el rojo y el color Cian
que representa la cuenca de atraccion, para el método de Whittaker se presentan tres colores

diferentes, cada uno de ellos representa una raiz, al igual que en la aplicacién de Halley,
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en este caso el color verde compone una solucién que es (—+/3,0i), el azul el cual es el
cian en Halley es la raiz (0,0¢) y el color rojo es (v/3,0i), en este proceso de obtencién
del gréfico fractal la figura 4.4a llevé un tiempo de 28.4063 seg y de la figura 4.4b le tom6
194.313 seg.

En este contexto especifico de la raiz (0, 07), se podria denominar “fractalidad de
cuencas limite”, lo cual implica una mayor complejidad para caracterizar las imégenes y, al
mismo tiempo, conduce a soluciones particulares como los puntos fijos. Habitualmente, los
limites de cuencas fractales se asocian con el método de Newton; sin embargo, gracias a la
descripcion del polinomio ctbico presentado previamente, se responde a una pregunta que
se habia planteado en investigaciones anteriores acerca de la posibilidad de obtener limites

de cuencas fractales mediante enfoques numéricos distintos.

0

R T o 1 2 sty 5 = 5 ; z g -
(a) Método de Halley (b) Método de Whittaker (c) Método de Whittaker con au-
mento de Zoom de 8

Figura 4.5: Fractal generado por el polinomio 2% — 2z + 2 con el uso de los
métodos iterativos Halley y Whittaker

El patrén fractal generado por la ecuacion polinémica z* — 2z + 2, representado
en la Figura 4.5, muestra una franja distintiva de color azul al hacer un aumento de 8x. Se
hace evidente que el método de Whittaker no logra converger al resultado deseado en este
caso.

En el contexto tedrico de esta investigacion, las lineas que conectan los limites de
separacion y las cuencas de atraccion se denominan 6rbitas z (orb(z) para z € C). Estas
lineas revelan comportamientos intrigantes y excepcionales, dando lugar a formaciones in-

trincadas dentro de las lineas mencionadas. Basicamente, constituyen fractales puros, con
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todas las caracteristicas definitorias asociadas al concepto de fractales. Esta conclusion se
obtuvo a través de un andlisis visual de los resultados adquiridos. Cabe destacar que una
de las caracteristicas distintivas de los fractales es la autosimilitud, un rasgo que esta au-
sente en algunas de las imédgenes obtenidas mediante observacion directa. Sin embargo,
al examinar el grafico del polinomio z* — 22 — 4 bajo una ampliacién 6ptima de Sz,
emergen estructuras similares a flores. Estas estructuras estdn compuestas por colores co-
rrespondientes a las raices individuales. El aspecto intrigante de estas formaciones es su
repeticion indefinida a medida que la imagen se amplia ain més, un fenémeno conocido

como autosimilitud.

(a) Método de Halley (b) Método de Whittaker

Figura 4.6: Fractal generado por el polinomio z* — 1 con el uso de los métodos
iterativos

En la figura 4.6, se puede apreciar como esta dividida en cuatro partes, cada una re-
presentada por un color especifico. El color rojo esta asociado con la raiz 1 + 0z, el violeta
con laraiz 0 + ¢, el verde con —1 + 0z y el color Cian con 0 — ¢ . Nuevamente al emplear el
método de Whittaker , se nota que los puntos en las fronteras de las secciones exhiben un
comportamiento cadtico, ya que en el mismo se nota como el color rojo en el centro de la
flor es expandidos hacia otros lado. El método de Halley tomé 33.1406 segundos para eje-

cutarse, en comparacion con los 179.625 segundos requeridos para el método de Whittaker.

Como se puede observar en las figuras 4.7 en el método de Halley (a) tiene tres
colores, aunque el polinomio 2% + 22 — 1 tiene 4 soluciones, lo cual se puede ver en la

aplicacion del método de Whittaker (b) con 4 colores distintos, en ambos se puede notar lo
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(c) Método de Halley con aumento de (d) Método de Whittaker con aumento de
Zoom de x8 Zoom de 8

Figura 4.7: Fractal generado por el polinomio z* + 22 — 1 con el uso de los
métodos iterativos

que seria la cuenca fractal en la aplicacién de Halley aparece como una bellota entrelazada
entre si la cual se puede apreciar en (c), en la aplicaciéon de Whittaker se puede ver con tres
forma de flores diferentes, cabe destacar que en el mismo se muestra un circulo de color
rojo al hacer el Zoom de z8 que el método no converge a la solucién el mismo se atrae
y se expande creando separacion hacia donde convergen la solucién del mismo. La raices

buscada en en este polinomio son 0 + % (\/5 + 1), de tal forma como se observa en la
figura (a) y (b), azul y violeta respectivamente, 0 — % (\/3 + 1) en este caso el color verde

y el cian en Whittaker, la raiz —, / % <\/3 — 1) + 0 representa el rojo de lado izquierdo de la

cuenca de atraccion del método de Halley y verde lim6n en Whittaker y % (\/3 — 1) +0
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el lado derecho en los mencionados métodos con el color rojo. Observando que esta es la

solucion que se logro expandir tanto en Halley como en Whittaker.

(a) Método de Halley (b) Método de Whittaker

Figura 4.8: Fractal generado por el polinomio z° — 1 con el uso de los métodos
iterativos

Enlafigura 4.8, se puede apreciar como estd dividida en 5 partes, cada una represen-
tada por un color especifico con la linea de la cuenca de atraccion hacia donde convergen
las raices. Nuevamente al emplear el método de Whittaker para analizar esta imagen frac-
tal, se nota un comportamiento cadtico al igual que la figura generada en 4.6 , ya que en
el mismo se nota como el color rojo en el centro de la flor . El método de Halley tom6
20.5781 segundos para ejecutarse, en comparacion con los 99.9219 segundos requeridos

para el método de Whittaker.
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CAPITULO V
CONCLUSIONES

5.1 Introduccion.

En el presente capitulo, se ponen en evidencia el conjunto de conclusiones obteni-
das en esta investigacion, las cuales guardan estrecha relacion con los objetivos planteados
en la misma, al igual que se destacan otros elementos que generan posibles lineas de inves-

tigacion.
5.2 Conclusiones

Se construyeron fractales, mediante la programaciéon de los métodos iterativo de
Halley y Whittaker en el software Mathematica 13.2, demostrando asi, la posibilidad de
generar estas imagenes geométricas complejas, con los elementos anteriormente mencio-

nados.

Se lograron analizar los fractales generados, mediante una interpretacion grafica, en
la cual se puso en evidencia, la fiabilidad de los métodos iterativos, al igual que la explica-

cioén de los elementos que componen los fractales.

Lo mencionado en el andlisis, implica, que el método iterativo de Whittaker es una
técnica mas complicada y de convergencia mas lenta en comparacion con el de Halley . El
mis Funciona mejor que el método de Whittaker para su propdsito previsto, que es encon-
trar soluciones a las ecuaciones, pero su convergencia mas rapida significa que los fractales
que genera son en realidad menos interesantes. Ejemplos de esto se tiene al resolver los
polinomios z(z? — 3) y 2% — 2z + 2(ver Figura 4.4, 4.5) con los dos métodos y bajo la

misma programacion, como se muestra en el capitulo anterior.

Es necesario destacar, que la conclusion vista anteriormente, no se obtuvo Unica-

mente por los ejemplos mostrados, sino que se realizaron diferentes pruebas, a diversos
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polinomios. Ambos métodos pueden generar los fractales pero el de Whittaker genera me-

jor fractal que el de Halley, ya que, este tiene una convergencia algo cadtica en la solucion.

El andlisis realizado en la presente investigacion, pone en evidencia un conjunto de
aplicaciones que puede tener el uso de los fractales para el analisis de métodos numéricos,
al igual que cuando se relaciona lo expresado en este trabajo con otras investigaciones, ge-
nera la expectativa de que el andlisis fractal puede ser aplicado a otras dreas cientificas. Por

estas razones, se ilustran a continuacion algunas ideas para futuras investigaciones.

5.2.1 Futuras Lineas de Investigacion

= Estudiar el comportamiento de la sucesiones generadas por los métodos de Halley y
Whittaker cuando se aplican a funciones singularidades o puntos criticos y analizar

algun tipo de estructura fractal o cadtica.

= Explorar la aplicacién de los métodos de Halley y Whittaker a problemas de inge-
nieria, fisica o biologia que involucren ecuaciones no lineales con soluciones fracta-
les(Atractor de Lorenz, el problema del péndulo doble, el problema del crecimiento

tumoral) .
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Programacion de los Métodos de Newton y Halley en el Software Mathematica Para

la Generacion de Fractales

ejecutar RutinasRaices|g) := Block],
hallaRaices = N Solve[g|z] == 0, z];
numRaices = LengthlhallaRaices;
Do|raiz|k| = hallaRaices|[k, 1,2]], k, 1, numRaices);
posicionRaiz = Compile|z,c omplex,
Block[eps = 10.0¢ — 3), k, numLocal = numRaices,
Forlk =1,k <= numLocal, k + +,
I f[Abs|z — raiz[k]] < eps, Return[k]|
J;
Return|0]
I
raiz(),c omplex
]
]

Este fragmento de c6digo define una funcion llamada ejecutar RutinasRaices que
encuentra las raices de una funcién g[z] == 0y las almacena en variables indivi-
duales. También define una funcién compilada llamada posicion Raiz que busca la

posicion de una raiz especifica en relacion con un argumento complejo z

calcular Funcionlteradoralg metodoy := Block],
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f = Compile|z,c omplex,

Evaluate[Simpli fy[metodo[g, z|]|

En este cddigo define una funcién llamada calcular FruncionlIteradora que toma una fun-
cién g y un método de iteracion metodo como argumentos. La funcién crea una
funcién compilada f que evalia el método de iteracién en g y z, donde z es un

numero complejo. La expresion resultante se simplifica y se almacena en f.

iter Raices = Compilelx, g eal, y,r eal, maxIter,; nteger,
Block|z, contador, r,
z =z +y* I;contador = 0;r = posicionRaiz|z];
contador + +; z = f[z];r = posicionRaiz|z]
J;
Return|r]

I

[l,c omplex, posicionRaiz[},; nteger

]

Para este codigo se define una funcion compilada llamada iter Raices que realiza
iteraciones utilizando la funcién f y la funcién posicion Raiz en un punto dado
(x + y * I). Realiza iteraciones hasta que se cumpla una condicién de parada: r no

sea igual a 0 o se alcance el nimero méaximo de iteraciones (maxIter). El resultado
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final se devuelve como 7.
Ademais se establecen diferentes pardmetros, que pueden permitir, la aparicion de
diferentes tipos de puntos, como lo son, puntos fijos, puntos atractores y super-

atractores.

Compiled Function[11,13.2, 5468|
Blank[Real],
Blank|Real],

Blank[Integer], 3,0,0,3,0,1,2,0,0,2,0,3,
False, 1,0,2,0,2,0,1,
omplex|0.,1.],4,0,0,1,2,0,5,
0.,3.0,2,4.7.3,3,0,11,1,2,2,17,2,0, 2,
11,0,2,1,14,1,2,1,6, 1, 2,

47, posicionRaiz,4,0,1,2,0,3,24,3,1,0,2,0,4, 25,
2.0,1,5,1,3,3,2.5.2,3,2,3.9.6,2, 4,12,
4,5,6,6,6,2,47, f,4,0,1,4,0,2,8,2,1,

47, posicionRaiz,4,0,1,2,0,6,6,6,3,3,—14,1, 1,
Function[z,y, maxIter,

Block|z, contador, r,

z = x + yComplex|0, 1]; contador = 0;r = posicionRaiz|z]; W hile|
And[r == 0, contador < maxIter],

Increment|contador]; z = f|z];r = posicionRaiz|z]|; Return|
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r]]], Evaluate]

En este conjunto de comandos, se compila la funcidn, la cual arroja un conjunto finito de
valores, acordes al nimero de iteraciones, donde también destacan elementos, como
la posicion de las posibles raices en la grafica. Es decir, el cédigo proporcionado
define una funcién compilada que realiza iteraciones utilizando f y posicion Raiz
en un punto dado (z + yComplez|0, 1]). El bucle While se ejecuta hasta que se
cumpla una condicién de parada: r no sea igual a 0 o se alcance el nimero maximo

de iteraciones (maxter). El resultado final se devuelve como r-.

fractal Raices|centro lado maxIter resolucion) :=
Block[Messages = |,
xaxMin = centro[[1]] — lado/2, xaMaz = centro[[1]] + lado/2,
yyMin = centro[[2]] — lado/2, yyMax = centro|[2]] + lado/2,
DensityPlot[iter Raices[z,y, maxIter],
x,xxMin, xxMax,y, yyMin,yyMazx,
PlotPoints— > resolucion, Mesh— > False,
Plot Range— > 0, numRaices,

Color Function— > Hue

]
]
//Timing

La funcién fractal Raices genera un fractal de raices utilizando la funcién compilada
iter Raices y produce un grafico de densidad utilizando DensityPlot. El tamafio

del fractal y la resolucién del gréfico se controlan mediante los argumentos lado y
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resolucion, respectivamente. El resultado del grafico de densidad se muestra uti-
lizando colores determinados por la funcién Hue. El tiempo de ejecucion de la
funcién también se mide y se muestra al final.

En otras palabras el conjunto de comando, es donde se plantean, las caracteristicas
de la grafica, que se desea obtener, incluyendo la gréifica de los puntos destacados
anteriormente, el rango de las raices y el color que se le asigna a cada posible so-
lucién de forma individual, destacando que en este caso se le asignaron colores al

azar.

glz] = 2"

En este comando, es donde se insertan los polinomios a graficar, dentro de los cuales solo
fueron evaluados, polinomios cuadréticos y ctbicos, con el objetivo de dar respuesta

a los objetivos especificos de la investigacion.

metodolg 2 =
2= (0.5 (glz]/g'[2]) = (2.0 = (g[2]/g'[2]) = g"[2]/9'[2])); (+W hittakerx)
ejecutar RutinasRaices|g;
calcular Funcionlteradoralg, metodo);

fractal Raices[—0.,0.,5.9, 25, 800]

metodolg 2 =
2= (2% gle] * g'[])/ (2% g'[2]* — glz] = g"[2]) (xHalleyx)
ejecutar RutinasRaices|g;
calcular Funcionlteradoralg, metodo);

fractal Raices[—0.,0.,5.9, 25, 800]
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En este dltimo conjunto de comandos, es donde se introducen, los métodos itera-
tivos a utilizar y el tamafo de imagen que se desea obtener, siendo este dltimo,
8002800, el cual genera un cuadro de 640000 de pixeles, los cuales poseeran las

imagenes a obtener.

Luego de digital todos estos codigos se procede a evaluar la hoja de calculo y esta generara

diferentes tipos de graficas, las cuales son consideradas fractales.
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Algunos conjuntos fractales
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Figura Anexo 1: Polvo de Cantor.

4.7

Figura Anexo 2: Curva de Von.

>

Figura Anexo 3: Triangulo de Sierpinski.
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Re[c]

Figura Anexo 4: Representacion matematica del conjunto de Mandelbrot como
subconjunto del plano complejo.

Figura Anexo 5: Conjunto de Julia, un fractal. C' = [0.285, —0.01]

Ejemplo del codigo para determinar la raices por los métodos de Halley y Whittaker
Punto de inicio 2% + 1
9(0) = 0.5 +0.1i;
Método de Halley

2(g(n -1 +1)(29(n - 1))
2(29(n —1))* =2(g(n — 1)+ 1)’

gln]=g(n) = g(n —1) —
Cédigo para generar tabla:

Print {Table Hk, g(k), g(k)* + 1} {k, 0, 10}“



k glk] glk]? +1

0 0.5+ 0.14 1.24 +0.14

1 1.90855 + 2.85202i —3.49145 + 10.8864i

2 0.499271 + 1.16719i —0.113054 + 1.16548i

3 0.00201075 + 0.973884i 0.0515537 + 0.00391648i
4 1.0817 % 1075 + 0.999995: 9.09281 % 1075 + 2.1634 * 1075
5 1.64528 10717 4 1. 0. + 3.29055 * 107174

6 0.+ 1. 0.+ 0.0

7 0.+ 1. 0.+ 0.0

8 0.+ 1. 0.+ 0.0

9 0.+ 1. 0.+ 0.1

10 0.+ 1. 0.+ 0.0

Punto de inicio 22 + 1
g9(0) = 0.5 +0.1¢;
Método de Whittaker

h(n):=h(n) = h(n — 1) —

2(h(n—1)2+1

Cédigo para generar tabla:

2(2h(n — 1)) ’

sint (Table [{k, h(k), h(k)? + 1}, {F, 0, 10}])
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2 glK] gl + 1

0 0.5+ 0.1z 1.24 4+ 0.1z

1 0.614048 — 0.367632: 1.2419 — 0.451487:
2 0.0678487 — 0.0686018: 0.999897 — 0.00930914
3 —101.795 + 94.8721 1362.54 — 19315.%
4 —63.6206 + 59.2962: 532.537 — 7544.92¢
5 —39.7608 + 37.0621¢ 208.319 — 2947.23:
6 —24.8471 + 23.1669¢ 81.6716 — 1151.267
7 —15.5241 + 14.48444 2.1999 — 449.712:
8 —9.69392 4+ 9.06074¢ 12.875 — 175.668:
9 —6.0449 + 5.675791¢ 5.32625 — 68.6192:
10 —3.75594 + 3.567841 2.37765 — 26.80127

Se utilizé un z = = + [ * y;, para determinar las raices compleja asi como también el

comando Solve de Wolfran mathematica



