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RESUMEN

El teorema de Hasse-Minkowski es un resultado importante en la teoría de

ecuaciones que establece una condición necesaria y su�ciente para la existencia de

soluciones racionales en una variedad algebraica de�nida sobre un cuerpo global. En

esta investigación se analiza el teorema de Hasse-Minkowski y su aplicación a ecua-

ciones, así como las diferentes generalizaciones y extensiones que existen.

Los objetivos de este estudio son: Identi�car si una ecuación p-ádica tiene

solución racional mediante valuación, norma y métrica. Caracterizar los grupos mul-

tiplicativos y los diferentes tipos de residuos cuadráticos en cada campo Qp. Usar las

propiedades de los módulos cuadráticos para caracterizar las formas cuadráticas en los

dominios Qv y Q. Y, Describir los resultado de aplicar el teorema de Hasse-Minkowski

a la solución de la ecuación p-ádica.
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CAPÍTULO I

INTRODUCCIÓN

En este capitulo se abordan: Antecedentes, planteamiento del problema, así

como también la justi�cación, objetivos y el alcance y límites del estudio, además, se

presentarán los resultados existentes del teorema de Hasse-Minkowski y las posibles

consecuencias de dicho teorema.

1.1. Antecedentes

1.1.1. Antecedentes históricos

Hay varias formas de abordar el estudio de los números p-ádicos. Una es la

forma original, estudiándolos como series de Laurent. Esta es la más antigua, ya que

fue así como nacieron estos números. Otra manera de estudiarlos es usando la teoría

de valores absolutos. Por último, también pueden ser estudiados mediante el uso de

límites proyectivos. Cada una de ellas tendrá ventajas y desventajas.

El matemático Hermann Minkowski (1864-1909) nació un 22 de junio. De gran

talento matemático, con sólo 19 años obtuvo el Grand prix de l'Académie des sciences

de Paris por una memoria sobre el número de maneras de escribir un entero como

suma de cinco cuadrados.

Trabajó con David Hilbert en teoría de números. Se interesó por la física, de-

sarrollando la idea de un espacio-tiempo de dimensión cuatro, que funda las bases

matemáticas de la relatividad.

El matemático Helmut Hasse (1898-1979) nació un 25 de agosto. Trabajó en

teoría algebraica de números: sus principales contribuciones fueron en teoría de cuer-

pos de clases, en la aplicación de los números p-ádicos a la teoría de cuerpos de clases

locales y geometría diofántica-existe el llamado principio de Hasse-, y en el estudio

de las funciones zeta locales.
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En 1910, Ernst Steinitz publicó su trabajo fundamental sobre teoría de cuerpos,

citando a los números p-ádicos como su mayor motivación. En ese mismo año, gracias

a los trabajos de Maurice Fréchet, Frigyes Riesz y otros, las ideas topológicas se

vuelven mas claras, esto permite tener un mejor entendimiento de los números p-

ádicos. Aún así, en este trabajo se basa en los aspectos analíticos y algebraicos de los

números p-ádicos, para ir per�lando al teorema de Hasse-Minkowski.

1.1.2. Antecedentes académicos

Arnalot (2020), en su estudio sobre �El Teorema de Hasse-Minkowski� el cual

tiene como objetivo analizar el teorema de Hasse-Minkowski para resolver vectores en

R2, en el cual se concluye que en todo cuerpo la cuadrática sobre K es un polinomio

homogéneo de grado 2, es decir, una suma de monomios de grado 2.

En este sentido Ibáñez (2021), en su estudio sobre �Principio local-global� cuyo

objetivo fue analizar el principio loca-global de cuerpo locales en R y Zp, concluye

que el principio local - global es aplicable a otras propiedades sobre el cuerpo de los

racionales. También conocer bajo que condiciones funciona el principio local - global

y en que casos no, en éste caso ver se observó porqué no funciona, y la posibilidad de

formular el principio local - global, tomando como cuerpos locales a R, y Zp, y como

anillo global a Z.

Hasse (2022) en su estudio sobre �Prefacio a la Tercera Edición. En Teoría de

Números� cuyo objetivo fue analizar comparativamente si un numéro es p-ádico es so-

lución de campos compltos. En el mismo se concluye que dos números p-ádicos están

cerca cuando su diferencia es divisible por una potencia elevada de p : cuanto mayor

es la potencia, más cerca están. Esta propiedad permitió que los números p-ádicos

codi�can la información de congruencia de una manera que resulta tener aplicaciones

de gran alcance en teoría de números.
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1.2. Planteamiento del problema

El teorema de Hasse-Minkowski es un resultado fundamental de la teoría de

números que establece que dos formas cuadráticas sobre un cuerpo numérico son equi-

valentes si y solo si son equivalentes localmente en todos los lugares, condición que

no siempre se tiene a mano, es decir, que sean equivalentes sobre cada terminación

del campo (que puede ser real, complejo, o p-ádico).

Un resultado relacionado es que un espacio cuadrático sobre un campo nu-

mérico es isotrópicosi si solo si es isótropo localmente en todas partes, o de manera

equivalente, que una forma cuadrática sobre un cuerpo numérico representa cero de

manera no trivial si y solo si esto se cumple para todos los complementos del cuerpo.

Esta situación de no reconocer de entrara que dos cuerpos sean localmente en

todos los lugares en formas cuadráticas da lugar al teorema que fue probado en el caso

del campo de números racionales por Hermann Minkowski (2019) y generalizado a

campos numéricos por Helmut Hasse (2022). La misma a�rmación es aún más general

para todos los campos globales.

Dado que la importancia del teorema de Hasse-Minkowski radica en un para-

digma novedoso para los residuos cuadráticos, se pretende responder a esta pregunta

de manera general. ¾Cómo analizar el teorema de Hasse-Minkowski aplicado a la

solución de ecuaciones p-ádicas?. Por cierto, llegados a este punto, es importante

responder a las siguientes preguntas:

1. ¾Cómo identi�car si una ecuación p-ádica tiene solución racional mediante va-

luación, norma y métrica?

2. ¾Cómo caracterizar los grupos multiplicativos y los diferentes tipos de residuos

cuadráticos en cada campo Qp?

3. ¾Cómo usar las propiedades de los módulos cuadráticos para caracterizar las

formas cuadráticas en los dominios Qv y Q?
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4. ¾Cuál es el resultado de aplicar el teorema de Hasse-Minkowski a la solución de

la ecuación p-ádica?

1.3. Justi�cación

A lo largo de los años los matemáticos han tratado de analizar como se pre-

senta el teorema de Hasse-Minkowski en las ecuaciones p-ádicas, enfocándose más en

las aplicaciones de dichas ecuaciones mediante valuación, norma y métrica.

La realización de esta investigación estriba en el hecho de realizar un análisis

a los grupos multiplicativos y los diferentes tipos de residuos cuadráticos en cada

campo Qp, así como también usar las propiedades de los módulos cuadráticos para

caracterizar formas cuadráticas en los dominios Qv y Q.

Este trabajo permitirá describir los resultado de aplicar el teorema de Hasse-

Minkowski a la solución de la ecuación p-ádica y estará a disposición de estudiantes,

profesionales y público interesado en el tema y el mismo será alojado en la Universidad

Tecnológica del Cibao Oriental.

1.4. Objetivos

1.4.1. Objetivo general

Analizar el teorema de Hasse-Minkowski aplicado a la solución de ecuaciones

p-ádicas.

1.4.2. Objetivos especí�cos

1. Identi�car si una ecuación p-ádica tiene solución racional mediante valuación,

norma y métrica.

2. Caracterizar los grupos multiplicativos y los diferentes tipos de residuos cua-

dráticos en cada campo Qp.



5

3. Usar las propiedades de los módulos cuadráticos para caracterizar las formas

cuadráticas en los dominios Qv y Q.

4. Describir los resultado de aplicar el teorema de Hasse-Minkowski a la solución

de la ecuación p-ádica.

1.5. Alcances y límites

Ésta investigación se limita al campo de la teoría algebraicas de números, la

misma tiene como alcance, hacer un análisis del teorema de Hasse-Minkowski aplicado

a las ecuaciones p-ádicas.
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CAPÍTULO II

MARCO REFERENCIAL

En este capítulo se muestran algunos conceptos, de�niciones, ejemplos y teo-

remas útiles para comprender la presente investigación y que serán utilizadas en la

concreción de los capítulos IV y V.

2.1. Los números p-ádicos

Esta sección introduce la teoría de números p-ádicos. Hay varias formas equi-

valentes de de�nir este conjunto de números, dos de ellos se muestran a continuación.

Los primeros son más útiles para comprender realmente lo que usará al construir

números p-ádicos, mientras que el segundo es una representación más algebraica que,

aunque es un poco más compleja de entender, permite un manejo más sencillo y for-

mal de ellos. (Sada Allo, M., 2020)

Más formalmente según Chacón Cortés, L. F. (2020), para un primo p dado,

el cuerpo Qp de los números p-ádicos es un completado de los números racionales.

El cuerpo Qp también recibe una topología derivada de una métrica, que a su vez se

deriva del orden p-ádico, una valoración alternativa en los números racionales. Este

espacio métrico es completo en el sentido de que cada sucesión de Cauchy converge

hasta un punto en Qp. Esto es lo que permite el desarrollo del cálculo en Qp, y es

la interacción de esta estructura analítica y algebraica lo que le da a los sistemas

numéricos p-ádicos su gran utilidad.

2.1.1. La valuación, la norma p-ádica y la métrica p-ádica

Sea p un número primo �jo. Para cada a ∈ Z existe un único n ∈ Z≥0 tal que

a = pnr, con (r, p) = 1. Esto permite, siguiendo las ideas en Baker, A. J. (2006), hacer

la siguiente de�nición (Bellido Rojas, I. L., 2019):

De�nición 2.1.1 Para Burgos Guerrero, V. M. (2019). Se de�ne la valuación p-ádica

de un número racional como:
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vp(x) = ma?x {n ∈ Z : pn | x} ≥ 0, si x ∈ Z\{0}

vp(q) = vp(a)− vp(b), si q = a/b ∈ Q.

Proposición 2.1.1 Sean x, y ∈ Q. Entonces valen:

a) vp(x) = ∞ ⇐⇒ x = 0

b) vp(xy) = vp(x) + vp(y)

c) vp(x+ y) ≥ mı́n {vp(x), vp(y)}, y si vp(x) ̸= vp(y) se da la igualdad.

De�nición 2.1.2 Si p es un número primo �jo, se de�ne en Q la norma p-ádica como

∥x∥p = p−vp(x). (Bellido Rojas, I. L., 2019)

Obviamente, se de�ne ∥0∥p = 0. Es fácil veri�car que es efectivamente una

norma enQ. En particular, se ve que ∥·∥p : Q → R≥0. Valen las siguientes propiedades,

análogas a las que valían para la valuación:

Proposición 2.1.2 Si x ∈ Q, entonces se veri�can:

a) ∥x∥p = 0 ⇐⇒ x = 0

b) ∥xy∥p = ∥x∥p∥y∥p

c) ∥x+ y∥p ≤ ma?x {∥x∥p, ∥y∥p}, y si ∥x∥p ̸= ∥y∥p se da la igualdad.

De�nición 2.1.3 Se de�ne en Q la métrica p-ádica, como dp(x, y) = vp(x − y).

(López Hernández, E. Y., 2023)

De�nición 2.1.4 El cuerpo de números p-ádicos Qp es la completación de Q con

respecto a la métrica p-ádica. (Rocha Pen?a, L. J., 2021).

En Qp se considera la topología inducida por la métrica p-ádica, según la cual

resulta un espacio de Hausdorf localmente compacto. Obviamente, considerado como

espacio métrico, Qp resultará completo.
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La segunda forma de la de�nición en Zp y Qp se verá desde el punto de vista

algebraico como se muestra en Serre, J.P. (1996).

Para cada n ≥ 1, denotez por An al anillo de enteros módulo pn, es decir,

An := Z/pnZ. Claramente a cada elemento a ∈ An se le puede asociar uno en An−1

tomando resto en la división por pn−1. De esta forma queda siempre de�nido un

epimor�smo ϕn : An → An−1, cuyo núcleo es pn−1An. Con estos epimor�smos, resulta

evidente que la sucesión

. . . → An → An−1 → . . . → A2 → A1

conforma un sistema proyectivo. De esta observación surge la idea para la

segunda de�nición de los números p-ádicos.

De�nición 2.1.5 Para Tuesta, N. C., Sotomayor, A. M., y Saldaña, M. E. S. (2022).

Se de�ne el anillo de enteros p-ádicos Zp como el límite proyectivo del sistema (An, ϕn)

de�nido previamente. Es decir,

Zp := ĺım
←−

(An, ϕn)

Por de�nición de límite proyectivo (Aguilar Herrera, K. E., 2019), un elemento

de Zp es una sucesión x = (. . . , xn, . . . , x1) con xn ∈ An, y xn ≡ xn−1 mód pn−1. La

suma y el producto en este anillo se de�nen coordenada a coordenada, es decir, se

interpreta a Zp como un subanillo del anillo producto
∏

n≥1An Antes de llegar a la

de�nición de Qp, observe algunas propiedades de los enteros p-ádicos.

Proposición 2.1.3 Sea εn : Zp → An la proyección de la n-ésima coordenada xn de

cada entero p-ádico x. Entonces, la sucesión de grupos abelianos

0 → Zp
pn→ Zp

εn−→ An → 0

es exacta.

Proposición 2.1.4 Un elemento de An o de Zp es una unidad si y sólo si no es

divisible por p. Además, todo elemento no nulo de Zp se escribe de forma única como

pnu, con u ∈ U (Zp) yn ≥ 0.
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De�nición 2.1.6 El conjunto de los números p-ádicos Qp se de�ne como el cuerpo

de cocientes del anillo Zp. (Martín Ovejero, J. (2021).

Proposición 2.1.5 Todo x ∈ Qp admite un único desarrollo de Hensel, es decir, se

puede escribir de forma única como x =
∑

n≥no
anp

n, con 0 ≤ an < p, an0 ̸= 0 y

n0 ∈ Z.

2.2. Grupos multiplicativos y los diferentes stipos de

residuos cuadráticos en cada campo Qp

El propósito de esta sección es caracterizar de alguna manera el grupo mul-

tiplicativo y usar esta información para caracterizar los diferentes tipos de residuos

cuadráticos en cada campo Qp.

Lema 2.2.1 Sea 0 → A → E → B → 0 una sucesión exacta de grupos abelianos,

a, b los ordenes (�nitos) de A,B, y tales que mcd(a, b) = 1. Si B′ := {x ∈ E : bx = 0},

entonces E ∼= A⊕B′, y además B′ es el único subgrupo de E isomorfo a B.

Proposición 2.2.1 Si V := {x ∈ U : xp−1 = 1}, entonces este es el único subgrupo

de U isomorfo a F ∗p , yU = V × U1

Lema 2.2.2 Si x ∈ Un\Un+1, con n ≥ 1 ( y ≥ 2 si p = 2), entonces xp ∈ Un+1\Un+2.

Proposición 2.2.2 El grupo U1 es isomorfo a:

i) Zp, si p ̸= 2.

ii) {±1} × U2
∼= {±1} × Z2, si p = 2.

Teorema 2.2.1 El grupo Q∗p es isomorfo a Z×Zp ×Z/rZ, donde r = p− 1 si p ̸= 2,

y r = 2 si p = 2.

Teorema 2.2.2 Si p ̸= 2, entonces para que un elemento x = pnu ∈ Q∗p, con n ∈ Zy

u ∈ U4, sea un cuadrado perfecto, es necesario y su�ciente que n sea par, y que la

imagen de u en F ∗p = U/U1 sea un cuadrado perfecto (resto cuadrático). 5
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Corolario 2.2.1 Si p ̸= 2, el grupo Q∗p/Q
∗2
p es isomorfo a Z2 ×Z2, y se puede repre-

sentar mediante {1, p, u, up}, siendo u ∈ U un elemento tal que su imagen ũ en F ∗p

veri�ca
(

ū
p

)
= -1 (es decir, no es un resto cuadrático módp ).

Teorema 2.2.3 Para que un elemento x = pnu ∈ Q∗2 sea un cuadrado perfecto, es

necesario y su�ciente que n sea par y que u ≡ 1 mód 8.

Corolario 2.2.2 El grupo Q∗2/Q
∗2
2 es isomorfo a Z2×Z2×Z2, y se puede representar

mediante {±1,±5,±2,±10}

2.3. Formas cuadráticas en los dominios Qv y Q

El objetivo de esta sección es estudiar y caracterizar formas cuadráticas sobre

los dominios Qv y Q. Para ello se estudian las propiedades de los módulos cuadráticos

generales y luego se estudia el lenguaje actual de los módulos cuadráticos. Mientras

se completan las propiedades básicas y los teoremas importantes de los números re-

presentados por formas cuadráticas, aunque se dedica más tiempo al estudio de estas

propiedades en Qp y R.

2.3.1. Módulos cuadráticos

De�nición 2.3.1 Sea V un A-módulo, con A un anillo conmutativo. Una función

Q : V → A es una forma cuadrática sobre V si se satisfacen las siguientes condiciones:

i) Q(ax) = a2Q(x)∀a ∈ A, x ∈ V ;

ii) La función B(x, y) = Q(x+ y)−Q(x)−Q(y) es una forma bilineal. (Rodríguez

Guzmán, F. P., 2021).

Un par (V,Q) con dichas propiedades se llama módulo cuadrático.

De�nición 2.3.2 Si (V,Q) y (V ′, Q′) son dos módulos cuadráticos, una función f :

V → V ′ es un mor�smo de módulos cuadráticos (o mor�smo métrico, para simpli�car)

si Q′ ◦ f = Q. (Castillo, S. L. S., 2019).
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De�nición 2.3.3 Sean U1, . . . , Um subespacios de V . Diremos que V es la suma

directa ortogonal de ellos si son todos ortogonales entre sí, y además V es suma

directa de ellos. Se nota como:

V = U1⊕̂ . . . ⊕̂Um

Proposición 2.3.1 Sea (V,Q) un módulo cuadrático no degenerado. Entonces,

i) Todos los mor�smos métricos que partan de V son inyectivos.

ii) Para todo subespacio U de V se tiene que

U00 = U, dimU + dimU0 = dimV, rad(U) = rad
(
U0

)
= U ∩ U0

De�nición 2.3.4 Dado un módulo cuadrático (V,Q), diremos que un elemento x es

isotrópico si Q(x) = 0. Un subespacio U es isotrópico si todos sus elementos lo son.

Finalmente, diremos que el módulo cuadrático es isotrópico si existe algún elemento

isotrópico no nulo x ∈ V . (Cuadrado Chica, M. A. (2021).

De�nición 2.3.5 Un módulo cuadrático que tiene una base formada por dos ele-

mentos isotrópicos x, y no ortogonales es llamado un plano hiperbólico.

Proposición 2.3.2 Sea x ∈ V un elemento isotrópico no nulo, donde (Q, V ) es no-

degenerado. Entonces existe un subespacio U de V que contiene a x y es un plano

hiperbólico.

Corolario 2.3.1 Si (V,Q) es isotrópico, entonces Q(V ) = k.

Teorema 2.3.1 Todo módulo cuadrático (V,Q) admite una base de elementos orto-

gonales dos a dos (base ortogonal).

De�nición 2.3.6 Dos bases ortogonales de un mismo módulo cuadrático (V,Q) se

dicen contiguas si tienen algún elemento en común (si las bases son (e1, . . . , en) y

(e′1, . . . , e
′
n), deben existir i, j tal que ei = e′j

)
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Teorema 2.3.2 Sea (V,Q) un módulo cuadrático no degenerado de dimensión n ≥

3, y sean e = (e1, . . . , en) y e′ = (e′1, . . . , e
′
n) dos bases ortogonales de V . Entonces

existe una sucesión �nita de bases ortogonales e(0), e(1), . . . , e(m) tales que e(0) =

e, e(m) = e′ y e(j) es contigua a e(j+1) para todo j = 0, . . . ,m− 1.

Teorema 2.3.3 Si (V,Q) y (V ′, Q′) son isomorfos (como módulos cuadráticos) y no

degenerados, entonces todo mor�smo métrico inyectivo s : U → V , de cualquier

subespacio U de V , puede ser extendido a una isometría de V en V ′.

2.4. Teorema de Hasse-Minkowski a la solución de la

ecuación p-ádica.

Teorema 2.4.1 (Teorema de Hasse-Minkowski) Una forma cuadrática con coe�cien-

tes racionales representa 0 en Q si y sólo si representa 0 en todos los cuerpos Qp, para

todo primo p, incluido p = ∞.

Teorema 2.4.2 Una forma cuadrática con coe�cientes racionales representa a un

número racional r en Q si y sólo si representa a r en todos los cuerpos Qp, para todo

primo p, incluido p = ∞.

De�nición 2.4.1 Si f y g son dos formas cuadráticas sobre un cuerpo K con m y

n variables respectivamente, llamaremos suma directa de f y g a la forma cuadrática

dada por

(f ⊕ g) (x1, . . . , xm+n) = f (x1, . . . , xm) + g (xm+1, . . . , xm+n) .

Claramente la suma directa de formas cuadráticas regulares es de nuevo una

forma cuadrática regular (su determinante es el producto de los determinantes).

Teorema 2.4.3 (Teorema de Witt) Sean f, g, h formas cuadráticas regulares en un

cuerpo K. Si f ⊕ g es equivalente a f ⊕ h, entonces g es equivalente ah.

Teorema 2.4.4 Dos formas cuadráticas regulares con coe�cientes racionales son ra-

cionalmente equivalentes si y sólo si son equivalentes enQp para todo primo p, incluido

p = ∞.
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CAPÍTULO III

METODOLOGÍA

En este capítulo se describen los aspectos metodológicos que enmarcan el de-

sarrollo de este estudio. Presenta la metodología, diseño, tipos, métodos y procedi-

mientos de este trabajo.

3.1. Método de investigación

Esta investigacion adopta el método deductivo, y como expresan Palella y

Martins (2006) el método deductivo se basa en generalizaciones establecidas, reglas,

leyes o principios diseñados para resolver un problema especí�co.

3.2. Diseño de investigación

Esta investigación corresponde al diseño no experimental, ya que, no se ma-

nipulan variables, sino que se analizó el teorema de Hasse-Minkowski aplicado a la

solución de ecuaciones p-ádicas. El diseño no experimental es aquel que se realiza

sin manipular deliberadamente variables (Hernández-Sampieri, Fernández y Baptis-

ta, 2014).

3.3. Tipo de investigación

La presente investigación es descriptiva, ya que recopila información que puede

lograr los objetivos planteados; y exploratoria, porque analiza teorías poco conocidas.

Hernández-Sampieri, Fernández y Baptista (2014), sostienen que la investigación des-

criptiva es aquella que busca medir o recopilar información y especi�car atributos de

un sujeto de investigación especí�co.

3.4. Enfoque de investigación

Este estudio es cualitativo, y se utilizan de�niciones, proposiciones y teoremas

para intentar dar respuesta a la pregunta de investigación. Según, Hernández Sam-

pieri, Fernández, y Baptista (2014), el enfoque cualitativo se basa en la recolección y
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análisis de datos con el �n de re�nar las preguntas de investigación, responderlas o

formular otras nuevas

3.5. Procedimiento de investigación

1. Con la �nalidad de comprender los conocimientos existentes, establecer antece-

dentes y limitaciones del tema a estudiar, se realizó la lectura de documentos

relacionados con el mismo.

2. Luego, se desarrolló la estructura del enfoque del contenido de la investigación

y su análisis.

3. Se realizó visitas a Universidades nacionales en busca de revisión de literatura.

4. Se realizaron encuentros con el asesor de la investigación, para que orientara el

proceso.

5. Se realizaran las observaciones por parte de los jurados y el asesor.

6. Se entregó el anteproyecto al departamento de postgrado.



15

CAPÍTULO IV

PRESENTACIÓN DE LOS RESULTADOS

En este capítulo, luego de hacer un análisis minucioso de las de�niciones y

teoremas, que sirven de sustento para; Analizar el teorema de Hasse-Minkowski apli-

cado a la solución de ecuaciones p-ádicas, pues se presentan en este apartado dichos

detalles de manera minuciosa con la intención de que se logren las preguntas que se

han propuesto al inicio del estudio.

4.1. Solución racional mediante valuación, norma y métrica

en una ecuación p-ádica

En matemáticas, la solución racional mediante valuación, norma y métrica en

una ecuación p-ádica implica utilizar números p-ádicos, que son una generalización

de los números racionales, para resolver ecuaciones. La valuación p-ádica asigna un

valor absoluto a cada número, la norma p-ádica mide la magnitud de un número y la

métrica p-ádica de�ne la distancia entre dos números. Estos conceptos se utilizan en

conjunto para encontrar soluciones racionales en ecuaciones p-ádicas.

Un ejemplo de una ecuación p-ádica sería: 3x + 2 = 0, donde p es un número

primo. Utilizando la solución racional mediante valuación, norma y métrica en una

ecuación p-ádica, se pueden encontrar los valores de x que satisfacen la ecuación.

Ahora si se consideran mas formalidad en el valor de p. Suponga si p es un

número primo �jo. Se sabe, que para cada a ∈ Z existe un único n ∈ Z≥0 tal que

a = pnr, con (r, p) = 1. Esto permite, hacer la siguiente de�nición:

De�nición 4.1.1 Se de�ne la valuación p-ádica de un número racional como:

vp(x) = ma?x {n ∈ Z : pn | x} ≥ 0, si x ∈ Z\{0}

vp(q) = vp(a)− vp(b), si q = a/b ∈ Q

Por convención se toma vp(0) = ∞. Note que vp : Q → Z, y además está

bien de�nida, pues si a/b = a′/b′ entonces ab′ = a′b, y claramente vp(a) + vp (b
′) =

vp (a
′) + vp(b) de donde vp(a/b) = vp (a

′/b′).
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Proposición 4.1.1 Sean x, y ∈ Q. Entonces valen:

a) vp(x) = ∞ ⇐⇒ x = 0

b) vp(xy) = vp(x) + vp(y)

c) vp(x+ y) ≥ mi?n {vp(x), vp(y)}, y si vp(x) ̸= vp(y) se da la igualdad.

Demostración: Probaremos únicamente el item (c) que es el no trivial. Para

eso, supongamos que x, y son no nulos (si alguno de ellos lo fuera, se da la igualdad

trivialmente). Entonces podemos escribir

x = pr
a

b
, y = ps

c

d

con r, s ∈ Z, y a, b, c, d ∈ Z no divisibles por p. Es claro que vp(x) = r, vp(y) =

s. Supongamos sin pérdida de generalidad que s ≥ r, y sea t = s− r ≥ 0. Entonces,

x+ y = pr
(a
b
+ pt

c

d

)
= pr

(
ad+ ptbc

bd

)
de donde se deduce inmediatamente la desigualdad a probar. Si suponemos

vp(x) ̸= vp(y), es equivalente a tomar t ≥ 1 con lo cual se ve claramente que p no

divide ni al numerador ni al denominador de la fracción que acompaña a pr (pues por

hipótesis p no dividía a ninguno de los enteros a, b, c, d. □

Esta valuación p-ádica nos permite de�nir la norma p-ádica, de la siguiente

manera:

De�nición 4.1.2 Si p es un número primo �jo, se de�ne en Q la norma p-ádica como

∥x∥p = p−vp(x).

Obviamente, de�nimos ∥0∥p = 0. Es fácil veri�car que es efectivamente una

norma enQ. En particular, se ve que ∥·∥p : Q → R≥0. Valen las siguientes propiedades,

análogas a las que valían para la valuación:

Proposición 4.1.2 Si x ∈ Q, entonces se veri�can:

1. ∥x∥p = 0 ⇐⇒ x = 0
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2. ∥xy∥p = ∥x∥p∥y∥p

3. ∥x+ y∥p ≤ máx {∥x∥p, ∥y∥p}, y si ∥x∥p ̸= ∥y∥p se da la igualdad.

Como bien es sabido, toda norma N en un espacio induce una distancia, me-

diante la de�nición d(x, y) = N(x − y). Así, suena lógico presentar la siguiente de�-

nición:

De�nición 4.1.3 Se de�ne en Q la métrica p-ádica, como dp(x, y) = vp(x − y). Es

usual interpretar a los números reales R como la completación de Q de acuerdo a la

métrica estandard d(x, y) = |x − y|. Inspirados en esta interpretación, se de�ne lo

siguiente:

De�nición 4.1.4 El cuerpo de números p-ádicos Qp es la completación de Q con

respecto a la métrica p-ádica.

En Qp se considera la topología inducida por la métrica p-ádica, según la cual

resulta un espacio de Hausdorf localmente compacto. Obviamente, considerado como

espacio métrico, Qp resulta completo.

4.2. Grupos multiplicativos y los diferentes tipos de residuos

cuadráticos en cada campo Qp

El objetivo de esta sección es caracterizar de cierta forma los grupos multipli-

cativos y, con esta información, los diferentes tipos de restos cuadráticos en cada uno

de los cuerpos Qp.

Llamaremos U = Z∗p al grupo multiplicativo (o de unidades) de los enteros

p-ádicos. Para cada n ≥ 1, notamos Un = 1+pnZp, es decir, el núcleo de la aplicación

εn : U → (Z/pnZ)∗. En particular, como U1 = ker (ε1) y (Z/pZ)∗ = Im (ε1) , U/U1 se

puede pensar como (Z/pZ)∗ ∼= F ∗p (grupo multiplicativo del cuerpo de p elementos),

y luego es cíclico y de orden p− 1. Además, es claro que los Un forman una sucesión

decreciente (según inclusión) de subgrupos abiertos de U (pues U/Un
∼= (Z/pnZ)∗) ,
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y se tiene que U = ĺımU/Un.

Consideremos ahora para cada n ≥ 1 el mor�smo de grupos abelianos ϕ :

Un → Z/pZ, dado por (1 + pnx) 7→ x mód p. Entonces Un/k ker(ϕ) ∼= Im(ϕ). Pero

ker(ϕ) = Un+1, Im(ϕ) = Z/pZ, luego Un/Un+1
∼= Z/pZ. Así, se puede ver por induc-

ción que U1/Un tiene orden pn−1.

Veamos ahora el siguiente Lema de teroría de grupos:

Lema 4.2.1 Sea 0 → A → E → B → 0 una sucesión exacta de grupos abelianos,

a, b los ordenes (�nitos) de A,B resp., y tales que mcd(a, b) = 1. Si B′ := {x ∈ E :

bx = 0}, entonces E ∼= A⊕B′, y además B′ es el único subgrupo de E isomorfo a B.

Demostración: Como a y b son coprimos, existen r, s ∈ Z tales que ar+ bs =

1. Veamos primero que A ∩ B′ = 0. Sea x ∈ A ∩ B′. Entonces por ser a el orden

de A, ax = 0. Y bx = 0 por de�nición de B′, luego x = (ar + bs)x = r(ax) +

s(bx) = 0 y entonces A ∩ B′ = 0. Ahora bien, tomemos x ∈ E y escribamoslo como

x = arx + bsx. Sean f el monomor�smo de A a E y g el epimor�smo de E a B.

Entonces g(bsx) = bg(sx) = 0 ya que g(sx) ∈ B y b es el orden de ese grupo. Luego,

bsx ∈ ker g = Im f ∼= A pues f es mono. Entonces, bsx ∈ A (abuso de notación; en

realidad está en un subgrupo de E isomorfo a A) . Resta ver que arx ∈ B′, pero para

esto hacemos b(arx) = a(brx), se ve de forma análoga a la anterior que brx ∈ A,

y luego abrx = 0 con lo cual arx ∈ B′. Por lo tanto, E ∼= A ⊕ B′. El epimor�smo

g : E 7→ B de�ne un isomor�smo entre B y B′, puesto que en los elementos de A da 0

. Si tuvieramos un B′′ ⊆ E isomorfo a B entonces por una cuestión de orden (de este

subgrupo), bB′′ = 0 luego B′′ ⊆ B′ por de�nición de B′. Y al tener el mismo orden,

resulta que B′ = B′′. □

Proposición 4.2.1 El grupo U1 es isomorfo a.

i) Zp, si p ̸= 2.

ii) {±1} × U2
∼= {±1} × Z2, si p = 2.
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Demostración: (i) Sea α ∈ U1\U2, por ejemplo α = 1 + p. Por el Lema

anterior, αpi ∈ Ui+1\Ui+2. Sea αn la imagen de α en U1/Un. De lo mencionado an-

teriormente (tomando i = n − 2 y i = n − 1 ) se deduce que αpn−2 ∈ Un−1\Un y

αpn−1 ∈ Un, luego (αn)
pn−2

̸= 1 y (αn)
pn−1

= 1 (recordar que los grupos se notan

multiplicativamente).

Al ser U1/Un un grupo de orden pn−1, resulta que el orden de αn es exactamen-

te pn−1, con lo cual es un generador. Esto implica que se puede de�nir un isomor�smo

θn,α entre Z/pn−1Z y U1/Un.

Pasando al límite, queda entonces de�nido un isomor�smo θ entre Zp =

ĺım←− Z/pn−1Z y U1 = ĺım←− U1/Un, con lo cual queda probado el caso p ̸= 2.

ii) Tomando α ∈ U2\U3 obtenemos de la misma forma que antes los isomor�-

mos θn,α : Z/2n−2Z → U2/Un, y por lo tanto se tiene un isomor�smo θ : Z2 → U2. Por

otro lado, como U1/U2
∼= Z/2Z ∼= {±1} se ve inmediatamente que U1

∼= {±1}×U2.□

Con estos resultados, ya estamos en condiciones de caracterizar el grupo mul-

tiplicativo de Qp de la siguiente manera:

Teorema 4.2.1 El grupo Q∗p es isomorfo a Z×Zp ×Z/rZ, donde r = p− 1 si p ̸= 2,

y r = 2 si p = 2.

Demostración: Se sabe que todo elemento x ∈ Qp
∗ se escribe de forma única

como x = pnu, con n ∈ Z y u ∈ U . Luego, Qp
∗ ∼= Z× U . Pero además, U ∼= V × U1,

y V ∼= Z/(p− 1)Z si p ̸= 2(V es trivial si p = 2), luego usando la estructura para U1

probada en la Proposición anterior se deduce inmediatamente lo que quería probar.□
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4.3. Propiedades de los módulos cuadráticos para

caracterizar las formas cuadráticas en los dominios Qv y

Q

El objetivo de esta sección es estudiar y caracterizar las formas cuadráticas

sobre los cuerpos Qv y Q. Para eso, estudiaremos las propiedades de los módulos

cuadráticos en general, y luego las traduciremos al lenguaje corriente de formas cua-

dráticas. Al terminar con las propiedades básicas y los importantes teoremas de re-

presentación de un número a través de una forma cuadrática.

Sea f(X) =
∑n

i=1 aiiX
2
i +2

∑
i<j aijXiXj una forma cuadrática en n variables

sobre k. Suponemos que aij = aji, de esta forma, la matriz de fA = (aij) resulta

simétrica. Entonces, (kn, f) resulta un módulo cuadrático; será llamado de hecho el

módulo cuadrático asociado a f (o a su matriz A).

De�nición 4.3.1 Diremos que dos formas cuadráticas f y f ′ son equivalentes si los

correspondientes módulos cuadráticos son isomorfos. Lo notaremos como

f ∼ f ′

Si f (X1, . . . , Xn) y g (X1, . . . , Xm) son dos formas cuadráticas, de�nimos la suma

(también conocida como suma ortogonal) de f y g mediante la forma cuadrática

f+̇g := (X1, . . . , Xn) + g (X1, . . . , Xm)

en n+m variables (en realidad se realiza la suma directa de los módulos cuadráticos,

de�niendo la forma cuadrática allí canónicamente). De manera natural, de�niremos

f−̇g := f+̇(−g)

En general, se omitirá el puntito por comodidad de notación (siempre y cuando no

haya problemas).

De�nición 4.3.2 Se dice que una forma cuadrática f representa a un determinado

elemento a ∈ k si existe x ∈ (kn)∗ tal que f(x) = a.
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Observar que f representa a 0 si y sólo si su módulo cuadrático correspondiente

es isotrópico.

De�nición 4.3.3 Una forma cuadrática f (X1, X2) se dice hiperbólica si se tiene

f ∼ X2
1 −X2

2

En ese caso, también se tendría que f ∼ X1X2.

Y si interpretamos en este contexto se obtienen los siguientes resultados, que

traducen todos los problemas realtivos a números representables por cierta forma

cuadrática, a entender cúales son las formas cuadráticas isotrópicas.

Corolario 4.3.1 Si g es una forma cuadrática en n− 1 variables, y a ∈ k∗, entonces

las propiedades son equivalentes:

i) g representa a a;

ii) g ∼ h+ aZ2, donde h es una forma cuadrática en n− 2 variables;

iii) La forma cuadrática f = g − aZ2 representa a 0.

Demostración:

(i) ⇔ (ii): La vuelta es trivial, pues g(0, . . . , 0, 1) = a. Para ver su recíproca,

si suponemos que g representa a a entonces el módulo cuadrático V correspondiente

a g tendrá un elemento x tal que x.x = a (ya que x · x = g(x) en dicho módulo

cuadrático). Sea H el complemento ortogonal de x; tenemos que V = H⊕̂kx. O lo

que es equivalente, g ∼ h+ aZ2, donde h es la g restringida a H (es claro, dado que

x.x = a, que g restringida a kx es aZ2 ).

(ii) ⇒ (iii): Por la hipótesis (ii) tenemos que f ∼ h + aY 2 − aZ2, luego

f(0, . . . , 0, 1, 1) = 0 entonces f representa a 0.
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(iii) ⇒ (i): Supongamos que f ∼ g − aZ2 y f (x1, . . . , xn−1, z) = 0, con

(x1, . . . , xn−1, z) ̸= 0 . Entonces: o bien z = 0, en cuyo caso g (x1, . . . , xn−1) = 0

con (x1, . . . , xn−1) ̸= 0, o sea que g representa a 0 y luego a a; o bien z ̸= 0, que

implica g (x1/z, . . . , xn−1/z) = a por lo tanto g representa a a (observar que no es

necesario pedir que algún xj sea no nulo, pues si todos fueran 0 entonces a = 0,

absurdo). □

4.4. Teorema de Hasse-Minkowski a la solución de la

ecuación p-ádica

Basándose en los resultados previos se estudian ahora las formas cuadráticas

sobre Q, para llegar así al resultado principal de nuestro trabajo.

Como antes, V denotará el conjunto de números primos junto con el símbolo

∞, y se denota Q∞ = R. Sea f ∼ a1X
2
1 + . . . + anX

2
n una forma cuadrática en Q de

rango n. Conside los siguiente invariantes, llame invariantes locales de f :

a) El discriminante de f, d(f) = a1 . . . an ∈ Q∗/Q∗2

b) Para cada v ∈ V , consideramos a f como una forma cuadrática fv en Qv, lo cual

nos permite de�nir el invariante εv(f) para cada v ∈ V de la siguiente manera:

εv(f) =
∏
i<j

(ai, aj)v

de donde se tiene que ∏
v∈V

εv(f) = 1

c) La signatura (r, s) de la forma cuadrática pensada en R. Se está ahora en con-

dición de presentar el Teorema que nos dice que es equivalente la existencia de

soluciones en Q a la existencia de soluciones en cada Qv.

Teorema 4.4.1 (Hasse-Minkowski). Sea f una forma cuadrática sobre Q. Entonces

f representa a 0 si y sólo si para todo v ∈ V la forma cuadrática fv representa a 0 .
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Demostración: Es obvio que si f representa a 0 , su imagen en Qv también,

para todo v. Para probar la vuelta, escribamos a f en la forma usual:

f ∼ a1X
2
1 + . . .+ anX

2
n, ai ∈ Q∗

Y supongamos sin pérdida de generalidad que a1 = 1 (reemplazando f por a1f ).

Dividir la prueba en casos: n = 2, 3, 4 y ≥ 5

i) n = 2

Tenemos f = X2
1 − aX2

2 . El hecho de que f∞ represente a 0 nos dice que a > 0.

Escribamos

a =
∏
p

pvp(a)

y como fp representa a 0 para todo p, se tiene que si (x1, x2) es una solución no

trivial de fp = 0 entonces a = (x1/x2)
2, y entonces es un cuadrado en cada Qp.

Esto implica que vp(a) es par, para todo p. Pero entonces a es un cuadrado en

Q, con lo cual f representa a 0 .

ii) n = 3 (Legendre)

Se tiene f = X2
1 − aX2

2 − bX2
3 , y podemos suponer que a y b son enteros li-

bres de cuadrados (si no fueran enteros, multiplicamos por los denominadores

al cuadrado, obteniendo una forma equivalente; luego para que sean libres de

cuadrados, hacemos que las variables absorban todos los factores cuadrados de

a y de b). Esto se traduce en que vp(a), vp(b) ∈ {0, 1} para todo p primo. Su-

pongamos sin pérdida de generalidad que |a| ≤ |b|. Probemos el resultado por

inducción en m := |a|+ |b|.

Para m = 2, f = X2
1 ±X2

2 ±X2
3 . Pero no pueden ser todos signos positivos por

el hecho de que f∞ representa a 0 . Entonces, es claro que f representa a 0.

Supongamos ahora que m > 2. Esto implica que |b| ≥ 2 (pues es el más grande

de los dos). Escribamos a b como

b = ±p1 . . . pk
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donde los pi son primos distintos (por la suposición hecha de que b es libre de

cuadrados). Sea p cualquiera de los pi, veamos que a es un cuadrado módulo p.

Si a es múltiplo de p, esto es trivial. En caso contrario, a es una unidad en Qp.

Por hipótesis, sabemos que existe (x, y, z) ∈ (Qp)
3 tal que z2 − ax2 − by2 = 0.

Podemos suponer, que (x, y, z) es primitiva (que x, y, z ∈ Zp y hay alguno no

múltiplo de p). Se tiene que z2 − ax2 ≡ 0 mód p ya que p | b.

Si p dividiera a x, entonces también a z. Pero como vp(b) = 1, p dividiría tam-

bien a y, absurdo. Luego x no es múltiplo de p, entonces multiplicando por su

inverso módp en la ecuación de antes, se ve que a ≡ (zx−1)
2
mód p entonces es

cuadrado módulo p.

Esto vale para cualquier pi que divide a b, luego como Z/bZ =
∏

Z/piZ, tenemos

que a es un cuadrado módul b. Es decir, existen t, b′ tales que

t2 = a+ bb′

Se puede suponer que |t| ≤ |b|/2. Observar que bb′ = t2−a luego bb′ es la norma

de un elemento de k(
√
a). Entonces, (a, bb′) = 1. Luego (a, b) = 1 sii (a, b′) = 1,

por linealidad. Así, recordando la de�nición del símbolo de Hilbert, tenemos

que nuestra forma f representa a 0 en k (= Q o a Qp) si lo hace la forma

f ′ := X2
1 − aX2

2 − b6X2
3

Por hipótesis, f representa a 0 en cada Qp, entonces f ′ también. Pero observar

que

|b′| =
∣∣∣∣t2 − a

b

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣t2b
∣∣∣∣+ |a|

|b|
≤ |t|2

|b|
+ 1 ≤ |b|

4
+ 1 < |b|

pues |b| ≥ 2. Si escribimos b′ = ub′′, con b′′ libre de cuadrados, entonces es claro

que |b′′| < |b|. Por hipótesis inductiva, la forma cuadrática f ′′ = X2
1−aX2

2−b′′X2
3

representa a 0 . Luego f ′ también, y en consecuencia nuestra f .

iii) n = 4

Por comodidad, escribamos f = aX2
1 + bX2

2 − (cX2
3 + dX2

4 ). Sea v ∈ V . Como
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fv representa a 0, se tiene que existe un xv ∈ Q∗v representado por las formas

aX2
1 + bX2

2 y cX2
3 + dX2

4 . Esto equivale, para Q∞ = R, a decir que

(xv,−ab)v = (a, b)v, y (xv,−cd)v = (c, d)v

Y esto vale para todo v ∈ V . Como
∏

v∈V (a, b)v =
∏

v∈V (c, d)v = 1, y obtenemos

así un x ∈ Q∗ que veri�ca

(x,−ab)v = (a, b)v, y(x,−cd)v = (c, d)v

para todo v ∈ V .

Esto implica que la forma cuadrática aX2
1 + bX2

2 − xZ2 representa a 0 en cada

Qv, y entonces representa a 0 en Q por el caso anterior. O sea que x ∈ Q∗ es

representado por aX2
1 + bX2

2 . Analogamente, x es representado por cX2
3 + dX2

4 .

Aplicando ahora otra implicación, deducimos que f representa a 0 en Q.

iv) n ≥ 5

Probaremos el resultado por inducción en n. Pensemos a f como f = h − g,

donde h = a1X
2
1 + a2X

2
2 y g = − (a3X

2
3 + . . .+ anX

2
n). Sea S el subconjunto de

V dado por los elementos ∞, 2, y los primos p tales que vp (ai) ̸= 0 para algún

i ≥ 3 (i.e., primos que dividen a alguno de los coe�cientes de g ). Claramente, S

es �nito. Sea v ∈ S. Como fv representa a 0 , existirá un av ∈ Q∗v representado

(en Qv ) por h y g ). Esto es, existen xv
i ∈ Qv, i = 1, . . . , n tales que

h (xv
1, x

v
2) = g (xv

3, . . . , x
v
n) = av

Como los cuadrados de Q∗v forman un abierto, si utilizamos el conjunto S,

deducimos que existen x1, x2 ∈ Q tales que si a = h (x1, x2), entonces a/av ∈ Q∗2v
para todo v ∈ S. □
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CAPÍTULO V

CONCLUSIONES

Luego de analizar los resultados presentados en el capítulo IV, se muestran las

conclusiones pertinentes para dar respuesta a los objetivos de investigación planteado

en el capítulo I. Especí�camente se basó en analizar el teorema de Hasse-Minkowski

aplicado a la solución de ecuaciones p-ádicas.

5.1. Conclusiones

En esta sección se realiza un análisis de los resultados encontrados en esta tesis,

presentando así los más pertinentes de la misma. De forma especi�ca se realizó un

análisis del teorema de Hasse-Minkowski aplicado a la solución de ecuaciones p-ádicas,

obteniendo conclusiones relevantes.

• Luego de analizar el teorema de Hasse-Minkowski aplicado a la solución de

ecuaciones p-ádicas, se concluye que este teorema es una herramienta poderosa

para investigar la existencia y no existencia de soluciones en el ámbito de las

ecuaciones p-ádicas.

Además, se destaca la versatilidad del teorema de Hasse-Minkowski al aplicarse

a diferentes contextos y tipos de ecuaciones p-ádicas. Su utilidad no se limita

a un caso especí�co, sino que puede ser empleado en una amplia gama de pro-

blemas matemáticos. Esto demuestra su robustez y relevancia en la resolución

de ecuaciones p-ádicas, brindando a los investigadores y matemáticos una he-

rramienta poderosa para abordar estos desafíos.

En cuanto a los objetivos especí�cos se llegó a las siguientes conclusiones:

a) La solución racional mediante valuación, norma y métrica en una ecuación

p-ádica proporcionó un enfoque poderoso y e�ciente para resolver proble-

mas matemáticos complejos en este contexto especí�co. La norma p-ádica

proporcionó una medida de tamaño relativo basada en la valuación p-ádica.

La métrica p-ádica permitió de�nir distancias entre números p-ádicos.
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b) En cuanto al estudio de los grupos multiplicativos y los diferentes tipos

de residuos cuadráticos en cada campo Qp, se logró comprender las pro-

piedades aritméticas de los números p-ádicos. Estos conceptos permitieron

analizar la estructura y las propiedades de los elementos en estos campos,

así como resolver ecuaciones y problemas relacionados con los residuos

cuadráticos. El estudio de estos temas tiene aplicaciones en diversas áreas

como la teoría de números, la criptografía y la geometría algebraica.

c) El estudio de las propiedades de los módulos cuadráticos en los dominiosQv

y Q fue fundamental para caracterizar y analizar las formas cuadráticas en

estos contextos. Estas propiedades permitieron comprender la estructura

y las propiedades de las formas cuadráticas, así como resolver ecuaciones

y problemas relacionados con ellas.

d) Finalmente, el teorema de Hasse-Minkowski es una herramienta poderosa

para abordar la solución de ecuaciones p-ádicas. Este teorema estableció

que una ecuación tiene solución en los números racionales si y solo si tiene

solución en los números p-ádicos para todos los primos p. Esto permitió

utilizar el enfoque p-ádico para resolver ecuaciones y analizar propiedades

aritméticas de manera más general.

5.2. Lineas futuras de investigación

Luego de presentar las conclusiones pertinentes, se propone algunas líneas

futuras para otros maestrante que le interese el tema en cuestión o qué sirvan para

otras generaciones de la comunidad y el país, entre ellos:

1. Investigación sobre la generalización del teorema de Hasse-Minkowski para ecua-

ciones cúbicas y mayores.

2. Estudio de las implicaciones del teorema de Hasse-Minkowski en la teoría de

números y la geometría algebraica.
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