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RESUMEN

El teorema de Hasse-Minkowski es un resultado importante en la teoria de
ecuaciones que establece una condicidén necesaria y suficiente para la existencia de
soluciones racionales en una variedad algebraica definida sobre un cuerpo global. En
esta investigacion se analiza el teorema de Hasse-Minkowski y su aplicacion a ecua-

ciones, asi como las diferentes generalizaciones y extensiones que existen.

Los objetivos de este estudio son: Identificar si una ecuaciéon p-adica tiene
solucién racional mediante valuacion, norma y métrica. Caracterizar los grupos mul-
tiplicativos y los diferentes tipos de residuos cuadréaticos en cada campo Q,. Usar las
propiedades de los médulos cuadraticos para caracterizar las formas cuadraticas en los
dominios Q, y Q. Y, Describir los resultado de aplicar el teorema de Hasse-Minkowski

a la solucién de la ecuaciéon p-adica.
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CAPITULO I
INTRODUCCION
En este capitulo se abordan: Antecedentes, planteamiento del problema, asi
como también la justificacion, objetivos y el alcance y limites del estudio, ademas, se
presentaran los resultados existentes del teorema de Hasse-Minkowski y las posibles

consecuencias de dicho teorema.

1.1. Antecedentes

1.1.1. Antecedentes historicos

Hay varias formas de abordar el estudio de los ntimeros p-addicos. Una es la
forma original, estudidndolos como series de Laurent. Esta es la mas antigua, ya que
fue asi como nacieron estos ntimeros. Otra manera de estudiarlos es usando la teoria
de valores absolutos. Por iltimo, también pueden ser estudiados mediante el uso de

limites proyectivos. Cada una de ellas tendra ventajas y desventajas.

El matematico Hermann Minkowski (1864-1909) nacié un 22 de junio. De gran
talento matemético, con sélo 19 anios obtuvo el Grand prix de I’Académie des sciences
de Paris por una memoria sobre el nimero de maneras de escribir un entero como

suma de cinco cuadrados.

Trabajé con David Hilbert en teoria de niimeros. Se interesé por la fisica, de-
sarrollando la idea de un espacio-tiempo de dimensién cuatro, que funda las bases

matematicas de la relatividad.

El mateméatico Helmut Hasse (1898-1979) nacié un 25 de agosto. Trabajo en
teoria algebraica de niimeros: sus principales contribuciones fueron en teoria de cuer-
pos de clases, en la aplicacién de los niimeros p-adicos a la teoria de cuerpos de clases
locales y geometria diofantica-existe el llamado principio de Hasse-, y en el estudio

de las funciones zeta locales.



En 1910, Ernst Steinitz publico su trabajo fundamental sobre teoria de cuerpos,
citando a los nlimeros p-adicos como su mayor motivacion. Fn ese mismo ano, gracias
a los trabajos de Maurice Fréchet, Frigyes Riesz y otros, las ideas topologicas se
vuelven mas claras, esto permite tener un mejor entendimiento de los nimeros p-
adicos. Aln asi, en este trabajo se basa en los aspectos analiticos y algebraicos de los

numeros p-adicos, para ir perfilando al teorema de Hasse-Minkowski.

1.1.2. Antecedentes académicos

Arnalot (2020), en su estudio sobre “El Teorema de Hasse-Minkowski” el cual
tiene como objetivo analizar el teorema de Hasse-Minkowski para resolver vectores en
R2, en el cual se concluye que en todo cuerpo la cuadratica sobre K es un polinomio

homogéneo de grado 2, es decir, una suma de monomios de grado 2.

En este sentido Ibanez (2021), en su estudio sobre “Principio local-global” cuyo
objetivo fue analizar el principio loca-global de cuerpo locales en R y Z,, concluye
que el principio local - global es aplicable a otras propiedades sobre el cuerpo de los
racionales. También conocer bajo que condiciones funciona el principio local - global
y en que casos no, en éste caso ver se observd porqué no funciona, y la posibilidad de
formular el principio local - global, tomando como cuerpos locales a R, y Z,, y como

anillo global a Z.

Hasse (2022) en su estudio sobre “Prefacio a la Tercera Edicién. En Teorfa de
Nimeros” cuyo objetivo fue analizar comparativamente si un numéro es p-adico es so-
lucion de campos compltos. En el mismo se concluye que dos niimeros p-adicos estan
cerca cuando su diferencia es divisible por una potencia elevada de p : cuanto mayor
es la potencia, méas cerca estan. Esta propiedad permitié6 que los nimeros p-adicos
codifican la informaciéon de congruencia de una manera que resulta tener aplicaciones

de gran alcance en teoria de niimeros.



1.2. Planteamiento del problema

El teorema de Hasse-Minkowski es un resultado fundamental de la teoria de
nimeros que establece que dos formas cuadraticas sobre un cuerpo numérico son equi-
valentes si y solo si son equivalentes localmente en todos los lugares, condicion que
no siempre se tiene a mano, es decir, que sean equivalentes sobre cada terminacion

del campo (que puede ser real, complejo, o p-adico).

Un resultado relacionado es que un espacio cuadritico sobre un campo nu-
mérico es isotropicosi si solo si es is6tropo localmente en todas partes, o de manera
equivalente, que una forma cuadratica sobre un cuerpo numérico representa cero de

manera no trivial si y solo si esto se cumple para todos los complementos del cuerpo.

Esta situacién de no reconocer de entrara que dos cuerpos sean localmente en
todos los lugares en formas cuadraticas da lugar al teorema que fue probado en el caso
del campo de nameros racionales por Hermann Minkowski (2019) y generalizado a
campos numéricos por Helmut Hasse (2022). La misma afirmacion es ain méas general

para todos los campos globales.

Dado que la importancia del teorema de Hasse-Minkowski radica en un para-
digma novedoso para los residuos cuadraticos, se pretende responder a esta pregunta
de manera general. ;Cémo analizar el teorema de Hasse-Minkowski aplicado a la
solucion de ecuaciones p-adicas?. Por cierto, llegados a este punto, es importante

responder a las siguientes preguntas:

1. ;Como identificar si una ecuacién p-adica tiene solucion racional mediante va-

luacién, norma y métrica?

2. ;Coémo caracterizar los grupos multiplicativos y los diferentes tipos de residuos

cuadraticos en cada campo Q,?

3. {Como usar las propiedades de los médulos cuadraticos para caracterizar las

formas cuadraticas en los dominios Q, y Q7



4. ;Cual es el resultado de aplicar el teorema de Hasse-Minkowski a la solucion de

la ecuacion p-adica?

1.3. Justificacion

A lo largo de los anos los mateméticos han tratado de analizar como se pre-
senta el teorema de Hasse-Minkowski en las ecuaciones p-adicas, enfocandose méas en

las aplicaciones de dichas ecuaciones mediante valuaciéon, norma y métrica.

La realizacion de esta investigacion estriba en el hecho de realizar un anélisis
a los grupos multiplicativos y los diferentes tipos de residuos cuadréticos en cada
campo Q,, asi como también usar las propiedades de los modulos cuadraticos para

caracterizar formas cuadraticas en los dominios Q, y Q.

Este trabajo permitird describir los resultado de aplicar el teorema de Hasse-
Minkowski a la solucion de la ecuacion p-adica y estard a disposicion de estudiantes,
profesionales y puiblico interesado en el tema y el mismo sera alojado en la Universidad

Tecnolégica del Cibao Oriental.

1.4. Objetivos

1.4.1. Objetivo general

Analizar el teorema de Hasse-Minkowski aplicado a la solucion de ecuaciones

p-adicas.

1.4.2. Objetivos especificos

1. Identificar si una ecuacién p-adica tiene solucién racional mediante valuacion,

norma y métrica.

2. Caracterizar los grupos multiplicativos y los diferentes tipos de residuos cua-

draticos en cada campo Q,.



3. Usar las propiedades de los modulos cuadraticos para caracterizar las formas

cuadraticas en los dominios Q, y Q.

4. Describir los resultado de aplicar el teorema de Hasse-Minkowski a la solucion

de la ecuacién p-adica.

1.5. Alcances y limites

Esta investigacion se limita al campo de la teoria algebraicas de nimeros, la
misma tiene como alcance, hacer un anélisis del teorema de Hasse-Minkowski aplicado

a las ecuaciones p-adicas.



CAPITULO II
MARCO REFERENCIAL
En este capitulo se muestran algunos conceptos, definiciones, ejemplos y teo-
remas utiles para comprender la presente investigacion y que seran utilizadas en la

concrecion de los capitulos IV y V.

2.1. Los ntimeros p-adicos

Esta seccion introduce la teoria de nimeros p-adicos. Hay varias formas equi-
valentes de definir este conjunto de nimeros, dos de ellos se muestran a continuacion.
Los primeros son mas tutiles para comprender realmente lo que usara al construir
nimeros p-adicos, mientras que el segundo es una representacion mas algebraica que,
aunque es un poco mas compleja de entender, permite un manejo més sencillo y for-

mal de ellos. (Sada Allo, M., 2020)

Mas formalmente segiin Chacon Cortés, L. F. (2020), para un primo p dado,
el cuerpo Q, de los nimeros p-adicos es un completado de los nimeros racionales.
El cuerpo Q, también recibe una topologia derivada de una métrica, que a su vez se
deriva del orden p-adico, una valoraciéon alternativa en los niimeros racionales. Este
espacio métrico es completo en el sentido de que cada sucesion de Cauchy converge
hasta un punto en Q,. Esto es lo que permite el desarrollo del calculo en Q,, y es
la interaccion de esta estructura analitica y algebraica lo que le da a los sistemas

numéricos p-adicos su gran utilidad.

2.1.1. La valuacién, la norma p-adica y la métrica p-adica

Sea p un nimero primo fijo. Para cada a € Z existe un unico n € Zx, tal que
a = p"r, con (r,p) = 1. Esto permite, siguiendo las ideas en Baker, A. J. (2006), hacer
la siguiente definicion (Bellido Rojas, 1. L., 2019):

Definicion 2.1.1 Para Burgos Guerrero, V. M. (2019). Se define la valuacion p-adica

de un numero racional como:



n vy(x) =malx{ne€Z:p"|z}>0,sizeZ\{0}
n u,(q) = vp(a) —vy(b), sig=a/be Q.
Proposicion 2.1.1 Sean x,y € Q. Entonces valen:
a) vy(r) =00 <=2 =0
b) vp(zy) = vp(x) + vp(y)
¢) vy(z+y) > min{v,(x),v,(y)}, y si vp(x) # v,(y) se da la igualdad.
Definicién 2.1.2 Si p es un ntimero primo fijo, se define en Q la norma p-adica como

|||, = p~*@. (Bellido Rojas, 1. L., 2019)

Obviamente, se define ||0||, = 0. Es facil verificar que es efectivamente una
norma en Q. En particular, se ve que [|-||, : Q — Rx¢. Valen las siguientes propiedades,

analogas a las que valian para la valuacion:

Proposiciéon 2.1.2 Si x € Q, entonces se verifican:
a) ||z, =0<=2=0
b) llzylly = 1zl

¢) [z +yll, <ma?x {||lz|l,, [lyllp}, v st 2], # [[yll, se da la igualdad.

Definicién 2.1.3 Se define en Q la métrica p-adica, como d,(z,y) = v,(x — y).

(Lopez Hernandez, E. Y., 2023)

Definicién 2.1.4 El cuerpo de ntmeros p-adicos Q, es la completaciéon de Q con

respecto a la métrica p-adica. (Rocha Pen?a, L. J., 2021).

En Q, se considera la topologia inducida por la métrica p-adica, segin la cual
resulta un espacio de Hausdorf localmente compacto. Obviamente, considerado como

espacio métrico, QQ, resultard completo.



La segunda forma de la definicién en Z, y Q, se vera desde el punto de vista

algebraico como se muestra en Serre, J.P. (1996).

Para cada n > 1, denotez por A, al anillo de enteros moédulo p", es decir,
A, = Z/p"Z. Claramente a cada elemento a € A, se le puede asociar uno en 4,4
tomando resto en la division por p"~!. De esta forma queda siempre definido un
epimorfismo ¢,, : A,, — A, _1, cuyo nticleo es p" 1 A,,. Con estos epimorfismos, resulta

evidente que la sucesion

.= A, = A~ = Ay — Ay

conforma un sistema proyectivo. De esta observacion surge la idea para la

segunda definicion de los niimeros p-adicos.

Definicién 2.1.5 Para Tuesta, N. C., Sotomayor, A. M., y Saldana, M. E. S. (2022).
Se define el anillo de enteros p-adicos Z, como el limite proyectivo del sistema (A, ¢,,)

definido previamente. Es decir,
7, = lim (Ay, 6)
Por definicion de limite proyectivo (Aguilar Herrera, K. E., 2019), un elemento
de Z, es una sucesion & = (..., Zp,...,21) con z, € A, y 2, = 2,1 mdéd p"~ 1. La
suma y el producto en este anillo se definen coordenada a coordenada, es decir, se

interpreta a Z, como un subanillo del anillo producto anl A, Antes de llegar a la

definicion de Q,, observe algunas propiedades de los enteros p-adicos.

Proposicién 2.1.3 Sea ¢, : Z, — A, la proyecciéon de la n-ésima coordenada z,, de

cada entero p-adico z. Entonces, la sucesion de grupos abelianos
p" En
0—=2Zp =2y, — A, —0
es exacta.

Proposicién 2.1.4 Un elemento de A, o de Z, es una unidad si y so6lo si no es
divisible por p. Ademas, todo elemento no nulo de Z, se escribe de forma tinica como

p"u, con u € U (Z,) yn > 0.



Definicién 2.1.6 El conjunto de los ntimeros p-adicos Q, se define como el cuerpo

de cocientes del anillo Z,. (Martin Ovejero, J. (2021).

Proposicién 2.1.5 Todo x € Q, admite un tnico desarrollo de Hensel, es decir, se
puede escribir de forma tnica como z = Zn>no app”, con 0 < a, < p,ay, # 0y

nQEZ.

2.2. Grupos multiplicativos y los diferentes stipos de

residuos cuadraticos en cada campo Q,

El proposito de esta seccion es caracterizar de alguna manera el grupo mul-
tiplicativo y usar esta informacion para caracterizar los diferentes tipos de residuos

cuadraticos en cada campo Q,.

Lema 2.2.1 Sea 0 -+ A — F — B — 0 una sucesién exacta de grupos abelianos,
a, b los ordenes (finitos) de A, B, y tales que med(a,b) = 1. Si B’ ;= {z € E : bx = 0},

entonces £ = A@® B', y ademéas B’ es el tinico subgrupo de F isomorfo a B.

Proposicion 2.2.1 Si V := {x € U : 2P~ = 1}, entonces este es el tinico subgrupo

de U isomorfo a F;,yU =V x U,
Lema 2.2.2 Siz € U,\U,41,conn > 1 (y > 2sip=2), entonces 2 € Uy, 11\Upo.
Proposicién 2.2.2 El grupo U; es isomorfo a:

1) Zy, sip# 2.

1) {£1} x Uy 2 {£1} x Zy, si p = 2.

Teorema 2.2.1 El grupo Q; es isomorfo a Z x Z, X Z/rZ, donde r = p—15si p # 2,
yr=2sip=2.

Teorema 2.2.2 Si p # 2, entonces para que un elemento z = p"u € Qj, con n € Zy

u € U%, sea un cuadrado perfecto, es necesario y suficiente que n sea par, y que la

imagen de u en F; = U/U; sea un cuadrado perfecto (resto cuadratico). ®
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Corolario 2.2.1 Si p # 2, el grupo Q;/Q;2 es isomorfo a Zo X Zs, y se puede repre-
sentar mediante {1, p, u, up}, siendo u € U un elemento tal que su imagen % en F;

verifica <%) = -1 (es decir, no es un resto cuadratico médp ).

Teorema 2.2.3 Para que un elemento z = p"u € Q} sea un cuadrado perfecto, es

necesario y suficiente que n sea par y que v = 1 méd 8.

Corolario 2.2.2 El grupo Q}/Q3% es isomorfo a Zy X Zy X Zs, y se puede representar

mediante {+1, 45, +2, +10}

2.3. Formas cuadraticas en los dominios Q, y Q

El objetivo de esta seccion es estudiar y caracterizar formas cuadréticas sobre
los dominios QQ, y Q. Para ello se estudian las propiedades de los médulos cuadraticos
generales y luego se estudia el lenguaje actual de los modulos cuadréaticos. Mientras
se completan las propiedades basicas y los teoremas importantes de los niimeros re-
presentados por formas cuadraticas, aunque se dedica mas tiempo al estudio de estas

propiedades en Q, y R.

2.3.1. Mobdulos cuadraticos

Definicién 2.3.1 Sea V un A-moédulo, con A un anillo conmutativo. Una funciéon

Q@ : V — A es una forma cuadratica sobre V' si se satisfacen las siguientes condiciones:
1) Qaz) = a®*Q(x)Va € A,z € V;
11) La funcion B(z,y) = Q(z+y) — Q(z) — Q(y) es una forma bilineal. (Rodriguez
Guzman, F. P., 2021).

Un par (V, Q) con dichas propiedades se llama mddulo cuadratico.

Definiciéon 2.3.2 Si (V,Q) v (V’,Q’) son dos mo6dulos cuadraticos, una funcion f :
V' — V" es un morfismo de médulos cuadraticos (o morfismo métrico, para simplificar)

si @ o f=Q. (Castillo, S. L. S., 2019).
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Definicién 2.3.3 Sean Uy,...,U,, subespacios de V. Diremos que V es la suma
directa ortogonal de ellos si son todos ortogonales entre si, y ademéas V es suma

directa de ellos. Se nota como:

Proposicion 2.3.1 Sea (V, Q) un modulo cuadratico no degenerado. Entonces,
1) Todos los morfismos métricos que partan de V' son inyectivos.

11) Para todo subespacio U de V se tiene que

U =U,dimU + dim U° = dim V,rad(U) = rad (U°) = U N U°

Definicién 2.3.4 Dado un médulo cuadratico (V, @), diremos que un elemento x es
isotropico si Q(z) = 0. Un subespacio U es isotropico si todos sus elementos lo son.
Finalmente, diremos que el moédulo cuadréitico es isotropico si existe algin elemento

isotropico no nulo z € V. (Cuadrado Chica, M. A. (2021).

Definicién 2.3.5 Un moédulo cuadratico que tiene una base formada por dos ele-

mentos isotropicos z,y no ortogonales es llamado un plano hiperbélico.

Proposicién 2.3.2 Sea x € V un elemento isotropico no nulo, donde (@, V') es no-
degenerado. Entonces existe un subespacio U de V' que contiene a x y es un plano

hiperbélico.
Corolario 2.3.1 Si (V, Q) es isotropico, entonces Q(V) = k.

Teorema 2.3.1 Todo modulo cuadratico (V, Q) admite una base de elementos orto-

gonales dos a dos (base ortogonal).

Definicién 2.3.6 Dos bases ortogonales de un mismo modulo cuadratico (V, Q) se

dicen contiguas si tienen algin elemento en comin (si las bases son (e1,...,e,)y

(e],...,€), deben existir i, j tal que e; = e;-)

e n
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Teorema 2.3.2 Sea (V, Q) un modulo cuadratico no degenerado de dimension n >

3,y sean e = (ey,...,e,) y € = (€],...,¢e),) dos bases ortogonales de V. Entonces
existe una sucesion finita de bases ortogonales e(® e .. . e(™ tales que e® =
e,e™ =¢€' vy el es contigua a eVt para todo j =0,...,m — 1.

Teorema 2.3.3 Si (V,Q) y (V', Q') son isomorfos (como modulos cuadraticos) y no
degenerados, entonces todo morfismo métrico inyectivo s : U — V, de cualquier

subespacio U de V, puede ser extendido a una isometria de V en V.

2.4. Teorema de Hasse-Minkowski a la solucién de la

ecuacion p-adica.

Teorema 2.4.1 (Teorema de Hasse-Minkowski) Una forma cuadrética con coeficien-
tes racionales representa 0 en Q siy sélo si representa 0 en todos los cuerpos Q,, para

todo primo p, incluido p = cc.

Teorema 2.4.2 Una forma cuadrética con coeficientes racionales representa a un
nimero racional r en Q si y solo si representa a r en todos los cuerpos Q,, para todo

primo p, incluido p = oo.

Definicién 2.4.1 Si f y g son dos formas cuadraticas sobre un cuerpo K con m y
n variables respectivamente, llamaremos suma directa de f y ¢ a la forma cuadratica

dada por

(f®g) (@1, Tman) = [ (@1, Tm) + 9 (Tina1y -+ o Tt -

Claramente la suma directa de formas cuadraticas regulares es de nuevo una

forma cuadratica regular (su determinante es el producto de los determinantes).

Teorema 2.4.3 (Teorema de Witt) Sean f, g, h formas cuadraticas regulares en un

cuerpo K. Si f @ g es equivalente a f @ h, entonces g es equivalente ah.

Teorema 2.4.4 Dos formas cuadraticas regulares con coeficientes racionales son ra-
cionalmente equivalentes si y s6lo si son equivalentes en QQ, para todo primo p, incluido

P = 00.
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CAPITULO III

METODOLOGIA
En este capitulo se describen los aspectos metodolégicos que enmarcan el de-
sarrollo de este estudio. Presenta la metodologia, diseno, tipos, métodos y procedi-

mientos de este trabajo.

3.1. Meétodo de investigacion

Esta investigacion adopta el método deductivo, y como expresan Palella y
Martins (2006) el método deductivo se basa en generalizaciones establecidas, reglas,

leyes o principios diseniados para resolver un problema especifico.

3.2. Diseno de investigacién

Esta investigacion corresponde al diseno no experimental, ya que, no se ma-
nipulan variables, sino que se analiz6 el teorema de Hasse-Minkowski aplicado a la
solucion de ecuaciones p-adicas. El disenio no experimental es aquel que se realiza
sin manipular deliberadamente variables (Herndndez-Sampieri, Fernandez y Baptis-

ta, 2014).

3.3. Tipo de investigaciéon

La presente investigacion es descriptiva, ya que recopila informacion que puede
lograr los objetivos planteados; y exploratoria, porque analiza teorias poco conocidas.
Hernéndez-Sampieri, Fernandez y Baptista (2014), sostienen que la investigacion des-
criptiva es aquella que busca medir o recopilar informacién y especificar atributos de

un sujeto de investigacion especifico.

3.4. Enfoque de investigacion

Este estudio es cualitativo, y se utilizan definiciones, proposiciones y teoremas
para intentar dar respuesta a la pregunta de investigacion. Segun, Herndndez Sam-

pieri, Fernandez, y Baptista (2014), el enfoque cualitativo se basa en la recoleccion y
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andlisis de datos con el fin de refinar las preguntas de investigacion, responderlas o

formular otras nuevas

3.5.

Procedimiento de investigaciéon

. Con la finalidad de comprender los conocimientos existentes, establecer antece-

dentes y limitaciones del tema a estudiar, se realizé la lectura de documentos

relacionados con el mismo.

Luego, se desarrollo la estructura del enfoque del contenido de la investigacion

y su analisis.
Se realiz6 visitas a Universidades nacionales en busca de revisién de literatura.

Se realizaron encuentros con el asesor de la investigacién, para que orientara el

proceso.

Se realizaran las observaciones por parte de los jurados y el asesor.

. Se entrego el anteproyecto al departamento de postgrado.
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CAPITULO IV
PRESENTACION DE LOS RESULTADOS
En este capitulo, luego de hacer un analisis minucioso de las definiciones y
teoremas, que sirven de sustento para; Analizar el teorema de Hasse-Minkowski apli-
cado a la solucion de ecuaciones p-adicas, pues se presentan en este apartado dichos
detalles de manera minuciosa con la intencién de que se logren las preguntas que se

han propuesto al inicio del estudio.
4.1. Solucién racional mediante valuacién, norma y métrica

en una ecuaciéon p-adica

En mateméticas, la solucion racional mediante valuacion, norma y métrica en
una ecuaciéon p-adica implica utilizar ntimeros p-adicos, que son una generalizacion
de los niimeros racionales, para resolver ecuaciones. La valuacion p-adica asigna un
valor absoluto a cada nimero, la norma p-adica mide la magnitud de un namero y la
métrica p-adica define la distancia entre dos niimeros. Estos conceptos se utilizan en

conjunto para encontrar soluciones racionales en ecuaciones p-adicas.

Un ejemplo de una ecuaciéon p-adica serfa: 3x + 2 = 0, donde p es un nimero
primo. Utilizando la soluciéon racional mediante valuacién, norma y métrica en una

ecuacion p-adica, se pueden encontrar los valores de x que satisfacen la ecuacion.

Ahora si se consideran mas formalidad en el valor de p. Suponga si p es un
nimero primo fijo. Se sabe, que para cada a € Z existe un unico n € Zs( tal que

a = p"r, con (r,p) = 1. Esto permite, hacer la siguiente definicion:

Definiciéon 4.1.1 Se define la valuacién p-adica de un nimero racional como:
v uy(z) =malx{ne€Z:p" |z} >0,sizeZ\{0}
n u,(q) = vp(a) —vy(b), sig=1a/beQ
Por convenciéon se toma v,(0) = oco. Note que v, : Q — Z, y ademas esta

bien definida, pues si a/b = a'/b" entonces ab’ = a'b, y claramente v,(a) + v, (') =

v, (a') + v,(b) de donde v,(a/b) = v, (a’/V').
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Proposicion 4.1.1 Sean x,y € Q. Entonces valen:
a) vy(r) =00 <= 2x=0

b) vy(zy) = vp(x) + vy(y)
¢) vp(z+y) > mi’n{v,(x),v,(y)}, vy si v,(x) # v,(y) se da la igualdad.

Demostracién: Probaremos tinicamente el item (c) que es el no trivial. Para
eso, supongamos que x,y son no nulos (si alguno de ellos lo fuera, se da la igualdad

trivialmente). Entonces podemos escribir

conr,s €Z,y a,b,c,d e Z no divisibles por p. Es claro que v,(x) = r,v,(y) =
s. Supongamos sin pérdida de generalidad que s > r, y sea t = s —r > 0. Entonces,

(a4 C . ad+ p'bc
ory=v (5+0) =7 (Fr

de donde se deduce inmediatamente la desigualdad a probar. Si suponemos
vp(x) # vp(y), es equivalente a tomar ¢ > 1 con lo cual se ve claramente que p no
divide ni al numerador ni al denominador de la fraccion que acompana a p” (pues por

hipétesis p no dividia a ninguno de los enteros a, b, ¢, d. U

Esta valuacion p-adica nos permite definir la norma p-adica, de la siguiente

manera;
Definicién 4.1.2 Si p es un nimero primo fijo, se define en Q la norma p-adica como

]l = p=r ).

Obviamente, definimos [|0]|, = 0. Es facil verificar que es efectivamente una
norma en Q. En particular, se ve que |||, : Q — Rx. Valen las siguientes propiedades,

analogas a las que valian para la valuacion:

Proposicion 4.1.2 Si z € QQ, entonces se verifican:

1. ||z, =0<=2=0
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2. lzylly = llzllpllyll,

3. ||z +yllp < max {[|lz]l,, [yll}, v sil|zll, # lyll, se da la igualdad.

Como bien es sabido, toda norma N en un espacio induce una distancia, me-
diante la definicion d(x,y) = N(z — y). Asi, suena logico presentar la siguiente defi-

nicion:

Definicion 4.1.3 Se define en Q la métrica p-adica, como d,(z,y) = v,(z — y). Es
usual interpretar a los niimeros reales R como la completacion de Q de acuerdo a la
métrica estandard d(x,y) = |r — y|. Inspirados en esta interpretacion, se define lo

siguiente:

Definicién 4.1.4 El cuerpo de nimeros p-adicos Q, es la completacion de Q con

respecto a la métrica p-adica.

En Q, se considera la topologia inducida por la métrica p-adica, segin la cual
resulta un espacio de Hausdorf localmente compacto. Obviamente, considerado como

espacio métrico, QQ, resulta completo.

4.2. Grupos multiplicativos y los diferentes tipos de residuos

cuadraticos en cada campo Q,

El objetivo de esta secciéon es caracterizar de cierta forma los grupos multipli-
cativos y, con esta informacion, los diferentes tipos de restos cuadraticos en cada uno

de los cuerpos Q,,.

Llamaremos U = Zy al grupo multiplicativo (o de unidades) de los enteros
p-adicos. Para cada n > 1, notamos U,, = 1+p"Z,, es decir, el niicleo de la aplicacion
en: U — (Z/p™Z)". En particular, como Uy = ker (¢1) y (Z/pZ)* = Tm (e1),U/U; se
puede pensar como (Z/pZ)* = F; (grupo multiplicativo del cuerpo de p elementos),
y luego es ciclico y de orden p — 1. Ademas, es claro que los U,, forman una sucesion

decreciente (segtin inclusion) de subgrupos abiertos de U (pues U/U,, = (Z/p"Z)") ,
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y se tiene que U = lim U/U,,.

Consideremos ahora para cada n > 1 el morfismo de grupos abelianos ¢ :
U, — Z/pZ, dado por (1 + p"z) — x mdd p. Entonces U, /kker(¢) = Im(¢). Pero
ker(¢) = Upi1,Im(¢) = Z/pZ, luego U, /U, 1 = Z/pZ. Asi, se puede ver por induc-

cion que U, /U, tiene orden p™~!.

Veamos ahora el siguiente Lema de teroria de grupos:

Lema 4.2.1 Sea 0 -+ A — F — B — 0 una sucesion exacta de grupos abelianos,
a,b los ordenes (finitos) de A, B resp., y tales que med(a,b) = 1. Si B := {x € E :

bx = 0}, entonces E =2 A® B', y ademas B’ es el inico subgrupo de E isomorfo a B.

Demostraciéon: Como a y b son coprimos, existen r, s € Z tales que ar +bs =
1. Veamos primero que AN B" = 0. Sea x € AN B’. Entonces por ser a el orden
de Ajar = 0. Y bxr = 0 por definicion de B’, luego x = (ar + bs)z = r(ax) +
s(bx) = 0 y entonces AN B’ = 0. Ahora bien, tomemos z € E y escribamoslo como
x = arx + bsx. Sean f el monomorfismo de A a E y g el epimorfismo de F a B.
Entonces g(bsx) = bg(sz) = 0 ya que g(sz) € By b es el orden de ese grupo. Luego,
bsx € kerg = Im f = A pues f es mono. Entonces, bsz € A (abuso de notacién; en
realidad esté en un subgrupo de E isomorfo a A) . Resta ver que arx € B, pero para
esto hacemos b(arz) = a(brz), se ve de forma anéloga a la anterior que brx € A,
y luego abrx = 0 con lo cual arz € B’. Por lo tanto, £ = A & B’. El epimorfismo
g : E — B define un isomorfismo entre B y B’, puesto que en los elementos de A da 0
. Si tuvieramos un B” C E isomorfo a B entonces por una cuestion de orden (de este
subgrupo), bB” = 0 luego B” C B’ por definicién de B’. Y al tener el mismo orden,
resulta que B’ = B”. O

Proposicion 4.2.1 El grupo U; es isomorfo a.

1) Zy, sip# 2.

1) {£1} x Uy & {1} X Zy, sip = 2.
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Demostracién: (i) Sea a € U;\U,, por ejemplo @ = 1 + p. Por el Lema
anterior, P € Uit1\Uit2. Sea «, la imagen de « en U;/U,. De lo mencionado an-
teriormente (tomando i = n—2y i = n—1) se deduce que o € U,_\U, ¥
o' € U,, luego (Ozn)pn72 #1y (ozn)p%1 = 1 (recordar que los grupos se notan
multiplicativamente).

1

Al ser Uy /U, un grupo de orden p" !, resulta que el orden de «, es exactamen-

'

te p" 1, con lo cual es un generador. Esto implica que se puede definir un isomorfismo

O entre Z/p" ' Z y Uy /U,.

Pasando al limite, queda entonces definido un isomorfismo 6 entre Z, =

lim,  Z/p"'Z y U, = lim, U, /U,, con lo cual queda probado el caso p # 2.

ii) Tomando a € Uy\Us obtenemos de la misma forma que antes los isomorfi-
mos 0y, o : 7.)]2" 27 — U,y /U,, v por lo tanto se tiene un isomorfismo 6 : Zy — U,. Por

otro lado, como Uy /Uy = Z/27. = {+1} se ve inmediatamente que U; = {£+1} x U,.00

Con estos resultados, ya estamos en condiciones de caracterizar el grupo mul-

tiplicativo de @, de la siguiente manera:

Teorema 4.2.1 El grupo Q; es isomorfo a Z x Z, X Z/rZ, donde r = p—15si p # 2,
yr=2sip=2.

Demostracién: Se sabe que todo elemento z € Q,* se escribe de forma tnica
como x = p"u,conn € Zy u € U. Luego, Q,* = Z x U. Pero ademas, U =V x Uy,
vV =Z/(p—1)Zsip#2(V es trivial si p = 2), luego usando la estructura para Uy

probada en la Proposicién anterior se deduce inmediatamente lo que queria probar.[]
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4.3. Propiedades de los médulos cuadraticos para

caracterizar las formas cuadraticas en los dominios Q, y

Q

El objetivo de esta seccion es estudiar y caracterizar las formas cuadraticas
sobre los cuerpos Q, y Q. Para eso, estudiaremos las propiedades de los modulos
cuadréticos en general, y luego las traduciremos al lenguaje corriente de formas cua-
draticas. Al terminar con las propiedades basicas y los importantes teoremas de re-

presentacion de un ntimero a través de una forma cuadratica.

Sea f(X) =111, auX?+237, ; a; X; X; una forma cuadritica en n variables
sobre k. Suponemos que a;; = aj;, de esta forma, la matriz de fA = (a;;) resulta
simétrica. Entonces, (K™, f) resulta un modulo cuadratico; sera llamado de hecho el

modulo cuadratico asociado a f (o a su matriz A).

Definicion 4.3.1 Diremos que dos formas cuadraticas f y f’ son equivalentes si los

correspondientes modulos cuadréaticos son isomorfos. Lo notaremos como
Y
f~f

Si f(Xy,...,X,) v g(Xy,...,X,,) son dos formas cuadraticas, definimos la suma

(también conocida como suma ortogonal) de f y g mediante la forma cuadratica
fHg = (X0, X)) +g(Xa, 0, Xo)

en n+m variables (en realidad se realiza la suma directa de los modulos cuadraticos,

definiendo la forma cuadratica alli canonicamente). De manera natural, definiremos
f=g = f+(=g)

En general, se omitira el puntito por comodidad de notacién (siempre y cuando no

haya problemas).

Definicién 4.3.2 Se dice que una forma cuadratica f representa a un determinado

elemento a € k si existe z € (k") tal que f(z) = a.
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Observar que f representa a 0 si y solo si su moédulo cuadratico correspondiente

es isotropico.

Definicion 4.3.3 Una forma cuadratica f (X, Xs) se dice hiperbolica si se tiene
f~Xi-X5

En ese caso, también se tendria que f ~ X;Xs.

Y si interpretamos en este contexto se obtienen los siguientes resultados, que
traducen todos los problemas realtivos a ntmeros representables por cierta forma

cuadratica, a entender ctales son las formas cuadraticas isotropicas.

Corolario 4.3.1 Si g es una forma cuadratica en n — 1 variables, y a € k*, entonces

las propiedades son equivalentes:
1) g representa a a;
11) g ~h+aZ? donde h es una forma cuadrética en n — 2 variables;

111) La forma cuadratica f = g — aZ? representa a 0.

Demostracion:

(i) & (ii): La vuelta es trivial, pues ¢g(0,...,0,1) = a. Para ver su reciproca,
si suponemos que g representa a a entonces el moédulo cuadréatico V' correspondiente
a ¢ tendra un elemento x tal que x.x = a (ya que z - = g(x) en dicho modulo
cuadratico). Sea H el complemento ortogonal de x; tenemos que V = Hdkx. O lo
que es equivalente, g ~ h + aZ?, donde h es la g restringida a H (es claro, dado que

r.x = a, que g restringida a kz es aZ? ).

(ii) = (iii): Por la hipotesis (ii) tenemos que f ~ h + aY? — aZ?, luego
f(0,...,0,1,1) = 0 entonces f representa a 0.
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(iii) = (i): Supongamos que f ~ g —aZ? y f(x1,...,Zn_1,2) = 0, con
(x1,...,Tpn_1,2) # 0 . Entonces: o bien z = 0, en cuyo caso g (z1,...,2,-1) = 0
con (x1,...,2,-1) # 0, 0 sea que g representa a 0 y luego a a; o bien z # 0, que
implica g (z1/z,...,2,-1/2) = a por lo tanto g representa a a (observar que no es
necesario pedir que algin z; sea no nulo, pues si todos fueran 0 entonces a = 0,

absurdo). O

4.4. Teorema de Hasse-Minkowski a la solucién de la
ecuacioén p-adica

Basandose en los resultados previos se estudian ahora las formas cuadraticas

sobre Q, para llegar asi al resultado principal de nuestro trabajo.

Como antes, V' denotaré el conjunto de ntimeros primos junto con el simbolo
00, v se denota Q,, = R. Sea f ~ a1X12 +...+ aanb una forma cuadratica en Q de

rango n. Conside los siguiente invariantes, llame invariantes locales de f :
a) El discriminante de f,d(f) =a; ...a, € Q*/Q*?

b) Para cada v € V, consideramos a f como una forma cuadratica f, en Q,, lo cual

nos permite definir el invariante ,(f) para cada v € V' de la siguiente manera:

€v<f) = H (ai7 aj)y

1<j

[Te(r) =1

veV

de donde se tiene que

¢) La signatura (r,s) de la forma cuadrética pensada en R. Se esta ahora en con-
dicién de presentar el Teorema que nos dice que es equivalente la existencia de

soluciones en Q a la existencia de soluciones en cada Q,.

Teorema 4.4.1 (Hasse-Minkowski). Sea f una forma cuadrética sobre Q. Entonces

f representa a 0 si y solo si para todo v € V' la forma cuadratica f, representa a 0 .
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Demostracion: Es obvio que si f representa a 0 , su imagen en QQ, también,

para todo v. Para probar la vuelta, escribamos a f en la forma usual:

fra X2+ .. +a, X2 a;€Q

Y supongamos sin pérdida de generalidad que a; = 1 (reemplazando f por a;f ).

Dividir la prueba en casos: n =2,3,4y > 5

)

11)

n=2
Tenemos f = X? — aX3. El hecho de que f,, represente a 0 nos dice que a > 0.

Escribamos
a = Hpvp(a)
p

y como f, representa a 0 para todo p, se tiene que si (21, x2) es una solucién no
. 2
trivial de f, = 0 entonces a = (x;/x3)", y entonces es un cuadrado en cada Q,.
Esto implica que v,(a) es par, para todo p. Pero entonces a es un cuadrado en
P y

Q, con lo cual f representa a 0 .

n = 3 (Legendre)

Se tiene f = X? — aXZ? — bX?2, y podemos suponer que a y b son enteros li-
bres de cuadrados (si no fueran enteros, multiplicamos por los denominadores
al cuadrado, obteniendo una forma equivalente; luego para que sean libres de
cuadrados, hacemos que las variables absorban todos los factores cuadrados de
ay de b). Esto se traduce en que v,(a),v,(b) € {0,1} para todo p primo. Su-
pongamos sin pérdida de generalidad que |a| < |b|. Probemos el resultado por

induccion en m := |a| + |b].

Para m = 2, f = X? + X2 4+ X2. Pero no pueden ser todos signos positivos por
el hecho de que f, representa a 0 . Entonces, es claro que f representa a 0.
Supongamos ahora que m > 2. Esto implica que |b| > 2 (pues es el mas grande

de los dos). Escribamos a b como

b==+pi...pk
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donde los p; son primos distintos (por la suposicion hecha de que b es libre de
cuadrados). Sea p cualquiera de los p;, veamos que a es un cuadrado modulo p.
Si a es multiplo de p, esto es trivial. En caso contrario, a es una unidad en Q,.
Por hipotesis, sabemos que existe (z,y,2) € (Q,)” tal que 22 — az? — by? = 0.
Podemos suponer, que (z,y, z) es primitiva (que x,y,z € Z, y hay alguno no

miltiplo de p). Se tiene que 2% — az? = 0 méd p ya que p | b.

Si p dividiera a z, entonces también a z. Pero como v,(b) = 1, p dividirfa tam-
bien a y, absurdo. Luego = no es miltiplo de p, entonces multiplicando por su
. , ., . —1\2 ,

inverso médp en la ecuacion de antes, se ve que a = (zz~")” mdd p entonces es

cuadrado modulo p.

Esto vale para cualquier p; que divide a b, luego como Z/bZ = || Z/piZ, tenemos

que a es un cuadrado modul b. Es decir, existen ¢, tales que

t* =a+bb

Se puede suponer que [¢| < |b]/2. Observar que bb' = t* — a luego bb' es la norma
de un elemento de k(y/a). Entonces, (a,bb’) = 1. Luego (a,b) = 15sii (a,b") =1,
por linealidad. Asi, recordando la definicion del simbolo de Hilbert, tenemos

que nuestra forma f representa a 0 en k(= Q o a Q,) si lo hace la forma

fi= X7 —aXi - 0°X3

Por hipotesis, f representa a 0 en cada Q,, entonces f’ también. Pero observar

que

—al _ || la| _ [tP 10|

] I L U L O L I L B
b o T S tis Ty T b

pues |b| > 2. Si escribimos V' = ub”, con b” libre de cuadrados, entonces es claro

V| =

que [b"| < |b]. Por hipotesis inductiva, la forma cuadrética f” = X?—aX3—b"X?2

representa a 0 . Luego f’ también, y en consecuencia nuestra f.

n=4
Por comodidad, escribamos f = aX? + 0XZ — (cX3 + dX?). Sea v € V. Como
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fv representa a 0, se tiene que existe un z, € Q} representado por las formas

aX?+bX2y cX2+ dX?. Esto equivale, para Q,, = R, a decir que
(x4, —ab), = (a,b)y,y (o, —cd), = (¢, d),

Y esto vale para todo v € V. Como [[, .\ (a,b), =[],y (¢, d), = 1, y obtenemos

asi un z € Q* que verifica
(x,—ab), = (a,b),,y(x, —cd), = (¢, d),

para todo v € V.

Esto implica que la forma cuadratica aX? + bX3 — xZ? representa a 0 en cada
Q., v entonces representa a 0 en Q por el caso anterior. O sea que z € Q* es
representado por aX? +bX3. Analogamente, x es representado por cX3 + dX3.

Aplicando ahora otra implicacién, deducimos que f representa a 0 en Q.

n>>s

Probaremos el resultado por induccién en n. Pensemos a f como f = h — g,
donde h = a1 X2+ ax X3y g = — (a3X3 + ...+ a,X?). Sea S el subconjunto de
V' dado por los elementos 0o, 2, y los primos p tales que v, (a;) # 0 para algin
i > 3 (i.e., primos que dividen a alguno de los coeficientes de g ). Claramente, S
es finito. Sea v € S. Como f, representa a 0 , existird un a, € Q} representado

(en Q, ) por hy g ). Esto es, existen z¥ € Q,,7 =1,...,n tales que
h(z},xb) =g (z5,...,2,) = ay

Como los cuadrados de Q) forman un abierto, si utilizamos el conjunto S,
deducimos que existen x1, 75 € Q tales que sia = h (1, z2), entonces a/a, € Q>

para todo v € S. O
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CAPITULO V
CONCLUSIONES
Luego de analizar los resultados presentados en el capitulo IV, se muestran las
conclusiones pertinentes para dar respuesta a los objetivos de investigacion planteado
en el capitulo I. Especificamente se basé en analizar el teorema de Hasse-Minkowski

aplicado a la solucion de ecuaciones p-adicas.

5.1. Conclusiones

En esta seccion se realiza un anélisis de los resultados encontrados en esta tesis,
presentando asi los més pertinentes de la misma. De forma especifica se realiz6 un
analisis del teorema de Hasse-Minkowski aplicado a la solucién de ecuaciones p-adicas,

obteniendo conclusiones relevantes.

e Luego de analizar el teorema de Hasse-Minkowski aplicado a la solucion de
ecuaciones p-adicas, se concluye que este teorema es una herramienta poderosa
para investigar la existencia y no existencia de soluciones en el ambito de las

ecuaciones p-adicas.

Ademas, se destaca la versatilidad del teorema de Hasse-Minkowski al aplicarse
a diferentes contextos y tipos de ecuaciones p-adicas. Su utilidad no se limita
a un caso especifico, sino que puede ser empleado en una amplia gama de pro-
blemas matemaéaticos. Esto demuestra su robustez y relevancia en la resolucion
de ecuaciones p-adicas, brindando a los investigadores y mateméticos una he-

rramienta poderosa para abordar estos desafios.

En cuanto a los objetivos especificos se llegd a las siguientes conclusiones:

a) La solucion racional mediante valuacion, norma y métrica en una ecuacion
p-adica proporciond un enfoque poderoso y eficiente para resolver proble-
mas matematicos complejos en este contexto especifico. La norma p-adica
proporcion6 una medida de tamano relativo basada en la valuacion p-adica.

La métrica p-adica permitioé definir distancias entre nimeros p-adicos.
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b) En cuanto al estudio de los grupos multiplicativos y los diferentes tipos
de residuos cuadréticos en cada campo Q,, se logré6 comprender las pro-
piedades aritméticas de los nimeros p-adicos. Estos conceptos permitieron
analizar la estructura y las propiedades de los elementos en estos campos,
asi como resolver ecuaciones y problemas relacionados con los residuos
cuadraticos. El estudio de estos temas tiene aplicaciones en diversas areas

como la teoria de ntimeros, la criptografia y la geometria algebraica.

c¢) El estudio de las propiedades de los modulos cuadréticos en los dominios Q,
y Q fue fundamental para caracterizar y analizar las formas cuadréticas en
estos contextos. Estas propiedades permitieron comprender la estructura
y las propiedades de las formas cuadraticas, asi como resolver ecuaciones

y problemas relacionados con ellas.

d) Finalmente, el teorema de Hasse-Minkowski es una herramienta poderosa
para abordar la solucién de ecuaciones p-adicas. Este teorema establecio
que una ecuacion tiene soluciéon en los niimeros racionales si y solo si tiene
solucién en los nimeros p-adicos para todos los primos p. Esto permitioé
utilizar el enfoque p-adico para resolver ecuaciones y analizar propiedades

aritméticas de manera mas general.

5.2. Lineas futuras de investigacion

Luego de presentar las conclusiones pertinentes, se propone algunas lineas
futuras para otros maestrante que le interese el tema en cuestion o qué sirvan para

otras generaciones de la comunidad y el pais, entre ellos:

1. Investigacion sobre la generalizacion del teorema de Hasse-Minkowski para ecua-

ciones ctibicas y mayores.

2. Estudio de las implicaciones del teorema de Hasse-Minkowski en la teoria de

niimeros y la geometria algebraica.
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