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RESUMEN.

Este estudio se enfoca en la Interpretacion Geométrica del Producto Integral. El objetivo
general de la investigacion es interpretar de forma geométrica el Producto Integral. Para

alcazar este objetivo, se busca explorar los siguiente objetivos especificos:
= Caracterizar el Producto Integral.
= Identificar los fundamentos para la Interpretacion Geométrica del Producto Integral.

Para abordar esta investigacion se aplico un enfoque metodologico deductivo de tipo ex-

ploratorio y explicativo, con un énfasis cualitativo y un diseio no experimental.

Los resultados destacan que el Producto Integral puede ser interpretado como el volu-
men de prisma en funcion a los incrementos de una funcién con multiplicidad de lados,
donde cada incremento actiia como una dimension diferente. Ademds, se establece una co-

nexion significativa entre el Producto Integral y la media geométrica de los incrementos de

la funcion.



CAPITULO 1
INTRODUCCION

1.1 Introduccion

En este capitulo se presentan los elementos siguientes: antecedentes historicos y

académicos, planteamiento del problema, objetivos, justicacion, alcances y limites.

1.2 Antecedentes.

1.2.1 Antecedentes historicos.
1.2.1.1 Origenes del Producto Integral

Vito Volterra A fines del siglo XIX introdujo el concepto de integraciéon de pro-
ductos, que ampli6 la idea de la integracion ordinaria a la integracion de productos de
funciones. Su trabajo sobre la integracion de productos se public en varios articulos influ-
yentes y culmind en el libro .°pérations infinitésimales linéaires”, coescrito con Bohuslav

Hostinsky. (Slavik, 2007).

El trabajo de Volterra sobre la integracion de productos sento las bases para la teoria
de las ecuaciones integrales de Volterra, que se convirtié en una herramienta importante
para el estudio de sistemas dindmicos. Su investigacion en esta area tuvo aplicaciones en
fisica, biologia y economia, y contribuy6 significativamente al desarrollo de la modeliza-

ciéon matematica y el andlisis. (Slavik, 2007).

El Produto Integral fue introducido hace méas de 110 afios por el matemdtico ita-
liano Vito Volterra, como una herramienta en la solucion de cierta clase de ecuaciones
diferenciales. Fue estudiada intensivamente por los matematicos durante medio siglo, pero

finalmente el tema cay6 en desuso y cayo en el olvido. (Gill, 2001).



El Producto Integral parece haber sido utilizado por primera vez como una herra-
mienta fundamental en el andlisis de supervivencia moderno por Aalen y Johansen (1978),
aunque también aparece en un contexto mas informal en Cox (1972) y en Kalbfleisch y
Prentice (1980). Se ofrecen revisiones de la teoria de la integracién de productos en los
trabajos de Gill y Johansen (1990) y Gill (1994). El primer articulo también presta aten-
cion a la historia anterior del tema. En particular, cabe mencionar que se han utilizado una
amplia variedad de notaciones para el product-integral, incluyendo grandes P’s en cursiva,
simbolos de producto y el signo de integral ordinario adornado con un semicirculo encima.

(Gill, 2001).

En el 1938 Hostinsky, estudio ciertos operadores lineales especiales en el espacio
de funciones continuas (€l los llamé “transformaciones funcionales lineales) y calcula sus
integrales de productos, asi como sus derivadas por la izquierda y la derecha. Hostinsk "y
imaginé una funcién como un vector con infinitas coordenadas; el operador lineal en R"

dado por:

n
Yi=_ a1
i=1

luego pasa al operador en funciones continuas dadas por:

Y(t) = /pq A(t, u)z(u)du

Esta idea no era nueva; Volterra ya habia notado que las ecuaciones integrales pueden tra-
tarse como casos limite de sistemas de ecuaciones algebraicas lineales. Su observacion
también fue posterior utilizado por Ivar Fredholm, quien obtuvo la solucion de una ecua-
cion integral como limite de las soluciones de ecuaciones algebraicas lineales. (Volterra y

Hostinsky, 1938).



1.2.2 Antecedentes académicos.

Arthur Stroud y Don Secrest, (1992), En su articulo titulado ”Product Integration:
Its History and Applications”, ofrecen una vision historica del desarrollo y las aplicaciones
del producto integral. Discuten las contribuciones de mateméticos destacados como Volte-
rra y Perron en el desarrollo del concepto de producto integral. Stroud y Secrest exploran
como el producto integral se ha aplicado en campos como la fisica matematica, la teoria de
la medida y la teoria de ecuaciones diferenciales. Ademas, presentan ejemplos de como el
producto integral se ha utilizado en la modelizacién de fenémenos fisicos y la resolucién

de problemas practicos en ingenieria, como el clculo de areas y volimenes en geometria.

Ronald E. Mickens,(2006), publica su articulo titulado ”The Product Integral in
Science and Engineering”. Mickens realiza una revision exhaustiva del uso del producto
integral en diversas dreas de la ciencia y la ingenieria. Destaca como el producto integral
se ha utilizado para abordar problemas fisicos, matematicos y de ingenieria en los que las
variables estan relacionadas multiplicativamente. Mickens proporciona ejemplos concre-
tos de como el producto integral se aplica en la resolucidén de ecuaciones diferenciales no
lineales y en la modelizacién de fendmenos complejos como la propagacion de ondas, la
dindmica de particulas y la transferencia de calor. Ademds, discute la importancia del pro-

ducto integral en la teoria de la estabilidad y la estabilidad de sistemas dindmicos.

Michael Ruzhansky y Durvudkhan Suragan, (2012), en su investigacion titulada
”The Product Integral: Applications to Life and Physical Sciences”, exploran las diversas
aplicaciones del producto integral en ciencias de la vida y ciencias fisicas. Se centran en
su uso en problemas de fisica matematica, ecuaciones diferenciales, teoria de la probabili-
dad y estadistica. Ruzhansky y Suragan presentan ejemplos concretos de como el producto
integral se utiliza en la modelizacién de fendmenos naturales y bioldgicos, como la difu-

si6n de sustancias en tejidos bioldgicos, la propagacion de ondas acusticas y la teoria de la



probabilidad. También discuten las propiedades y técnicas de cédlculo asociadas al producto

integral, como la convergencia, la linealidad y la diferenciabilidad.

Sasane (2013), en su articulo titulado ”Product Integration with Applications to
Quantum Mechanics”, examina el uso del producto integral en la formulacion matemética
de la mecénica cuantica. Explora como el producto integral se aplica en la descripcion de
operadores lineales en espacios de Hilbert y en la resolucién de ecuaciones de evoluciéon
cudantica. El autor discute las propiedades del producto integral en el contexto de la teoria
de la medida y presenta ejemplos de su aplicacion en la cuantizacion de sistemas fisicos y

en el cdlculo de probabilidades cuénticas.

Abdon Atangana y Dumitru Baleanu (2015), en su articulo llamado .*pplications of
Product Integration in Engineering and Applied Mathematics”, presentan una amplia ga-
ma de aplicaciones del producto integral en ingenieria y matemadticas aplicadas. Exploran
como el producto integral se ha utilizado en el modelado de sistemas fisicos y fendmenos
naturales, como el transporte de calor y masa, la dindmica de fluidos y las ecuaciones de
onda. Atangana y Baleanu discuten las propiedades y técnicas de cédlculo asociadas al pro-
ducto integral, como la asociatividad, la conmutatividad y la diferenciabilidad. Ademas,
presentan ejemplos concretos de como el producto integral se ha aplicado en la resolucion
de problemas practicos en ingenieria, como el andlisis de sistemas de energia, la optimiza-

cion y el control de procesos.

Andreas Engel, Hans-Georg Weigand y Tizian Weiss (2020), En su articulo titulado
”The Product Integral: A Powerful Tool for Probability Theory and Statistical Physics”,
exploran el uso del producto integral como una herramienta poderosa en la teoria de la pro-
babilidad y la fisica estadistica. Presentan cdmo el producto integral se utiliza para descri-

bir procesos estocasticos, como el movimiento browniano y los procesos de ramificacion.



Ademas, discuten las aplicaciones del producto integral en la teoria de campos aleatorios
y en la modelizacién de fendmenos complejos en sistemas fisicos. El articulo proporciona
ejemplos detallados y discute las propiedades del producto integral en relacion con la teoria

de la probabilidad.

1.3 Planteamiento del problema.

Es conocido que la integral de Riemann tiene interpretaciones geométricas, tales
como la suma de infinitos rectdngulos infinitamente pequefios construidos debajo de una
curva (sumas inferiores), o construidos por encima de una curva (sumas superiores), y
aproximacion trapezoidal. En las integrales de producto intuitivamente no existe una in-
terpretacion geométrica, debido a que el producto integral en su definicion no se relaciona

directamente con dreas de figuras geométricas.

La integral geométrica se define como un operador multiplicativo. La expresion
b

de la integral de producto H f(i) con i, a y b pertenecientes al conjunto de los nime-
i=a

ros enteros, es el andlogo multiplicativo discreto a la expresion aditiva discreta de la in-

b
tegral de Riemann Z f (i), mientras que Hl}(x) dx es andlogo continuo a la integral (nor-

i=a

b
mal/estandar/aditiva) / dx, con x contenido en [a, b]. De aqui, se plantea que las interpre-
a
taciones geométricas de la integral de Riemann no se podrian asociar con las integrales del
producto, ya que estas poseen diferentes caracteristicas, lo que implica que las integrales

productorias sean consideradas como un célculo no Newtoniano. (Grossman,1972)

La interpretacion geométrica del Producto Integral es un tema que ha generado
interés y debate entre los matematicos y estudiosos del calculo. Aunque la integral de Rie-
mann tiene interpretaciones geométricas bien establecidas, como la suma de rectangulos
debajo o encima de una curva, la interpretacion geométrica del Producto Integral presenta

desafios adicionales debido a sus caracteristicas particulares.



Una de las carateristicas del Producto Integral es que se distingue por su caracter
operador multiplicativo. A diferencia de la integral de Riemann, este enfoque no presenta

una correspondencia directa con dreas de figuras geométricas.(Trevi, 2015).

Por lo que, la Interpretacion Geométrica del Producto Integral presenta desafios de-
bido a sus caracteristicas y diferencias con respecto a la integral de Riemann. Aunque no
existe una interpretacion geométrica directa establecida, los estudios contindan buscando
fundamentos geométricos solidos y utilizando herramientas de visualizacion para explorar

y comprender mejor la Interpretacion Geométrica del Producto Integral.

Sin embargo, es importante destacar que la biisqueda de una Interpretacion Geométri-
ca del Producto Integral no se ha detenido. Algunas investigaciones se han centrado en
desarrollar fundamentos geométricos sélidos que puedan proporcionar una interpretacion
adecuada del Producto Integral. Estos fundamentos geométricos podrian permitir el desa-

rrollo de una interpretacion geométrica coherente y comprensible del Producto Integral.

Interpretar geométricamente el Producto Integral conlleva a responder las siguientes

interrogantes:

1. (Cuaéles son las caracteristicas del Producto Integral?

2. (Cuales son los fundamentos para la Interpretacion Geométrica del Producto Inte-

gral?

1.4 Objetivos.

1.4.1 Objetivo general.

Interpretar de forma geométrica el Producto Integral.



1.4.2 Objetivos especificos.

1. Caracterizar el Producto Integral.

2. Identificar los fundamentos para la Interpretacion Geometrica del Producto Integral.

1.5 Justificacion.

Esta investigacion reviste una gran importancia al centrarse en la Interpretacion
Geométrica del Producto Integral. Este enfoque resulta significativo ya que se fundamenta
en la comprensién geométrica de conceptos matematicos, especificamente en relacion con
el cdlculo de dreas y volimenes. Dicha perspectiva posee una relevancia sustancial en diver-
sas areas del saber, donde la interpretacion geométrica puede arrojar luz sobre fendmenos

complejos.

La validez de esta investigacion radica en su intencidn explicita de esclarecer los
procedimientos y técnicas para calcular dreas y volimenes bajo curvas y figuras geométri-
cas, utilizando el contexto del Producto Integral. Al abordar estos métodos de forma acce-
sible y detallada, se busca proporcionar a los lectores procedimientos necesarios para una
comprension efectiva. Esta claridad contribuird a reducir posibles malentendidos e inexac-

titudes en los célculos relacionados con la Interpretacion Geométrica del Producto Integral.

Ademas, este trabajo busca superar los desafios que pueden surgir al analizar fun-
ciones complejas, presentando una metodologia que facilita la comprensién y el célculo
de dreas y volimenes en el dmbito del Producto Integral. Al hacerlo, la investigacion ofre-
ce un enfoque practico para aplicar el calculo integral en situaciones geométricas, lo que

puede tener un impacto directo en la resolucién de problemas reales en diversas disciplinas.



1.6 Alcances y limites.

Esta investigacion estd contenida dentro de las matematicas tedricas, especicamente
el calculo integral y la geometria. Cabe mencionar que esta investigacion se limitara exclu-
sivamente al producto integral de tipo 1l o integral geométrica como lo plantea Lebesgue

en su libro titulado Integracion y medida.



CAPITULO 11
MARCO REFERENCIAL

2.1 Introduccion.

De acuerdo con lo que expone Ramos (2018), elaborar el marco teérico implica
analizar y exponer aquellas teorias, enfoques tedricos y antecedentes en general que se
consideren vélidos para el correcto encuadre del estudio. En este capitulo se exponen un
conjunto de definiciones, teoremas y algunas demostraciones que sirven de soporte y refe-

rente conceptual para este trabajo.

2.2 Marco teorico.

Definicion 2.2.1 Calculo. Es una herramienta que ayuda a estudiar todos los fenéme-
nos que cambian en el tiempo y donde una variable depende de otra. También se puede ex-
plicar como una parte del andlisis matemético que consiste en el estudio de cémo cambian

las funciones cuando las variables cambian. (Barreto, G. 2017).

Definicion 2.2.2 Calculo Integral. Es una rama de las matematicas, especicamente
del cdlculo infinitesimal que se encarga del estudio de las integrales y las anti-derivadas, se

emplea més para calcular dreas y volimenes. (Alvarado, A. 2020).

Definicion 2.2.3 Area. Es un concepto métrico que puede permitir asignar una me-
dida a la extension de una superficie, expresada en mateméticas como unidades de medida
denominadas unidades de superficie. El drea es un concepto métrico que requiere la espe-

cificacion de una medida de longitud. (Equipo editorial, hispanopedia 2020).

Definicién 2.2.4 Area bajo la curva. El drea bajo la curva de una funcién f(z) en

el intervalo [a, b] se define como la integral de Riemann de dicha funcién en ese intervalo,
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T epresentada CcOomo:

/abf(:c)da:

Larson, (1984).

Definicion 2.2.5 Volumen. Es una medida tridimensional de la cantidad de espacio
que ocupa un objeto en el espacio euclidiano. Se refiere a la extension fisica de un objeto
en sus tres dimensiones: longitud, anchura y altura. El volumen se puede calcular mediante
diferentes métodos segun la forma del objeto, como la féormula del volumen para una esfe-

ra, un cubo o un prisma, entre otros. (Stewart, 2001).

Definicion 2.2.6 Media aritmética. Es aquella que muestra el valor central de los
datos constituyendo ser la medida de ubicacidon que mads se utiliza. En general, es calculada

sumando los valores de interés y dividiendo entre el nimero de valores sumados.
n
v _ 1
i=1
(Paz, 2007).

Definicion 2.2.7 Media geométrica (MG). Se define como la enésima raiz del

producto de n niimeros.

(Paz, 2007).

Definicion 2.2.8 Funcion. Una funcién f es un conjunto de pares ordenado (X, y)
ninguno de los cuales tienen el mismo primer elemento. Esto es, si (X, y) pertenece a f y

(x, z) pertenece a f, entonces y = z. (Apostol, T., 1976).
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Definicion 2.2.9 Integral de Riemann. En Anilisis real, es una forma simple de
definir la integral de una funcién sobre un intervalo como el 4rea localizada bajo la curva

de la funcién. (Riemann, 1854).

Definicion 2.2.10 Productoria. Es una forma abrevidada de escribir el producto de
nimeros; esta suma abreviada tiene una simbologia propia, haciendo uso de un simbolo
[T unos limites: inferior ¢ = 1 inicializado por medio del contador 7 , y un limite superior
nl un ndimero entero; y finalmente un factores o multiplicando, valores a ser sumados

r;€R coni=1,2,...,n.

Hl‘i:$1'$2'...-$n

(Saavedra, 2002).

Propiedades matematica del Producto Integral

1. Propiedad de multiplicatividad: Definiendo el producto integral sobre un intervalo de

tiempo arbitrario de manera natural, tenemos para 0 < s < t:

f[([+dX) = 19[(]+dX)ﬁ(]+dX).

2. Propiedad de linealidad: [I[c - f(z)] = ¢ - [1[f(x)] y T1[f(z) + g(x)] = TI[f(x)] -
Mg ()]

3. Propiedad de la potencia: [[[f(z)"] = (I1[f(z)])"

4. Propiedad del cambio de variable: [1[f(g(x)) - ¢'(z)] = TI[f (v)]
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5. Propiedad de la multiplicacién de funciones: [[[f(x) - g(x)] = I1[f(2)] - [1[g(x)]

6. Propiedad del limite: lim [Mf(x)] =L = lim I][f(x)"] = L"

n—0o0

Estas propiedades son dtiles para realizar manipulaciones algebraicas y simplificar expre-

siones que involucran el producto integral. (Richard D. Gill, 2001).

Producto Integral tipo Lebesgue

Al igual que la version de Lebesgue de integrales (clasicas) , se pueden calcular integrales
de productos aproximandolas con las integrales de productos de funciones simples . Cada

tipo de integral de producto tiene una forma diferente para funciones simples.

Tipo I: integral de Volterra

Debido a que las funciones simples generalizan funciones escalonadas , en lo que sigue
solo consideraremos el caso especial de funciones simples que son funciones escalonadas.
Esto también facilitard la comparacion de la definicién de Lebesgue con la definicion de
Riemann . Dada una funcién de paso f : [a,b] — R con la particién correspondiente
a=1Y < 1y < ... < Yy, Yyuna particién etiquetada a = o < z; < ... < x, = b,
o <tg <z, <ty L 29y ..., 1 < 11 < X, una aproximacion de la “definiciéon

de Riemann”de la integral del producto de tipo I viene dada por:

n}:[ (14 £(t0) - (@i — 2]

La integral de producto (tipo I) fue definida como, en términos generales, el limite de estos

productos por Ludwig Schlesinger en un articulo de 1931.

Otra aproximacion de la “definicion de Riemann”de la integral de producto de tipo I se

define como

le exXp (f(tk) (Tpg1 — :ck))
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Cuando f es una funcién constante, el limite del primer tipo de aproximacion es igual al
segundo tipo de aproximacion. En general, para una funcién de paso, el valor del segundo
tipo de aproximacién no depende de la particidn, siempre que la particion sea un refina-
miento de la particion que define la funcién de paso, mientras que el valor de la primer
tipo de aproximacion no depende de la finura de la particion, incluso cuando se trata de un

refinamiento de la particién de la definicién de la funcién de paso.

Resulta que para cualquier funcién integrable de producto, el limite del primer tipo de apro-
ximacion es igual al limite del segundo tipo de aproximacién. Dado que, para las funciones
escalonadas, el valor del segundo tipo de aproximacion no depende de la finura de la par-
ticion para particiones ’suficientemente finas”, tiene sentido definir la integral de producto

de Lebesgue (tipo I)”’de una funcién de paso como:

I1 (1 + f(x) d$>déf ”ﬁl exp (f(Sk) (Y1 — yk))7
a k=0

donde yp < a =590 < y1 < ... < Yn_1 < Sp—1 < Y, = b es una particién etiquetada,
y nuevamente a = yp < y; < ... < Y, €s la particién correspondiente a la funcién es-
calonada f. (Por el contrario, la cantidad correspondiente no se definiria inequivocamente

utilizando el primer tipo de aproximacion).

Esto se generaliza facilmente a espacios de medida arbitraria. Si X es un espacio de me-
dida con medida i, luego para cualquier funcion simple integrable en el producto f(z) =
> p—q arla, () (es decir, una combinacion cénica de las funciones indicadoras de algunos
conjuntos medibles disjuntos Ag, Ay, ..., A1 € X), su integral de producto de tipo I se

define como: »
1;[ (1 + [(z) dli(x))d;f kl:[ exp (akM(Ak)),

donde a;, es el valor de f en cualquier punto de A;. En el caso especial donde X = R,
1 es la medida de Lebesgue, y todos los conjuntos medibles Ay son intervalos, se puede
verificar que esto es igual a la definicion dada anteriormente para ese caso especial. De

forma andloga a la teoria de las integrales de Lebesgue (cldsicas), la integral de producto
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de Volterra de cualquier funcién integrable de producto f puede escribirse como el limite
de una secuencia creciente de integrales de productos de Volterra de funciones simples in-

tegrables en productos.

Tomando logaritmos de ambos lados de la definicion anterior, se obtiene que para cualquier

funcién simple integrable en productos f:

In (TTx (14 f(2) du(2))) = In (T exp (ar(Ar))) = Sis an(Ax) = [ f(2) dp(z) <
[Ix (1 + f(x) d,u(x)) = exp ([y f(z)du(z)), donde se usa la definicién de integral para
funciones simples. Ademds, debido a que funciones continuas como exp se pueden inter-
cambiar con limites, y el producto integral de cualquier funcién integrable del producto f

es igual al limite de productos integrales de funciones simples, se sigue que la relacion

T (1 + f(@) du@)) = exp ( [ f(2) du(a))

X

se mantiene generalmente para cualquier producto integrable f.

La integral del producto de Volterra es multiplicativa como funcién de conjunto, lo cual
se puede mostrar usando la propiedad anterior. Mds especificamente, dada una funcion
integrable de producto f, se puede definir una funcién determinada V; definiendo, para

cada conjunto medible B C X,

B 1;[ (1+ f(a ))déf];[ (14 (f - I)(x) du(x)),

donde /() denota la funcién indicadora de B. Luego, para dos conjuntos medibles dis-

juntos By, By se tiene:
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Vi(BiUBy) = [[ (1+ f(2)du(x))

B1UBso

- </]31uB2 /(@) d,u(aj))
= ([ f@)du()+ [, @) duta))

= e ([, S duta) ) exp ([, f(a)duia)
= I10 + 7@t T[]+ () )

Ba
= Vy(B1)Vy(Bz).
Esta propiedad se puede contrastar con las medidas, que son funciones de conjuntos aditi-

vas.

Sin embargo, la integral del producto de Volterra no es multiplicativa como funcional.
Dadas dos funciones integrables de productos f, g y un conjunto medible A, generalmente

ocurre que

[T(1+ (Fo)a) dn(a)) # TT (1+ £ @ die@) TT (1 + o(a) dp(z)

A A

Tipo II: integral geométrica

Si X es un espacio de medida con medida p, entonces para cualquier funcién simple in-
tegrable en el producto f(x) = >}, axla, (x) (es decir, una combinacion conica de las
funciones indicadoras de algunos conjuntos medibles disjuntos Ay, Ay,..., A1 € X)),

su integral de producto de tipo II se define como

m—1
[T /(@)@ T ™.
X k=0

Tomando logaritmos de ambos lados, vemos que para cualquier funcién simple integrable
en productos f:

In (ITx f(2)") = S m(au(Ar) = fyInf@)du(e) <= Ty fa)™) =
exp (fx In f(z) du(z)),
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donde hemos utilizado la definicion de la integral de Lebesgue para funciones simples. Esta
observacidn, andloga a la realizada anteriormente, permite reducir por completo la “teoria
de Lebesgue de integrales geométricas.? la teoria de Lebesgue de integrales (clasicas). En
otras palabras, porque funciones continuas como exp y In se pueden intercambiar con limi-
tes, y el producto integral de cualquier funcién integrable f es igual al limite de alguna

secuencia creciente de productos integrales de funciones simples, se sigue que la relacién

17" = exp ([ 1ns(@) du(a))

. (Grossman y Katz, 1972).

2.3 Teoremas

2.3.1 Teorema del Valor Medio:

Si f(z) es continua en el intervalo [a, b], entonces existe al menos un punto ¢ € (a,b) tal

que [T[f (z)] = f(e)(b — a).

Demostracion: Consideremos la funcién auxiliar g(x) = f(z) — W - . Esta funcién

es continua en [a, b] y diferenciable en (a, b).
Observemos que g(a) = f(a) — P42 - a = f(a) = f(b) + f(a) = 2f(a) = f(b). ¥
g(b) = f(b) = 1O b= f(b) — F() + f(a) = 2f(a) — F ).

Si encontramos un valor ¢ en el intervalo (a, b) donde g(c) alcanza su maximo o minimo
absoluto, entonces ¢'(c¢) = 0. Dado que g(z) es diferenciable en (a,b), podemos aplicar
el Teorema de Rolle, que establece que si una funcién es continua en un intervalo cerrado
y diferenciable en el intervalo abierto, entonces existe al menos un punto en el intervalo

donde la derivada se anula.

Por lo tanto, existe un punto ¢ € (a,b) tal que ¢’'(c) = 0, lo que implica que f'(c) —
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W = 0. Luego, despejando f’(c), obtenemos:
f(b) — f(a)
1y — 4\ T I\

f (C) - b—a

Multiplicando ambos lados por (b — a), tenemos:

f'(e)(b—a) = f(b) — f(a)

Finalmente, al reemplazar f(b) — f(a) por la diferencia en la notacién de productoria,

obtenemos:
b

II (=) = f(c)(b—a)

r=a

. (Stewart, J.2014).

2.3.2 Teorema del Cambio de Variable:

Sea g : [a,b] — [c,d] una funcion diferenciable y biyectiva, y f una funcidn integrable en
le,d]. SiTlI[f(g(z)) - ¢'(x)] es el producto integral de f(g(x)) - ¢’(x) sobre [a, b], entonces

se cumple:

donde u = g(x).

Demostracion:

Dado que u = g(x), podemos escribir la productoria [I[f(g(z)) - ¢'(x)] como:

Ahora, como g(x) es una funcién diferenciable y biyectiva, su derivada ¢'(z) no se anu-
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la en el intervalo [a, b]. Por lo tanto, podemos considerar el producto [][¢'(x)] como una

constante y escribir:

donde u = g(x). (Larson, 1984).

2.3.3 Teorema Fundamental del Calculo:

Si f(z) es una funcién continua en el intervalo [a,b] y F'(z) es una funcién primitiva de

f(z) en [a, b], entonces se tiene:

donde F(a)~! es la funcién inversa de F'(a).

Demostracion

La demostracion del Teorema Fundamental del Célculo con una productoria se basa en el
concepto de la derivada de una funcion integral.

Consideremos la funcidn:

donde el limite inferior de integracion es a y el limite superior es .
Dado que F'(x) es una funcion primitiva de f(x), podemos escribir G(x) en términos de la

funcidn primitiva:
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donde C' es una constante de integracion. Ahora, vamos a calcular la derivada de G/(z) con

respecto a z:

z /
o) = (Tt
t=a
Por el Teorema Fundamental del Célculo, sabemos que la derivada de una funcion integral

es igual a la funcidn integrando. En este caso, la derivada de G () esigual a f(z). Entonces,

tenemos:

Comparando las dos ecuaciones anteriores, tenemos:

G'(z) = F'(x)

Esto implica que G(x) y F(z) difieren en una constante, es decir:

Ahora, evaluemos G(x) en los limites del intervalo [a, b]:

Gb)=F(b)+C y Gla)=F(a)+C

Si restamos las dos ecuaciones anteriores, obtenemos:

G(b) = Gla) = (F(b) + C) = (F(a) + C)



20

Pero recordemos que G/(x) es igual a la productoria [];_, f(¢)dt, por lo que:

Entonces, tenemos:

(Stewart, J. 2014).

2.3.4 Teorema de Cambio de Orden de Integracion:

Si f(x,y) es una funcién continua en el rectdngulo R = [a, b] X [c, d], entonces se cumple:

IT [T11f G )] =TT [TTlf (& 9)]]

donde [][f(z,y)] representa el producto integral de f(z,y).

Demostracion:

Para demostrar el Teorema de Cambio de Orden de Integracion, utilizaremos las propieda-

des de las integrales iteradas.

Consideremos la funcién F'(z) = [] f(x,y), donde [] f(z, y) representa el producto inte-
gral de f(x,y) con respecto a y en el intervalo [c, d]. Aplicando la propiedad de la integral

iterada, podemos escribir:

[T I1 /G v)] =TIF@)

Abhora, consideremos la funcion G(y) = [] f(z,y), donde [ f(z, y) representa el producto
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integral de f(x,y) con respecto a x en el intervalo [a, b]. Aplicando nuevamente la propie-

dad de la integral iterada, obtenemos:

ITII /@] =TIGw

Por lo tanto, tenemos:

[T /@] =T]F@) =I]Gw)

. (Rudin, 1964).

2.3.5 Teorema del Limite:

Si {fn(x)} es una sucesion de funciones integrables en el intervalo [a, b], y lim,, o, f,(z) =

f(z) para todo = € [a, b], entonces se cumple:

Jim [T[fn(2)] = [][f ()]

donde [][f ()] representa el producto integral de f(x).

Demostracion:

Dado que se cumple lim,, ., f,(z) = f(z) para todo z € [a,b], podemos escribir la

sucesion de funciones como:

{fu(®)} = fi(x), fo(x), f3(x), ... Consideremos el limite de la productoria de la sucesion

{fn(x)} cuando n tiende a infinito:

Tim [Tif(@)] = T1Ifi(2), fal), fa(x), .. ]

Dado que la funcion f(x) es el limite de la sucesion de funciones, podemos escribir:

L[/ (@)] = [1lfi(2), fo(2). f3(z), .. ]
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Ahora, analicemos el limite de cada término en la productoria cuando 7 tiende a infinito.
Para cada valor de x en el intervalo [a, b], se cumple lim,,_,, f,(z) = f(z). Por lo tanto,
cada término de la productoria converge al correspondiente término en la productoria de la
funcién f(x).

Por lo tanto, podemos concluir que:

Tim 1/ ()] = [/ (@)

(Gonzalez, 2010).
Estos teoremas son herramientas fundamentales en el estudio de las propiedades y el cilcu-

lo de producto integrales.
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CAPITULO 111
DISENO METODOLOGICO

3.1 Introduccion.

En este capitulo se describen los aspectos metodoldgicos que marcaran el desarrollo de esta

investigacion. En el mismo se abordara el método, diseno, enfoque y tipo de estudio.

3.2 Diseno de la investigacion.

Esta investigacion segun la intervencion es no experimental, ya que no hubo intervencion
ni manipulacién en su desarrollo. Segin la bisqueda de la causa es un disefio analitico,
porque se analizé cuidadosamente el comportamiento geométrico del producto integral,
para asi llegar a conclusiones aceptables. Con respecto al tiempo de estudio, es de cardcter
transversal, ya que se desarroll6 en un periodo de tiempo definido. (Hernandez, Ferndndez

y Baptista, 2010).

3.3 Tipo de investigacion.

Respecto a las caracteristicas de esta investigacion, es de tipo exploratoria-explicativa. Ex-
ploratoria en virtud de que abord6 un tema previamente poco estudiado y a la vez explica-

tiva porque di6 a conocer el comportamiento geométrico del Producto Integral.

Investigacion exploratoria

Esta investigacion se caracteriza por su objetivo principal de explorar un tema o fendmeno
poco conocido o poco estudiado. Su propdsito es obtener una comprension inicial de un
problema o situacion en la que hay poca informacién disponible. A través de la investiga-
cion exploratoria, se busca descubrir nuevas ideas, generar hipotesis e identificar patrones
y tendencias relevantes. (Hernandez Sampieri, R., Fernandez Collado, C., Baptista Lucio,

P. 2014).
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Investigacion explicativa

Esta investigacion tiene como objetivo principal proporcionar una comprension en profun-
didad sobre un fenémeno o problema especifico. A través del anélisis riguroso de datos y la
aplicacion de teorias existentes, busca establecer relaciones causales y responder preguntas
fundamentales sobre el fendmeno estudiado. A diferencia de la investigacion exploratoria,
que se centra en la exploracion inicial de un tema poco conocido, la investigacion expli-
cativa busca una comprensiéon mas profunda y precisa, desentranando los mecanismos y

procesos subyacentes. (Herndndez Sampieri, R., Fernandez Collado, C., Baptista Lucio, P.

2014).

3.3.1 Método de la investigacion.

Esta investigacion emplea el método deductivo, ya que el mismo consiste en extraer con-
clusiones légicas y validas partiendo de explicaciones y demostraciones del método ya

resueltos. (Prieto, 2017)

3.3.2 Enfoque de la investigacion.

Esta investigacion se basa en un enfoque cualitativo, porque su desarrollo se basé en un

andlisis de conceptos, proposiciones, teoremas, descripciones y explicaciones. (Ortega,

2018)

3.4 Procedimiento de investigacion

El proceso de investigacién comenzdé con la revision exhaustiva de documentos relaciona-
dos con el tema, con el objetivo de adquirir un entendimiento profundo de los conocimien-

tos existentes y establecer los antecedentes y limitaciones de la investigacion.

Posteriormente, se procedio a desarrollar la estructura del enfoque de contenido de la inves-
tigacion y se llevo a cabo un andlisis detallado del mismo. Con el fin de obtener informacién

adicional, se realizé una busqueda exhaustiva de materiales fisicos en universidades para
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respaldar la revision de literatura sobre el tema en cuestion.

Durante todo el proceso, se contd con la guia y orientacién de un asesor, quien brindé di-

reccion y apoyo en el desarrollo de la investigacion.

Finalmente, se llevo a cabo una verificacion para asegurar el cumplimiento de los objetivos
establecidos al inicio de la investigacion. Este paso fue crucial para evaluar el éxito y la

efectividad del estudio realizado.
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CAPITULO IV
PRESENTACION DE RESULTADOS

4.1 Introduccion.

En este capitulo se presentan los resultados que permiten dar una interpretacién geometrica

al Producto Integral.

4.2 Definicion del Producto Integral

El Producto Integral de una funcién f(x) en el intervalo [a, b] se define como la limitacién
del producto de todos los incrementos de la funcion a medida que estos incrementos se

vuelven cada vez mds pequenos. En términos matematicos, se puede expresar como:

b n
1;[]“(3:) = T}Lr{)lo}:[()f(a +iAx) 4.1)
b—a - .
donde Ax = es el tamano del incremento.y
n

a'y b son nimeros enteros.

Observacion 4.2.1 Se puede observar que en esta definicion se trata de multiplicar de
forma sucesiva los diferentes valores incrementales de la funcion, especificamente cuando

estos incrementos son muy pequenos.

Observacion 4.2.2 Siguiendo la idea de la sumas de Riemann, se puede arribar las si-

guientes conclusiones, considerando a lo que se llamard “"Los Productos de Riemann ":

= Suponiendo el producto desde i = 0 hastan = 1 se tiene lo siguiente en la ecucion

(4.1)
1

[ fla+idz) = fa)(f(a+ Az)) = f(a)f(b) (4.2)

=0

donde ANz =b—a
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= Suponiendo el producto desde 1 = 0 hastan = 2 se tiene lo siguiente en la definicion (4.1).

2

I fla+iAz) = f(a)(f(a+ Az))(f(a +2A2)) = f(a)(f(a+ Ax))f(b)  (43)

=0

donde Ax = =2

2

4.3 Caracteristica del Produto Integral

1. f(z) debe ser una funcion cuyo dominio son los niimeros reales.
2. Elrango de f(x) son los reales positivos.

3. El Producto Integral se puede trasformar a una integral de Riemann, esto es:
b

L1760 = oy T = s ( [ 0 )

a

Demostracion:

Dado que la integral de Riemann se define como:

/f(x)dx zginc}oif(:ci)d:c

=1

Por otro lado tenemos que el Producto Integral se define como:

n

[ r@)de = tim T](f ()™
P i=1

Aplicando logaritmo natural en ambo lados de la igualdad se tiene:

In P/f(:v) dx o (7111_{{)10 li[l(f(xl))dx)



Por la propiedad del logaritmo de la potencia se obtiebe:

In P/ f(z) de = lim dz.ln (ﬁ(f(a:ﬂ)

n—00 -
=1

Aplicando la propiedad del logaritmo del producto se tiene:

In (P/ /@) dx) = lim do. (z:; lnf(a:i)>

Por la defifinicion de la integral de Riemann se tiene:

In P/f(m)dx :/ablnf(a?)dx

Por lo que, el Produto Integral es:

p/ﬂ@dm = e/a Inf(x)dx

Esto implica:

b

- Az—0

[1 /()™ = 1im ] f(2:)2" = exp ( / "In £(2) d(x))

28
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Ejemplos

dx
x
Ejemplo 4.3.1 Calcular : P/ ,dondef(r) =x

b Inf(z)dx
[ /(@) = ela J)
‘ b
Inxdx
= ¢eJa
b
zinr — x
= e a

6b-lnb—b—a'lna+a

:Ebea—b

a®’

z\dx T
e ) flx)=e
Ejemplo 4.3.2 Calcular, P/ ("), /()

4. El Producto Integral es la media geométrica del producto de todos los incremen-

tos de la funcion en un intervalo de longitud 1.

Dado que la motivacién para la integral de Riemann es hallar el drea debajo de una funcién
en un intervalo dado. Se define como una aproximacion de la integral definida de una fun-

cién f(z) en el intervalo cerrado [a, b] utilizando una suma finita de dreas de rectangulos.
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Suponiendo que se tiene una funcion f(z) y el intervalo cerrado [0, 1], debajo de esa fun-
cién se pueden construir n rectidgulos. Como el drea del rectagulo es base por altura, y en
este caso su base es 1/n, entonces:

An = F@1) s S (@) + (@) [ (@) ()

donde esta se puede escribir de forma compacta como un sumatorio, esto es:

por lo que, si se hace a n cada vez mas grande, los rectagulos se aproximan mas al area
debajo de la funcion. Por tanto, el drea de todos los rectingulos no es mas que la media
aritmetica de todas las alturas en el intervalo cerrado [0, 1] y ademads el area debajo de una

curva, es decir:

/01 f(z)dz

. Se puede decir que si sumando se tiene que dividir por 7, lo andlogo seria que multiplican-
do se tome la raiz n-ésima. Haciendo el mismo procedimiento que la integral de Riemann,

pero ahora con Productos parciales, se tiene:

A esto se le llama la media geométrica del producto de todas las alturas y a su vez es el

Producto Integral de la funcion f(z) en el intervalo cerrado [0, 1].
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4.4 Fundamentos geométrico del Producto Integral

Sea f(z) una funcién definida en el primer cuadrante. Si se aplica la definicién del Producto
Integral en f(z) el resultado de dicho producto desde i = O hastan = 1,n =2, n = 3,n =

4,y en general hasta n, se puede generalizar e interpretar de la siguiente manera:

1. Suponiendo el producto desde 7 = 0 hastan = 1:

1

[ fla+idz) = f(a)(f(a+ Az)) = f(a)f(b)
=0
donde Ax =b—a
Esta es la primera parte de la observacion 4.2.2, la cual se puede interpretar como el

drea del rectdngulo cuyo ancho es f(a) y largo f(b)

2. Suponiendo el producto desde ¢ = 0 hasta n = 2:

2

1 fla+iAz) = f(a)(f(a+ Ax))(f(a+2A2)) = f(a)(f(a+ Az))f(D)

1=0

donde Az = b’Ta

Esta es la segunda parte de la observacion 4.2.2, la cual se puede interpretar como el

volumen del prisma cuyo ancho es f(a), largo f(a + Ax) y alto f(b).

3. Suponiendo el producto desde : = 0 hastan = 3:

3

1 fla+iAz) = f(a)(f(a+ Az))(f(a+2A2))(f(a + 3Az))

=0

= f(a)(f(a+ Az))(f(a+ 2Ax)) f(b)

donde Az = =@

3
Esto se puede interpretar como f(a) veces el volume del prisma cuyo ancho es (f(a+ Ax),

largo f(a + 2Axz) y alto f(b).
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4. Suponiendo el producto desde : = 0 hasta n = 4:

4

[ f(a+iAz) = f(a)(f(a+ Az))(f(a + 2A2))(f(a + 3A2))(f(a + 4Az))

1=0

= [(a)(f(a+ Az))(f(a+ 2A2))(f(a + 3Az)) f(b)

donde Az = bjT“

Esto se puede interpretar como f(a)(f(a + Ax)) veces el volume del prisma cuyo ancho

es (f(a + 2Ax), largo f(a + 3Az) y alto f(b).

5. En general, suponiendo el producto desde 7 = 0 hasta n, esto es:

n

II fla+iAz) = f(a)(f(a+ Az))(f(a+ 2A2))(f(a + 3Az)) - ... - (f(a + nAx))

=0

= [(a)(f(a+ Az))(f(a + 2A))(f(a + 3Az)) - ...()

donde Az = =2 es el tamaiio del incremento, a y b son nimeros enteros.
n

Esto se puede interpretar como f(a)(f(a + Ax))(f(a+ 2Ax))(f(a +3Az)) - ...- (f(a+
(n—4)Axz)(f(a+ (n—3)Ax) veces el volume del prisma cuyo ancho es ( f(a+(n—2)Ax),
largo f(a + (n — 1)Ax) y alto f(b).
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CAPITULO V
CONCLUSIONES

5.1 Introduccion.

En este capitulo se hace un andlisis de la Interpretacion Geométrica del Producto Integral y
sus distintas variantes presentadas en el capitulo anterior, ademds, su respectiva correspon-
dencia con los objetivos de esta investigacion. Por otra parte, se presentan las conclusiones

y posibles lineas futuras de esta temédtica investigativa.

5.2 Analisis de las caracteristica del Producto Integral

= Las caracteristicas 1 y 2 de la seccidn 4.3 son necesarias, ya que se requiere que la
funcién arroje solo valores positivos, por la naturaleza misma de las medidas de los

segmentos, es decir, estos deben ser de longitud mayor que cero.

= Ellnf(x) debe ser Riemann integrable para la existencia del producto integral, debi-

do a que dicho producto tiene la siguiente transformacion:

b

L7 = iy T = e ( [ 0 )

" Az—0

Observacion 5.2.1 Si el resultado obtenido se evaliia en el intervalo de longitud 1,
seria la media geomérica de todos los incrementos de la funcion f(x) = x en ese

intervalo.

Observacion 5.2.2 Si este resultado se evaliia en el intervalo mayor que 1, no seria
la media geomérica de todos los incrementos de la funcion f(x) = x, puesto que

esto solo se cumple en un intervalo de logitud igual a 1.

= Como méximo tres valores de la funcién f(z) serdn considerados como segmento
de recta, y todos los demas como escalares por la consistencia 16gica de la interpre-

tacion geométrica, puesto que un solo segmento denota un objeto matematico con
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longitud, usando el producto de dos segmetos se obtiene un area, del producto de
tres segmetos resulta un volumen, sin embargo, el producto de més de tres segmetos

geométricamente no tiene sentido.

= Solo en intervalo de longitud 1, el Producto Integral coincide con la media geométrica

del producto de los incrementos de la funcion.

5.3 Analisis de los fundamentos grométrico del Producto Integral

= Cabe mencionar que si se calcula el Producto Integral desde ¢ = o hastan = 1
de f(x) se establece relacion con el drea de un rectangulo. Al considerar un tnico

intervalo, se estd esencialmente calculando el drea bajo la curva de la funcion.

= Cuando se considera el Producto Integral desde ¢« = 0 hasta n = 2 se fundamenta en
dimension tridimensional, relacionando con el volumen de un prisma. Al dividir el
intervalo en dos partes iguales, se considera el producto de los valores de la funcién
en tres puntos: el punto de inicio, el punto medio y el punto final del intervalo. Esto

implica a calcular el volumen de un prisma con ancho como f(a), largo f(a + Ax)
y alto f(b).

» Si se considera el Producto Integral desde ¢ = 0 hasta n = 3, se tiene un escalar f(a)

multiplicando el volume del prisma cuyo ancho es (f(a + Ax), largo f(a + 2Ax) y
alto f(b).

En general, el Producto Integral desde ¢ = 0 hasta n se funtamenta en el volumen de un

prisma con multiplicidad de lados.

5.4 Interpretacion Geométrica del Producto Integral

Los andlisis de los resultados obtenidos en esta investigacion, han permitido inferir las

siguientes conclusiones:

» El Producto Integral se puede interpretar geométricamente como f(a)(f(a+Ax))(f(a+
2A2))(f(a+3Az)) - ...-(fla+ (n—4)Ax)(f(a+ (n — 3)Ax) veces el volume del
prisma cuyo ancho es (f(a + (n — 2)Ax), largo f(a + (n — 1)Ax) y alto f(b).
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= En consecuencia de la propiedad comutativa del producto, los tres valores de los
incrementos de la funcién dados al ancho, largo y alto que generan el volumen del

prisma, pueden ser cuales quieras de los incrementos de f(x).

= La Interpretaciéon Geométrica del Producto Integral solo tendra sentido si f(x) # 0

0 un nimero negativo.

= Si el Producto Integral estd definido en un intervalo cerrado [a, b], y |[b — a| = 1, este
serd igual a la media geométrica del producto de los incrementos de la funcion, el
cual se interpreta geométricamente como el lado del cuadrado que tiene area igual a
la del rectangulo de lados f(a) y f(b), o bien la arista del cubo que tiene volumen

igual a la del prisma de ancho f(a), largo f(a + Az) y alto f(b), asi sucesivamente.

5.5 Lineas futuras de investigacion.

Esta investigacion plantea desafios significativos, ya que abre la puerta a diversas direc-
ciones de investigacion. A continuacion, se mencionan algunas de estas posibles dreas de

estudio:
1. Producto Integral en Funciones Complejas.
2. Aplicaciones del Producto Integral en Fisica Tedrica.
3. Producto Integral en Sistemas Dindmicos.
4. Conexiones entre el Producto Integral y la Teoria de Grupos.
5. Generalizacion del Producto Integral a Espacios de Funciones.

6. Aplicaciones Biomatemadticas del Producto Integral
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Visualizacion grafica de la ecuacion (4.2).
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Figura 5.1: Grafica de
f(x)ysuvalorenz = a
yx =b.

Visualizacion grafica de la ecuacion (4.3).
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Figura 5.2: Grafica de
f(z) ysuvalorenz = a,
r=a+Axyxz=hb.



