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RESUMEN

Esta investigacion contempla un analisis de la recurrencia puntual para sistemas
dindmicos lineales desde el enfoque de la teoria ergddica, la construccion de medidas
invariantes a partir de puntos recurrentes para una clase general de sistemas dinami-

cos lineales y la generalizacion a sistemas dindmicos productos e inversos.

La metodologia de esta investigacion se basd en un disefio no experimental y un
enfoque transversal, empleando el método analitico-deductivo para estudiar las pro-
piedades de recurrencia en sistemas dindmicos lineales desde la teorfa ergddica. Con
un enfoque cualitativo y un tipo de investigacién descriptiva, se buscé caracterizar y

analizar dichos sistemas sin manipular intencionalmente las variables.

Las conclusiones mas relevantes sefialan que la recurrencia en sistemas dinamicos
lineales depende de la invariancia y ergodicidad, lo cual permitié la construccion de
medidas invariantes mediante puntos recurrentes y el limite de Banach, y se establece
que en sistemas dinamicos productos e inversos, la recurrencia se preserva y es ana-

lizable en funcién de los sistemas individuales.

Palabras claves: Sistemas dinamicos. Teoria ergddica. Invariancia. Recurrencia.
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CAPITULO I
INTRODUCCION.

1.1. Introduccion.
En este capitulo se contempla la introduccion de la investigacion, los antecedentes,
el planteamiento del problema, los objetivos propuestos, la justificacion, los alcances

y limites.

1.2. Antecedentes
1.2.1. Antecedentes histéricos de la Recurrencia Lineal

De acuerdo con D’Agostino (1987), las ecuaciones de recurrencia han sido objeto
de estudio por numerosos matematicos a lo largo de los siglos, estando su evolucion
profundamente ligada a la historia de las matematicas. Antes de su formalizacion,
muchas civilizaciones antiguas ya empleaban patrones recursivos. La aparicion de las
relaciones de recurrencia se puede rastrear hasta Fibonacci y su problema de cria de
conejos, que establece una recurrencia. Jacob y Kepler observaron que las proporcio-
nes limite de términos consecutivos se acercan a la proporcion aurea. Posteriormente,
Girard escribi6 explicitamente sobre la recurrencia en 1634, y De Moivre junto a Ber-

noulli, la resolvieron explicitamente, derivando la conocida férmula de Binet.

El trabajo de Moivre titulado “Miscelanea analitica sobre series y cuadraturas”
publicado en 1730, a menudo se considera como el primer estudio sistemético de las
recurrencias lineales. Ademads, introdujo la idea de una funciéon generadora y la aplico

a la sucesién de Fibonacci (Moreau, 2012).

Las recurrencias han sido un componente fundamental de las matematicas desde
tiempos remotos. Durante los siglos XVII y XVIII, con el avance del algebra y el
calculo, los matematicos comenzaron a examinar las propiedades y soluciones de las
ecuaciones de recurrencia en un contexto mas amplio. En ese periodo, se descubrié
que estas ecuaciones estaban estrechamente relacionadas con las series y secuencias

infinitas. En el siglo XIX, con el desarrollo de la teoria de ntimeros y el algebra abs-



tracta, las recurrencias lineales fueron estudiadas con mayor detalle. Se desarrollaron
métodos generales para resolver y caracterizar estas ecuaciones, encontrando aplica-
ciones en multiples areas, desde la teoria de ntimeros hasta la fisica. Este progreso
continud en los siglos siguientes, con la implementacion de algoritmos en la teoria de
la codificacion y el analisis de algoritmos, lo que permitié un anélisis més profundo de
sus propiedades y comportamientos gracias a la capacidad de calcular rdapidamente

grandes cantidades de términos (Koshy, 2019).

1.2.2. Antecedentes historicos de los sistemas dinamicos lineales

La teoria de sistemas dinamicos tiene su origen en los trabajos de Newton y sus
ecuaciones diferenciales, que expresan el ritmo de cambio de una magnitud. Esta
idea permitié a Euler sentar las bases de la dinamica clésica, aplicando las leyes de
Newton a particulas y sélidos rigidos (Fernandez, 2005). En su esencia, una ecuacién
diferencial es una funciéon que describe cémo cambia una magnitud con el tiempo, y
estas ecuaciones lineales permitieron predecir con precision los estados posibles de un

sistema bajo la premisa del determinismo laplaciano (Madrid, 2011).

El determinismo laplaciano, nombrado asi por Pierre-Simon de Laplace, sugeria
que si una inteligencia conociera todas las fuerzas de la naturaleza, nada seria incierto.
Sin embargo, a medida que se profundizaba en el estudio de los sistemas dindmicos,
surgieron problemas con ecuaciones diferenciales no lineales. Estas ecuaciones no tie-
nen una proporcionalidad simple entre causas y efectos, muchas veces carecen de
soluciones analiticas y pueden presentar comportamientos cadticos (Madrid, 2011).
Un ejemplo significativo es el problema de los n cuerpos, especialmente para n = 3,
que implica determinar el movimiento de tres cuerpos con diferentes masas y fuerzas

gravitacionales mutuas.

El problema de los tres cuerpos motivo a matematicos y fisicos a buscar solu-
ciones, pero su complejidad era mucho mayor que la del caso de dos cuerpos. Henri

Poincaré, al intentar resolver este problema, encontré indicios de caos determinista,



donde el comportamiento de los sistemas depende sensiblemente de las condiciones
iniciales, desafiando el determinismo laplaciano. Poincaré fue el primero en abordar
la posibilidad de la existencia del caos, describiéndolo como una conducta aperidédica

en sistemas deterministas (Madrid, 2011).

Con el avance de la tecnologia y la aparicion de las computadoras en la década de
1950, el estudio de sistemas dindmicos no lineales experimenté un auge significativo.
En 1963, Lorentz descubrié el movimiento cadtico de un atractor mientras estudiaba
un modelo de conveccién atmosférica. Observé que las soluciones de su modelo nunca
llegaban a un estado periddico, sino que continuaban oscilando de forma irregular y
eran extremadamente sensibles a las condiciones iniciales. Este descubrimiento fue
crucial para entender que algunos sistemas son inherentemente impredecibles (Saya-~

ma, 2015).

El estudio de sistemas dinamicos ha demostrado que no es posible predecir con
certeza el estado futuro de sistemas complejos como el clima o la economia. Estos
estudios han desafiado la creencia predominante durante los siglos XVIII, XIX y gran
parte del XX de que conocer las reglas de un fenémeno permite predecir su evolucion
a largo plazo. En cambio, han resaltado la importancia de prever posibles escenarios
con herramientas cualitativas. La naturaleza y los sistemas socioeconémicos son mas
diversos y complejos de lo que se pensaba en siglos pasados, y el estudio del caos ha

permitido comprender mejor esta complejidad (Madrid, 2011).

1.2.3. Antecedentes histéricos de la teoria ergddica

La teoria ergddica es el estudio de los sistemas dinamicos desde la perspectiva de
la teoria de la probabilidad. El sistema dado por T : X — X es determinista, pero
hay factores como la falta de informacién, la incapacidad de hacer mediciones precisas
o la complejidad del sistema que hacen que sea ttil estudiarlo probabilisticamente

(Martinez, 2019).



Este enfoque naci6 en la segunda mitad del siglo XIX, con la mecanica estadistica.
Hasta ese momento, la teoria cinética de los gases intentaba describir la termodina-
mica en términos de la mecanica. A partir de ella, Ludwig Boltzmann desarroll6 la
mecanica estadistica, que usa la probabilidad para estudiar sistemas mecanicos cuyo
estado exacto es incierto. La famosa hipotesis de Boltzmann, formulada en 1868, se
refiere a un sistema conservativo con una cantidad enorme de particulas, tal como
un gas, y describe la distribucion de los momentos de estas particulas. Asi, en estos
sistemas extremadamente complejos, se renuncia a la pretension de entender el com-
portamiento de cada particula individualmente, y se apunta a entender propiedades

globales del sistema expresadas en el lenguaje de las probabilidades (Catsigeras, 2013).

La teoria ergddica propiamente dicha naci6é en 1890, cuando Henri Poincaré pro-
b6, estudiando la mecanica celeste, el primer y mas basico resultado de la misma: el
Teorema de Recurrencia de Poincaré. No fue sino hasta 50 afios después que George
D. Birkhoff y John von Neumann establecieron los teoremas ergodicos que llevan sus
nombres. En 1940, Claude E. Shannon escribié un articulo intitulado A mathematical
theory of communication, trabajo fundacional de la teoria de la informacién. Basado
en las ideas de Shannon, en 1959, Andréi Kolmogoérov definié el concepto mateméatico
de entropia, que es una cantidad que mide la complejidad de un sistema. El estudio
del mismo fue profundizado afios mas subsiguientes por el mismo Kolmogoérov y su
alumno Yakov Sinai. En esa época, la década de los 1960s, hizo eclosién la moderna
teoria de los sistemas dindmicos, asi como la teoria de la medida. En estos sistemas,
como los atractores extranos de las obras de Lorenz, el sistema es altamente impre-

decible, la complejidad del sistema es un objeto de estudio crucial (Martinez, 2019).

1.2.4. Antecedentes académicos

La investigacion de Eisner (2015) titulada “Estabilidad y recurrencia en la dina-
mica lineal: Un enfoque ergddico”, cuyo objetivo fue analizar la estabilidad y recu-
rrencia en dinamicas lineales utilizando teoria ergodica. En este estudio, se abordaron

los conceptos de estabilidad asintética y su relacién con la recurrencia ergddica en



sistemas discretos y continuos. La conclusion enfatiza que la estabilidad y recurrencia
estan intimamente relacionadas y que la teoria ergddica juega un papel fundamental

en el control de sistemas dinamicos en aplicaciones practicas.

En el estudio de Blanchard y Cassaigne (2016) titulado “Teoria ergddica de sis-
temas recurrentes lineales”, cuyo objetivo fue estudiar la teoria ergddica aplicada a
sistemas recurrentes lineales. En este estudio, se examind las propiedades estadis-
ticas de las trayectorias de estos sistemas y se proporcionaron resultados sobre la
distribucién de puntos recurrentes. La investigacién concluyé que la teoria ergodica
es esencial para comprender la estructura interna de los sistemas recurrentes y para
predecir su comportamiento a largo plazo, lo que tiene aplicaciones en diversas areas

de la ciencia y la ingenieria.

El trabajo de Katok y Hasselblatt (2016) titulado “Introduccion a la teoria moder-
na de sistemas dinamicos”, cuyo objetivo fue proporcionar una introduccién compren-
siva a la teoria moderna de sistemas dindmicos con un enfoque en sistemas lineales.
En este estudio, se incluyeron secciones dedicadas a la teoria ergddica y sus aplicacio-
nes a la recurrencia en sistemas lineales. Los autores concluyen que la teoria ergodica
es una herramienta esencial para la comprension y el andlisis de sistemas dinamicos
modernos, proporcionando nuevas perspectivas y métodos para el estudio de la dina-

mica lineal.

La investigacion de Tikhomirov (2017) titulada “Propiedades ergdédicas de siste-
mas dindmicos lineales: Una visién general”, cuyo objetivo fue analizar las propieda-
des ergodicas de sistemas dinamicos lineales a través de varios enfoques matematicos.
En este estudio, se examind cémo las propiedades de recurrencia se manifiestan en
sistemas con diferentes tipos de condiciones iniciales y perturbaciones, permitiendo
predecir el comportamiento a largo plazo de los sistemas lineales bajo diversas con-

diciones.



La investigacién de Lind y Marcus (2017) titulada “Dindmica simbdlica y ergo-
dicidad lineal”, cuyo objetivo fue relacionar la dinamica simbdlica con la ergodicidad
de sistemas lineales. En este estudio, se examinaron representaciones simbolicas de
sistemas lineales y se demostraron resultados ergddicos utilizando estas representa-

ciones.

El estudio de Lian y Lu (2018) titulado “Ciclo lineal sobre sistemas dindmicos
y teoria ergddica”, cuyo objetivo fue explorar las propiedades ergédicas de los ciclos
lineales en sistemas dinamicos. En este estudio, se abordo las condiciones bajo las
cuales un ciclo lineal muestra comportamiento ergédico y se analizaron ejemplos es-

pecificos para ilustrar estos resultados.

En el estudio de Walters (2018) titulado “Aspectos ergddicos de operadores li-
neales en espacios de Banach”, cuyo objetivo fue investigar las propiedades ergddicas
de operadores lineales en espacios de Banach. En este estudio, se desarrollaron crite-
rios ergddicos para la recurrencia de operadores y se aplicaron a ejemplos en analisis
funcional. Los resultados obtenidos muestran que las propiedades ergddicas de los
operadores lineales son fundamentales para la teoria de operadores y tienen implica-

ciones significativas en la teoria de espacios de Banach.

El trabajo de Gorodetski y Kleptsyn (2019) titulado “Propiedades de recurrencia
de mapas lineales y medidas ergddicas”, cuyo objetivo fue investigar las propiedades
de recurrencia de mapas lineales y sus medidas ergddicas asociadas. En este estu-
dio, se describieron condiciones especificas para la ergodicidad y se aplicaron a varios

ejemplos de mapas lineales en espacios de dimensién finita.

La investigacion de Krieger (2020) titulada “Ergodicidad y recurrencia en siste-
mas dinamicos lineales”, cuyo objetivo fue proporcionar una caracterizacion detallada
de la recurrencia en sistemas lineales. En este estudio, se utiliz6 herramientas de la

teoria ergodica para demostrar la existencia de estados recurrentes y se discutieron las



implicaciones para sistemas fisicos modelados por ecuaciones lineales. La conclusion
destaca la importancia de la recurrencia ergddica en la prediccion del comportamiento
de sistemas fisicos y en la mejora de modelos matematicos para describir fenémenos

naturales.

El estudio de Froyland y Gongalves (2021) titulado “Recurrencia y ergodicidad
en sistemas lineales de alta dimension”, cuyo objetivo fue extender los resultados er-
gbdicos a sistemas lineales de alta dimensién. En este estudio, se utilizaron técnicas
de analisis funcional para caracterizar la recurrencia y se discutieron aplicaciones en

modelado climatico y econémico.

1.3. Planteamiento del problema.

El estudio de las propiedades de recurrencia se ha convertido en un tema de
interés creciente en la teoria de sistemas dindmicos debido a su capacidad para reve-
lar patrones y estructuras ocultas en conjuntos de datos temporales, cuya evolucion
puede conducir a comportamientos complejos que no son facilmente capturados por
métodos tradicionales de andlisis. Estas permiten analizar como un sistema regresa
a sus estados anteriores o a estados cercanos, proporcionando informaciones claves

sobre su estabilidad y predictibilidad.

La teoria ergddica se ocupa del comportamiento a largo plazo de los sistemas
dindmicos, investigando cémo se distribuyen las trayectorias de un sistema a lo largo
del tiempo. Esto supone que las propiedades de recurrencia y la teoria ergddica estan
intimamente relacionadas, ya que ambas se enfocan en la repeticion y estabilidad de
los estados dentro de un sistema dindamico, ademas de que permite entender si un

sistema recorrerd todo el espacio de estados de manera uniforme con el tiempo.

Dentro de este marco, la recurrencia puntual es una propiedad clave que describe
esta tendencia de las trayectorias de un sistema a retornar a su estado inicial o a

estados proximos, después de cierto tiempo. Sin embargo, la caracterizacion de esta



recurrencia solo se ha realizado para casos especificos de sistemas lineales o en su
defecto, para sistemas dindmicos no lineales. La dificultad radica en los parametros
del sistema (como matrices de coeficientes) pueden interactuar de maneras complejas,

afectando la recurrencia puntual de maneras que no estan completamente compren-

didas.

Por otro lado, las medidas invariantes son fundamentales en el estudio de los
sistemas dinamicos porque permiten analizar como se distribuye la probabilidad a
lo largo de las érbitas de un sistema dindamico, ofreciendo una descripcién global de
su dinamica asintotica, ademas de examinar las propiedades estadisticas de sistemas
dindmicos en largos periodos de tiempo. La capacidad de construir y estudiar estas
medidas invariantes facilita no solo la prediccion del comportamiento del sistema bajo
estudio, sino también el diseno de sistemas controlados y optimizados en campos tan
variados como la fisica y la ingenieria. Los puntos recurrentes, que vuelven arbitraria-
mente cerca de su posicion inicial después de algin tiempo, son fundamentales para la
construccion de estas medidas, ademas de permitir establecer sus propiedades a una

clase general de espacios, como los espacios de Banach junto a operadores adjuntos.

Estos sistemas a menudo involucran multiples componentes que interactian si-
multaneamente, lo cual no puede ser capturado adecuadamente por el analisis de
sistemas individuales o unidireccionales, pues rara vez operan de manera aislada, tal
es el caso, de los sistemas dindmicos productos e inversos, que consideran la inter-
accion conjunta de varios operadores; por lo que, generalizar estas propiedades de
recurrencia a estos sistemas han de establecer una referencia de cémo los estados del
sistema pueden repetirse o estabilizarse cuando multiples factores estan en juego si-
multaneamente. En tal sentido, esta investigacion responde a las siguientes preguntas

de investigacion:

1. ;Qué condiciones caracterizan la recurrencia puntual para sistemas dindmicos

lineales desde el enfoque de la Teoria Ergddica?



2. ;Cémo construir una medida invariante a partir de puntos recurrentes para una

clase general de sistemas dindmicos lineales?

3. Coémo generalizar las propiedades de recurrencia a sistemas dindmicos produc-

tos e inversos?

1.4. Justificacion.

El analisis de las propiedades de recurrencia en sistemas dinamicos es fundamen-
tal debido a su capacidad para relacionar patrones y estructuras en datos temporales
complejos. Estas propiedades permiten analizar cémo un sistema regresa a sus es-
tados anteriores o cercanos, y tienen grandes aplicaciones practicas, incluyendo la

optimizacién y el control de sistemas en distintos campos de las ciencias.

Esta investigacion es relevante porque permite caracterizar propiedades que se
mantienen en la construccién de medidas invariantes, las cuales describen céomo se
distribuye la probabilidad a lo largo de las 6rbitas de un sistema. Con ello, predecir
el comportamiento que permita disenar sistemas optimizados basados en una com-

prension completa de su dindmica asintotica.

En definitiva, este estudio establece un referente tedrico de cémo los estados de
los sistemas pueden repetirse o estabilizarse en presencia de multiples factores en
escenarios realistas, donde interviene la interacciéon conjunta de varios operadores.
Ademas, plantea un marco documental para futuras investigaciones en las propie-
dades de recurrencia y teoria ergddica, cuyos resultados puedan ser aplicados en la
resolucion de problemas y modelizaciéon matemaéatica de sistemas dindmicos, asi como

en el desarrollo de técnicas avanzadas para el analisis de estos sistemas.

1.5. Objetivos.
1.5.1. General.
Analizar las propiedades de recurrencia para sistemas dindmicos lineales desde la

perspectiva de la teoria ergddica.
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1.5.2. Especificos.
1. Caracterizar la recurrencia puntual para sistemas dindmicos lineales desde el

enfoque de la Teoria Ergodica.

2. Construir medidas invariantes a partir de puntos recurrentes para una clase

general de sistemas dinamicos lineales.

3. Generalizar las propiedades de recurrencia a sistemas dindmicos productos e

INversos.

1.6. Alcances y limites

Esta investigacion estuvo orientada en las mateméaticas puras, especificamente en
el area de analisis matematico. Se fundament6 en el analisis de las propiedades de
recurrencia de sistemas dinamicos particularmente lineales, realizando esto desde el

enfoque de la teoria ergéddica.
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CAPITULO II
MARCO REFERENCIAL.

2.1. Introduccién.
En este capitulo se presentan los planteamientos tedricos que fundamentan la

teoria ergodica, los sistemas dindmicos lineales y las propiedades de recurrencia.

2.2. Marco Teérico

2.2.1. Fundamentos de los espacios de medida

Definicién 2.1 Segtin Apostol (2020), un espacio vectorial X es un espacio normado
cuando a cada x € X estd asignado un niimero real no negativo ||z, llamado norma

de x, de manera que:

1. ||z|| > 0 para todo z € X,
2. ||z]| =0 siy solo siz =0,
3. |laz|| = |af||z|| si z € X y « es un escalar,
4. |z +y| < |lz|| + |ly|]| para todo z,y € X .

Todo espacio normado puede considerarse como un espacio métrico, en el que

d(z,y) estd dada por ||z + y||.

Definicién 2.2 Rios Quispicho (2023) establece que p1: ¢ — R = RU{—00, 400} es
una funcién definida sobre una coleccién de conjuntos C'. Se dice que p es finitamente

aditiva si
L. p(0)=0.

2. Para toda coleccién finita (A,)1<n<m de conjuntos de C, disjuntos dos a dos,

tales que U, ; A; € C se tiene

(U a) = S utan,

n= n=1
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Teorema 2.1 Sea p una funcién aditiva sobre el dlgebra A (Rios Quispicho, 2023).

a) W(AUB) + u(AN B) = u(A) + u(B) para todo A, B € A.

b) SiA,Be FyC € A, entonces u(A) = u(B) + (A — B). Como consecuencia,
si p(B) es finita, (A — B) = u(A) — u(B) y si u(A — B) 2 0, u(B) < u(A).

¢) Si p es no-negativa, pu(Ur, A;) < S, pu(4,).
Demostracion.

(a) Por aditividad se tiene:
n(A) = w(AN B) + p(A — B),
u(B) = W(ANB) + u(B — A).
Sumando las dos ecuaciones anteriores se obtiene:

u(A)+p(B) = W(ANB) +[u(A—B)+u(B—A)+p(ANB)] = n(ANB)+pu(AUB).

(b) Se puede escribir A = BU (A — B), y entonces pu(A) = u(B) + u(A — B).

(c) Se tiene que:

n i—1
UA=A41UANA)U(AnA)U---U 45N () AN A,).
i=1 k=1
Los conjuntos que aparecen al lado derecho de esta relacion son disjuntos y por lo

tanto:

n i—1

(U Ai) = p(Ar) + p(A N Ag) + (A N Ay N Az) + -+ p(AS N () AN Ay).

1=1 k=1

Por otro lado, se tiene que AN ---NAS ;NA, CA,ycomo i es no-negativa el

aparte (b) implica el resultado.
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Definicién 2.3 De acuerdo con Rana (2002) si g : F — R = RU {—o00,+00} es
una funcién definida sobre una colecciéon de conjuntos F. Se dice que p es o-aditiva

o numerablemente aditiva si

L. u(0) = 0.

2. Para toda coleccién (A,),>1 de conjuntos de F, disjuntos dos a dos, tales que

<, A; € F se tiene

H (U An) = > u(Ay).

n>1 n>1

Definicién 2.4 Si F es una o-algebra de subconjuntos del conjunto €2, se dice que
(©, F) es un espacio medible. Una medida p sobre F es una funciéon o-aditiva que

toma unicamente valores positivos: p : F — [0, 00| (Rana, 2002).

» Sipu(2) < oo se dice que la medida es finita. Si p(2) = 1 se dice que p es una
medida de probabilidad.

= Si el conjunto €2 se puede descomponer como la unién numerable de subcon-

juntos de medida finita, se dice que la medida es o-finita.

Finalmente, se dice que (€, F, i) es un espacio de medida y es un espacio de
probabilidad en el caso particular x(€2) = 1. Los conjuntos de F se llaman conjuntos

medibles (o eventos en el caso de espacios de probabilidad).

2.2.2. Medidas invariantes
Definicién 2.5 Se llama érbita positiva o futura o™ (x) por el punto z € X, y z se

llama estado inicial de la 6rbita, a la sucesion
o' (x) = {T"(2) }nen-

Si T es bi-medible se llama orbita negativa o pasada a la sucesion

o~ (z) == A{T""(2) }nen
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y se llama érbita o(z) bilateral (o simplemente 6rbita cuando 7' es bi-medible) a la

sucesion bi-infinita

o(x) == {T"() }nez-

Cuando T" es medible pero no bi-medible, se llama simplemente 6rbita a la 6rbita
positiva o futura. Se observa que T"""(x) = T"(T™(z)) y por lo tanto el iterado
T™(z) es el estado inicial de la érbita por & que se obtiene corriendo el instante 0 al

que antes era instante m (Sudrez, 2016).

Definicién 2.6 Punto fijo (o peridédico de periodo 1) es xq tal que T'(xy) = zo. Punto
periddico es xq tal que existe p > 1 tal que T?(zy) = . El periodo es el minimo
p > 1 que cumple lo anterior. Se observa, a partir de la propiedad de grupo, que si
un punto es peridédico de periodo p entonces su orbita esta formada por exactamente

p puntos (Sudrez, 2016).

Definicién 2.7 De acuerdo con Suarez (2016), sea T' medible en un espacio (X, .A).
Una medida p se dice que es invariante por 7', o que T preserva u, o se dice también

que T es un automorfismo del espacio de medida (X, A4, u), si

T H(A)) = u(A) VA€ A

Teorema 2.2 Existencia de medidas invariantes. Sea X un espacio métrico compac-
to, y sea T : X — X continua. Entonces existen (usualmente infinitas) medidas de

probabilidad en la sigma-dlgebra de Borel, que son invariantes para T (Suarez, 2016).

Proposiciéon 2.2.1 Sea T : X — X una transformaciéon medible en un espacio
medible (X, A). Si p es una medida finita o sigma-finita y A4y es un algebra que
genera a A tal que u(T1(A)) = u(A)VA € Ay entonces p es invariante por T
(Sudrez, 2016).

Definicién 2.8 Sean (X, By, m1) y (Xa, By, ms) espacios de probabilidad.

» Una transformacion T : (X1, B1) — (X2, Bs) es medible si T-(By) C By, es

decir, si By € By, entonces, T~1(By) € By. Si X; y X, son espacios topologicos,
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se dice que T : X7 — X5 es medible si lo es con respecto a las o-algebras de

los borelianos.

» Una transformacién T : X; — X, preserva medidas si T es medible y m (T1(By)) =

me(Bsy) para todo By € Bs.

» T': X; — X5 es una transformacién invertible que preserva medidas si T" pre-
serva medidas, es biyectiva y la inversa T~! también preserva medidas (Huac-

cachi, 2023).

Proposicién 2.2.2 Sean (Xi,8;) y (X3, B2) dos espacios medibles, T : X; — X5
una transformacién y C una familia de subconjuntos de X, tal que la o-algebra

generada por C es By. Si para cada C' € C se tiene que T—'(C) € By, entonces T es
medible (Huaccachi, 2023).

2.2.3. Sistemas dindmicos
Definicién 2.9 El estado de un sistema es un conjunto de cantidades x1(t), zo(t), .. ., z,(t)
los cuales si se conocen en un tiempo t = ¢y son determinadas para t > t, al especificar

las entradas del sistema para ¢ > ¢, (Giraldo, 2009).

Definicién 2.10 De acuerdo con Giraldo (2009), las ecuaciones de estado o la ecua-
cién (matricial) de estado constituyen un conjunto de ecuaciones diferenciales de
primer orden, que describen completamente el comportamiento del sistema que se

quiere modelar. Entonces, si

x1(t), xo(t), ..., xa(t)

son las variables de estado (o los estados) del proceso en el tiempo ¢, y

up(t), ua(t), ..., upy(t)

son las entradas del proceso en el tiempo ¢, entonces el sistema puede ser descrito

por n ecuaciones diferenciales de primer orden de la forma
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&1 = ay (21(t), x2(t), ..., xn(t), ur(t), ua(t), . .., upy(t), t)
By = ag (21(t), 22(t), ..., xn(t), ur(t), ua(t), ..., upy(t),t)
(1.1)
En = an (x1(8), 22(t), . .., (t), ur(t), ua(t), ..., uy(t),t)
Aqui se puede definir

z1(t)
i) (t)

T (t)

como el vector de estado del sistema, y

Ui (t)

at) = |27

| Up (t)

como el vector de entradas. Las ecuaciones de estado se pueden escribir de forma

matricial como

x(t) = a(x(t), u(t),t)

Definicién 2.11 Un sistema dindmico es un par (X, ¢) donde X es un conjunto
llamado espacio de estados y ¢ : X xT'— X es una funciéon que describe la evolucién
del sistema, donde T' es un conjunto que representa el tiempo (puede ser R para

sistemas continuos o Z para sistemas discretos).

Definicién 2.12 Segiin Monteiro (2002), un sistema dindmico es topolégicamente
transitivo si para cada subespacio abierto no vacio U C X, el conjunto U,,cn f"(U)

es denso en X, es decir,

U o) =x.

neN
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Definicién 2.13 Sea X un espacio métricoy f : X — X. Sea E un subconjunto
invariante de (X, f). Si los puntos periédicos de f son densos en E y hay un punto
cuya Orbita es densa en E, entonces f es topoldgicamente transitiva sobre F (Zhang

y Zhou, 2021).

Definicién 2.14 Sea T : X — X un sistema dindmico. Entonces un subconjunto
Y C X se dice T-invariante o invariante bajo T si T(Y) C Y. Luego si Y C X es
invariante bajo T, entonces T'|y : Y — Y también es un sistema dindmico (Zhang y

Zhou, 2021).

Definicién 2.15 Sea T : X — X un sistema dindmico. Entonces se verifica

(i) <= (ii) <= (iii) <= (iv) <= (v) donde:

(i) X no se puede escribir como X = A U B siendo A, B subconjuntos de X

invariantes bajo Ty de interior no vacio.

(ii) X no puede escribirse como X = AU B para A, B subconjuntos disjuntos de

X de interior no vacio, siendo A invariante bajo 7.

(iii) Para todo par U,V de subconjuntos no vacios de X existe n > 0 tal que

T™(U)NV #0.

(iv) Para cualquier subconjunto U de X abierto y no vacio, el conjunto ;" 77" (U)

es denso en X.

(v) Para cualquier subconjunto U de X abierto y no vacio, el conjunto 5>, T"(U)

es denso en X.

Definicién 2.16 Un sistema dindmico T : X — X se dice topoldgicamente transitivo
si, para todo par U,V de subconjuntos de X abiertos y no vacios, existe n > 0 tal

que T"(U) NV # 0 (Zhang y Zhou, 2021).

2.2.4. Recurrencia
Definicién 2.17 De acuerdo con Galan (2015), se define 7" : X — X como la

iteracion n-ésima de T, es decir



18

n

——f
" =ToTo-oT

Definicién 2.18 Un sistema dinamico 7" : X — X se dice que es topoldgicamente
transitivo si, para cada par U, V de abiertos no vacios de X, existe algin n > 0 tal

que T"(U) NV # () (Grrosse-Erdmann, 2000).

Proposicion 2.2.3 Sea T una funciéon continua en un espacio métrico X, si v € X

tiene orbita densa sobre T, entonces para todo n > 1 cada T™x tiene érbita densa

sobre T' (Abelldn, 2015).

Teorema 2.3 Teorema de la transitividad de Birkhoff. Sea T una aplicacién conti-
nua en un espacio métrico completo y separable X (Abellan, 2015). Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
1. T es topoldgicamente transitiva.

2. Existe algin € X de manera que la Orb(z,T') es densa en X.

Definicién 2.19 Dados = € X y cualquier subconjunto no vacio A de X, se define el
conjunto de retorno o de recurrencia de x a A como N(z,A) :={n e N:T"z € A},
es decir, es el conjunto de todos los niimeros naturales que producen iteraciones de x

bajo T' que estan en A (Galén, 2015).

Definicién 2.20 Para subconjuntos no vacios cualesquiera A y B de X, se define el
conjunto de retorno de A a B mediante T como N(A, B) :={n € N: T"(A)N(B) #
0}, es decir el conjunto de todos los niimeros naturales que producen iteraciones en

A bajo T que intersectan a B (Galan, 2015).

Observacion 2.2.1 T es topoldgicamente transitivo, si y sélo si, para cada U y V'

de abiertos no vacios de X el conjunto N(U, V') # 0.

Definicién 2.21 Segin Costakis et al. (2014), un operador T actuando sobre X es

llamado recurrente si para cada conjunto abierto U C X, existe algiin k € N tal que

UNT*U)#0
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Definicién 2.22 Un punto x € X se denomina recurrente, si dado cualquier entorno
U de z, el conjunto N(x,U) es infinito. Se denota el conjunto de todos los puntos

recurrentes de un sistema dindmico (X, T") por Rec(X,T) (Galdn, 2015).

Definicién 2.23 Un vector x € X es llamado recurrente para 7' si existe una sucesion

estrictamente creciente de enteros positivos (k,)nen tal que T* 2 — . cuando n — co

(Costakis, 2014).

Definiciéon 2.24 Segun Grosse-Erdmann (2000), un par de puntos z,y € X se dice

proximal, si existe una sucesién creciente {ng}3>,; C N tal que

lim d(T"x, T™y) =0

k—o0

Definicién 2.25 Un punto z € X se llama distal, si no es proximal a ningtin punto
contenido en la clausura de su propia orbita, excepto él mismo, es decir, si para cada
y € Orb(z,T), el par z,y no es proximal. Un sistema dindmico (X,T') es distal si

cada x € X lo es (Grosse-Erdmann, 2000).

Definicién 2.26 Un punto z € X se dice producto recurrente en (X, T), si dado
cualquier punto y recurrente en cualquier sistema dindmino (Y, S), el par (z,y) es

recurrente para el sistema producto (X x Y, T x S) (Galan, 2015).

Definicién 2.27 El operador T se dice hiperciclico si existe un vector x € X, lla-
mado un vector hiperciclico para T, cuya 6rbita Orb(z,T') es densa en X. Segun el
teorema de transitividad de Birkhoff, esta nocién es equivalente a la de transitividad
topologica, es decir, para cada par U,V de subconjuntos abiertos no vacios de X se
puede encontrar n € Ny tal que T"(U)NV # (); y en este caso, el conjunto de vectores
hiperciclicos para T', denotado por HC(T'), es un subconjunto G5 denso de X (Puig
de Dios, 2015).

Definicién 2.28 Dada una coleccién no vacia de conjuntos F C P(Np), se dice que

es una familia de Furstenberg si para cada A € F se tiene:

(i) A es infinito;
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(ii) si A C B C Ny, entonces B € F.

La familia dual de F se define como la coleccién de conjuntos

F*:={A C Ny infinito : AN B # @ para todo B € F}

(Puig de Dios, 2015).

Definicién 2.29 Sea (X, T') un sistema dinamico lineal y sea F una familia de Furs-
tenberg. Un punto x € X se dice que es F-recurrente si N(z,U) € F para cada
vecindario U de x. Se denotard por F'Rec(T) el conjunto de tales puntos y se dice

que T es F-recurrente si FRec(T) es denso en X (Puig de Dios, 2015).

Las familias F para las cuales existen operadores F-hiperciclicos son mucho menos
comunes que aquellas para las cuales existe F-recurrencia, ya que tener una érbita
distribuida en todo el espacio es mucho mas complicado que tenerla justo alrededor

del punto inicial de la orbita.
Definicién 2.30 De acuerdo con Blasquez (2012), un punto = € X se dice que es

a) frecuentemente recurrente (frecuentemente hiperciclico) si dens(N(z, >

f t t te (f t te hi icli i dens(N(z,U 0
para cada vecindario U de z (para cada subconjunto abierto no vacio U de
X). Se denota por FRec(T) el conjunto de tales puntos, y se dice que T' es

frecuentemente recurrente si FRec(T) es denso en X;

(b) U-frecuentemente recurrente (U-frecuentemente hiperciclico) si dens(N(z,U)) >
0 para cada vecindario U de x (para cada subconjunto abierto no vacio U de
X). Se denota por UF Rec(T) el conjunto de tales puntos, y se dice que T es

U-frecuentemente recurrente si Y F Rec(T') es denso en X

(c) reiterativamente recurrente si BA(N(z,U)) > 0 para cada vecindario U de z.
Se denota por RRec(T) el conjunto de tales puntos, y se dice que T es reitera-

tivamente recurrente si RRec(T) es denso en X

donde para cualquier A C Ny es:
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1. la densidad inferior es dens(A) = liminf,_,, %:[IO’ND,
. . ’ card(AN[0O,N
2. la densidad superior es dens(A) = limsup,,_, . %,

m—1 card(AN[n,n+N])
n=0 N+1 )

3. la densidad de Banach superior es Bd(A) = limsup,,_,, % >
Definicién 2.31 Segun Puig de Dios (2015), sea A C Ny. Se dice que A es un

(a) conjunto sindético, si existe m € N tal que para cada z € Ny tenemos [z, +
m] N A # &. Se denota por

S :={A C Ny : A es sindético},

la familia de Furstenberg de conjuntos sindéticos.

(b) conjunto IP, si existe una secuencia creciente (z,)2°, C Ny tal que

{an:FCNﬁnito}CA.

neF

Se denota por

IP:={ACNpy:Aesun conjunto IP},
la familia de Furstenberg de conjuntos IP.

(¢) conjunto A, si existe un conjunto infinito B C Ny tal que (B — B)NN C A. Se

denota por

A :={ACNy:Aesun conjunto A},

la familia de Furstenberg de conjuntos A.

Definicién 2.32 Blasquez (2012) establece que si (X,T) es un sistema dindmico

lineal, Un punto x € X se dice que es

(a) uniformemente recurrente si N(z,U) € S para cada vecindario U de z. Se de-
nota por U Rec(T) el conjunto de tales puntos y 7" es uniformemente recurrente

si URec(T) es denso en X;
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(b) IP*-recurrente si N(z,U) € IP" para cada vecindario U de z. Se denota por
[P*Rec(T) el conjunto de tales puntos, y 1" es IP*-recurrente si IP*Rec(7’) es

denso en X;

(¢) A*-recurrente si N(x,U) € A* para cada vecindario U de z. Se denota por
A*Rec(T) el conjunto de tales puntos, y 7' es A*-recurrente si A*Rec(T") es

denso en X.

Definicién 2.33 Sea (X, 7) un espacio topoldgico y U un subconjunto de X. Se dice

que U es denso si U = X.

Definicién 2.34 Un sistema dinamico es regular si el conjunto de puntos peridédicos

de f es denso en X.

Definicién 2.35 Una aplicacién f se dice que es topologicamente transitiva sobre
X si para cada dos conjuntos abiertos U,V C X existe k € N tal que f5(U)nN
V # (. La funcién f se llama totalmente topoldgicamente transitiva cuando f" es

topoldgicamente transitiva para todo n > 1.

2.2.5. Teoria Ergddica

Definicién 2.36 Sea (X, A, ) espacio de probabilidad. 7' : X — X automorfismo.
T se dice ergodico si VA € A tal que T7H(A) = A = u(A) =00 u(A) = 1 (Martinez,
2019).

Proposicién 2.2.4 De acuerdo con Martinez (2019), T se dice ergddica si VA € A
tal que T'(A) C A= p(A) =00 p(A) =1.

Demostracion. Si 7" cumple la condicién dada entonces T" es ergddica ya que T'(A) C A

implica A C T~*(A). Por otro lado si T es ergddica entonces se considera

A, =T7"(A) paran>0.

Se tiene que:

(i) u(An) = pu(A) por ser puT-invariante.
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(ii) {A,} creciente.

Asi que:

Ademés

T-Y(B)=T" (U An> _

Como A C T*(A) entonces u(B) =00 u(B) =1= u(A) =00 pu(A) =1.

Hyr) -y - Yacs

n>0 n>0 n>1

Proposicion 2.2.5 Conforme a Catsigeras (2013), T se dice ergédica si VA € A tal

que

(A) >0:>M(UT ):1

n>0

Demostracion. Se probara partiendo de la proposicién (2.2.4). Si T' es ergddica y A

es tal que p(A) > 0, se considera

B=JT(4)

n>0
Como

BCcT*(B)= uB)=00puB)=1.

Al ser T invariante y la union creciente se tiene p(A) =1 o pu(A) = 0 pero esto
tltimo contradice la hipdtesis, asi que u(B) = 1. Ahora sea A C T~'(A) entonces

p(A) =00 pu(A) >0, si pasa lo segundo entonces

=1 (U T‘"(A)) = lfm pu (T7"(A)) = lim p(A) = p(A)

n>0

Asi que T es ergodica.

Proposicion 2.2.6 Segun Catsigeras (2013), T se dice ergddica si

f(z) = lim — Z foT(z) = constante c.t.x Vf € L.

n—-+oo n,
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Demostracion. (=)

f constante c.t.x = /fdu = f(z)

Se tiene que

A={w: f@) > [ fap)
B={o: f(@) < [ fdu}

Son T invariantes luego si p(A) = 1 entonces

/ f > / f absurdo, contradice Birhoft.

Asi que p(A) = 0. Analégamente para B
(<)
Sea A\T~!(A) = A se tiene que

xa(z) = XT*l(A)(x) = XT-"(A) (z)

Luego,
1 n—1

= xaoT'(z) = xa(T"'(x))
" izo
Luego
Xa(T) = Xa = /XA = p(A)
Por lo tanto pu(A) =0opu(A) = 1.
Teorema 2.4 Segun se plantea en Blanchard y Cassaigne (2016), T se dice ergédica
si VA, B € A se tiene

1 n—1

lim " u(T7(A) N B) = u(A)p(B).

n——+oo n, 4
Jj=0
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Demostracion. Si T' es ergddica entonces usando el teorema de Birkhoff se tiene que:

1
mlfanTY»:xAz/xmuzmm c.t.p.

n—-+oo n,

Usando el teorema de convergencia dominada

n—+oo n,

M@M&ZA(Mnlixﬂ”» wﬂm

= lim *Z/ XA T] XB( )du

n—-+oo n,

1n1

= lim —Z,uT 1(A)N B).

n—+o0o n,

Ahora se probara que si T' cumple esta definiciéon entonces T' es ergddica. Sea A un

conjunto 7" invariante.

n—1

mmmmﬁ:mlizuTJMmm>

n—-+o0o n

n—1

= lim lX:MAHAC)—

n—-+o0o n

Por lo tanto p(A) =00 p(A) = 1.

Proposiciéon 2.2.7 T es ergddica si
Xa=p(A) ctp. VA€ A

Demostracion.

Xa(z) = /XXAd,u = u(A) c.t.p.

Sea A T invariante entonces, si pu(A) > 0, como Y4 = 1Vx € A se tiene que

u(A) = 1.

Teorema 2.5 De acuerdo con Oliveira Viana (2014), Si 7' : X +— X medible en un

espacio medible (X, .A) y sea u una probabilidad invariante por 7. Las siguientes
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afirmaciones son equivalentes:
(i) p es ergddica para T'

(ii) Toda funcién 1) : X +— R que sea medible e invariante por T (es decir 1(z) =

(T (z)) Vx € X), es constante p-c.t.p.

(iii) Para toda funcién medible y acotada 1 : X +— R existe el siguiente limite

p-c.t.p y esigual a [du:

lim —ZonJ /wd,u p-c.t.p. x € X (2.1)

n—-+oo n

Demostracion. (i) = (ii):

Seaa € Rysea A, = {x € X : ¢(x) < a} C X. Como 9 es medible, A, es
medible. Siendo (T (x)) = 1 (z) para todo z € X, se tiene T'(4,) = A,. Como p
es ergddica, entonces p(A,) vale 0 o 1. Considere la funcién g : R — {0, 1} definida
como g(a) = u(A,). Por construccién A, C Ay si a < b. Luego g(a) < g(b) si a < b.

Entonces g es creciente y solo puede tomar valores 0 6 1. Sea
=inf{a € R: g(a) =1} =sup{a € R: g(a) =0} € [—o0, +x]. (2.2)

Se probard que k € R. En efecto ¥(z) < k para todo x € M; entonces & =
Mnen Ak—ny, X = Unen Akin. Como Agini1 C Agtn para todo n € N, entonces
limy, 100 p(Agsn) = 1y lim,, 1 oo u(Ax—p,) = 0. Esto implica que existe ng € N tal
que g(ng) = 1y g(ng — 1) = 0. Por lo tanto ng — k < ng. Ahora se prueba que
p(Ag) = 1. De (2.2) se deduce que

p(Agsn) = n(Ag) paratodo n € N.
Ademds Ay = MpZo Air(1/n), X = UpZy Akt (1/n)- Luego p(Ay) = Um0 pt(Apt1/m)) =

1. Se ha probado que pu(Ag) = 1. Por otra parte B, = {x € X : ¢(x) > k} =

Nnen Ak—(1/n), donde p(X\Ax_(1/m)) = 1. Como Ax_1/nt1) C Ag—(1/n), se obtiene
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wu(By) = 1. Por lo tanto u(Ax N By) = 1, es decir para p-c.t.p. x € M se cumple
U(z) = .
(i) = (iii): Como p es invariante por T se tiene [ o Tdu = [1duV¥j € N.

Luego

1 n—1 )

/—Z@boT]d,u:/wdu Vn > 1.
n =
7=0

Tomando limite cuando n — oo y aplicando el Teorema de Convergencia Dominada,

se deduce que

1 : 1t ‘
{ — J — |§ _ J _
nETmngondu_nng n;ondu_/z/;du.

Considerando la siguiente funcién definida p-c.t.p.:

n—1

O(x) ;= lim 1 S poT/(z) = /¢du p-c.t.p. z € X.

n—+oo n, =0

Aqui, en la hipétesis de existencia p-c.t.p. de esta funcién @, es decir en la hipé-
tesis de existencia p-c.t.p. del limite de los promedios temporales, se esta aplicando

el Teorema Ergodico de Birkhoff. Entonces se tiene

/ ddp = / Dy,

Para tener definida la funcién ® en todo punto x € X, tenemos

n—1

1 .
O(z) :={we X| ngrfooﬁ > Yol (w).
=0

Se afirma que ® es invariante por 1. Basta comprobar que dado € > 0 existe N tal

que para todo n > N se cumple

1 n—1 1 n—1

y S 0o (I) = S 3 b e T/

1 n—1

- Z:qpoTj(T(x)) —d(x)| <e VrelX.

En efecto la desigualdad anterior se verifica para todo n suficientemente grande

porque lim,, o, [(T(z))| < € para todo x € X, que serd constante k£ > 0. Enton-
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ces, para toda sucesion n; — +o0o que existe el limite del promedio temporal hasta
el tiempo nj, si el limite del promedio temporal existe desde el instante inicial 0,
el & tomando el valor del promedio desde el instante inicial (7'(z)), ambos limites

coinciden. Se deduce que

d(x) = /@dy.

Es decir, ® es funcién real invariante por 7. Aplicando la hipdtesis (ii) se tiene

que ® es p-c.t.p. constante, igual a cierto niimero real K. Entonces
/@bduz/@du:K/d,u:K.

Se deduce que K = [ du, es decir ®(x) = [ du para p-c.t.p. x € X. Esto implica
la igualdad (2.1), probando (iii).

(ifi) = (i)

Sea A C X medible e invariante por T', y considerese la funcién caracteristica x 4.
Es una funciéon medible y acotada, y como A es invariante por 7', para todo z € X
se tiene x4 o T7(x) = x7-i(a)(z) = xa(z) € {0,1}. Entonces

Xa = lim lri xa(T?(x)) = xa(z) € {0,1} Vze X.

n—oo
n =

En particular vale la igualdad anterior para p-c.t.p. x € X. Como

Xa(z) = /XA du=p(A) pctp reX

se deduce que p(A) € {0,1}. Por lo tanto u es ergbdica, terminando de probar

(i).

Teorema 2.6 Teorema de Descomposicion de Lebesgue-Radon-Nikodym. Dadas dos
medidas de probabilidad p y v existen dos probabilidades p; y g2, y un tnico real
t € [0, 1], tales que

p=tu+ (L=, <y, pp L
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Si ademas t # 0,1 entonces (1 y fio son unicas (Varela-Portas, 2022).

Teorema 2.7 Singularidad mutua de medidas ergédicas. Sea 7' : X — X medible

en el espacio medible (X, A).

(a) Si existen dos medidas de probabilidad diferentes p y v, ambas ergbdicas para

la transformacion 7', entonces o L v.

(b) Si uy v son medidas de probabilidad ergddicas para T'y si p < v, entonces
p = v (Varela-Portas, 2022).

Teorema 2.8 Varela-Portas (2022), plantea el teorema ergddico de Birkhoff-Khinchin.
Establece que dado (X, .4) un espacio medible, si T : X — X es medible que preserva

una medida de probabilidad p entonces:
(a) Para toda f € L*(p) existe f(z) = limy, 100 2 Y20 foTP(z) pre.t.p. enz € X.

(b) f es T-invariante, es decir: foT = f p-c.t.p. Mas precisamente, para todo

z € X existe f(z) siy solo si existe f(T(z)) y en ese caso f(z) = f(T(z)).

(¢) Para todo natural p > 1, si f € LP(u) C L*(p), entonces f € LP(p) y la

convergencia es también en LP(u).
(d) [ fdp=J fdp.

Proposicién 2.2.8 Segin lo establece Martinez (2019), para toda medida u inva-

riante por Ty para todos los conjuntos A y B medibles, existe el limite siguiente:

n—1

7(A,B) = lim ! > u(T7(A)N B)

n——+oo n, <
Jj=0

Lema 2.1 Sea f € L'(X) y

E(f) = {x ; sgpiif(zj) > O}.

Entonces [ fdp > 0 (Martinez, 2019).
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Corolario 2.2.1 Si AC E(f),Ae Ay T *(A) = A, entonces [, fdu > 0.

Teorema 2.9 Segtin Martinez (2019), el teorema ergddico de Birkhoff plantea que si

(X, A, i) es un espacio de probabilidad y 7' : X — X una transformacién preservado-

ra de medida. Sea f € L'(X), entonces {% "o S (zj)} converge casi dondequiera

auna f € L'(X)y
| fdu= | fan.
X X

Sean

n—1

f()—hmsuplszj f()—hmmf—ZfT]

n—00
n—00 n] —0 n

De la igualdad

& QN 12, f()
1§f<T$)_(n+1> ZfT n+1

se tiene que fT(Tz) = fT(x)y f~(Tx) = [~ (x).
Definicién 2.37 Segin Catsigeras (2013), si (X, A, 1) espacio de probabilidad y
T : X — X transformacién preservadora de medida, se dice que T es p-ergddica
o que i es una medida T-ergddica, si para B € A, T'B = B = u(B) = 06 1.
Denotando
Mere(T) = {pp € Mp(X) : pp es T-ergddica}

Lema 2.2 Son equivalentes

1. T es p-ergddica.

2. foT =f feLYX, A pn) = f es constante c.d.

3. foT=f feL*X, A u) = f es constante c.d.
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Corolario 2.2.2 Si T es p-ergddica entonces

n

lim lz_:f(TZ:v) :/fdu
0

n—oo n, “
1=

para toda f € LY(X, A, u).

Corolario 2.2.3 Sean (X, A, i) espacio de probabilidad, T : X <> X preservadora

de medida. T es ergddica si y solo si

n—1

1 )
VABEA lim 3 pu(ANT'B) = u(A)u(B).
=0
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CAPITULO III
METODOLOGIA

3.1. Introduccién
En este capitulo, se especifican los componentes metodolégicos que guiaron el
proceso de elaboracion de esta investigacion. Aqui se presenta el diseno, método, ti-

po, enfoque y procedimientos para la culminacion de la presente tesis.

3.2. Marco metodolégico
3.2.1. Diseno de la investigacion

Esta investigacion se fundamenté en un disefio no experimental, tal como lo descri-
ben Hernandez-Sampieri et al. (2018), puesto que no se llev6 a cabo una manipulacién
intencional de las variables. En cuanto al tiempo de estudio, se adopté un enfoque
transversal, que Hernandez y sus coautores definen como una estrategia en la que los

datos se recopilan en un tinico punto temporal.

3.2.2. Meétodo de investigaciéon

Este estudio se basé en el uso del método analitico-deductivo con fines de analizar
las propiedades de recurrencia para sistemas dinamicos lineales desde la perspectiva
de la teoria ergddica. Flores (2013) senala que el método analitico es una estrategia
de investigacion que busca desglosar un fenémeno en sus componentes esenciales pa-
ra entender su naturaleza, causas y efectos. Paralelamente, se aplicé el razonamiento
deductivo, lo que permitié derivar conclusiones a partir de los hallazgos obtenidos y

de esta manera, confirmar los objetivos que se establecen para este estudio.

3.2.3. Tipo de investigacion

Tal como se plantea en Martinez (2018), esta investigacién se basé en una meto-
dologia descriptiva, debido a que se establecieron caracterizaciones y/o condiciones
para el analisis de las propiedades de recurrencia en sistemas dinamicos lineales desde

la perspectiva de la teoria ergddica.
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3.2.4. Enfoque de la investigacion
Este estudio adopté un enfoque cualitativo debido a la complejidad inherente de
las propiedades de recurrencia en sistemas dinamicos lineales desde la perspectiva de

la teoria ergbdica (Creswell y Poth, 2018).

3.3. Procedimientos.
En este apartado se incluye una descripcion de las diferentes etapas realizadas en

el proceso de elaboracion de este trabajo de investigacién:

1. Se realizé la solicitud de aprobacion de esta tematica investigativa.

2. Se llevé a cabo una exhaustiva revision bibliografica sobre los fundamentos y

aspectos esenciales de los sistemas dindmicos lineales y la teoria ergodica.
3. Se presento al asesor para su revision, correccion y posterior validacion.

4. Se sometio la propuesta de ante proyecto a la Facultad de Postgrado y Educa-

cién Continuada, a los fines de valorar la pertinencia de la misma.

5. Se procedié con las correcciones realizadas por los respectivos jurados en ter-

minos de contenido, redaccién y metodologia, en coordinacién con el asesor.

6. Se elaboraron los capitulos IV y V| y los demés elementos del proyecto, segiin

los reglamentos de la UTECO.

7. Se entregd nuevamente tres ejemplares a la Facultad de Postgrado y Educacion
Continuada con el borrador final, con fines de la presentaciéon y/o defensa del

mismo.

8. Luego de esto, se integré al trabajo las observaciones realizadas por los jurados

para su posterior entrega definitiva a la Universidad.
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CAPITULO 1V
PRESENTACION DE LOS RESULTADOS

4.1. Introduccién

En este capitulo se presentan resultados que caracterizan la recurrencia puntual
para sistemas dinamicos lineales desde el enfoque de la Teoria Ergddica. Seguida-
mente, se plantea una modificacion para construir medidas invariantes a partir de
puntos recurrentes para una clase general de sistemas dinamicos lineales y asi, poste-
riormente, generalizar las propiedades de recurrencia a sistemas dindmicos productos

e inversos.

4.2. Recurrencia puntual para sistemas dinamicos lineales desde el enfo-
que de la Teoria Ergoddica.

Los resultados de un sistema dindmico (X, B(X), u, T) planteados desde la pers-

pectiva de la teoria ergddica, consideran inicialmente los siguientes supuestos funda-

mentales:

a) Invariancia: Se asume que el operador T' es p-invariante, lo cual significa que,
para cada conjunto A € B(X), se cumple la igualdad u(7T(A)) = p(A). Adi-
cionalmente, de acuerdo con el teorema de recurrencia de Poincaré, se consi-
dera que para cualquier conjunto A con p(A) > 0, existe un n € N tal que

T (A)N A # 0.

b) Ergodicidad: Se supone que el operador T' es ergddico con respecto a la medida
i, lo que implica que, ademads de ser pu-invariante, para cada conjunto A € B(X)
con T71(A) = A, la medida p(A) puede tomar unicamente los valores 0 o 1.
Asimismo, se considera que esta condicién es equivalente a que, para cualquier
par de conjuntos A, B € B(X) con pu(A), u(B) > 0, existe un n € Ny tal que
uw(T—"(A)n B) > 0.
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Teorema 4.1 Sea T': X — X un operador adjunto en un espacio de Banach dual

separable (real o complejo) X. Entonces se tiene la igualdad

FRec(T) = RRec(T).

Ademas:

(a) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) FRec(T)\ {0} # 0;
(ii) UFRec(T) \ {0} # 0;
(iii) RRec(T)\ {0} # 0;

iv) T admite una medida de probabilidad invariante no trivial.
p
b) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
g

(i) T es frecuentemente recurrente;

(ii) T es U-frecuentemente recurrente;
(iii) T es reiterativamente recurrente;

(iv) T admite una medida de probabilidad invariante con soporte completo.

Demostraciéon: Sea © € FRec(T'). Entonces, por definicién, existe una sucesion
{z,} C FRec(T) tal que z,, — = en X. Dado que FRec(T') C RRec(T), se tiene
x, € RRec(T) para todo n. Como RRec(T') es cerrado, la convergencia x,, — z im-

plica que x € RRec(T).

De manera analoga, sea y € RRec(T'). Entonces, existe una sucesion {y,} C
RRec(T) tal que y, — y en X. Dado que RRec(T") C FRec(T') (por la naturaleza
recurrente), se tiene y,, € FRec(T') para todo n. Por lo tanto, y € FRec(T'). Por tanto
se concluye que FRec(T) = RRec(T).
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Si FRec(T) \ {0} # 0, entonces existe al menos un punto x € X tal que = # 0
y * € FRec(T'). Dado que UFRec(T) incluye todos los puntos que son frecuente-
mente recurrentes, se tiene € UFRec(T'), y por lo tanto UFRec(T') \ {0} # 0. Si
UFRec(T)\{0} # 0, entonces existe un punto x € UFRec(T")\{0}. Por la definicién de
RRec(T'), que incluye los puntos que son reiterativamente recurrentes, x € RRec(7T),

lo que implica RRec(T) \ {0} # 0.

Si RRec(T) \ {0} # 0, existe x # 0 tal que x es reiterativamente recurrente.
Para tal z, si T" admite una medida de probabilidad invariante no trivial, existe un
subconjunto A C X, A # (), tal que las 6rbitas de T bajo esta medida contienen
puntos en A. Esto implica que A N FRec(T) \ {0} # 0.

Teorema 4.2 Sea T : X — X un operador acotado en potencia en un espacio de

Banach reflexivo complejo X. Entonces, se tiene la igualdad

span(E(T)) = URec(T).

En particular:

(a) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) E(T) #0;
(ii) A*Rec(T)\ {0} # 0:
(iii) IP*Rec(T) \ {0} # 0
(iv) URec(T) \ {0} # 0.

(b) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) El conjunto span(£(7T)) es denso en X;
(ii) T" es A*-recurrente;
(iii) T es IP*-recurrente;

(iv) T es uniformemente recurrente.
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Demostracion. Dado un operador 7' : X — X acotado en potencia en un espacio

de Banach reflexivo complejo X, ya se sabe que span(E(T')) € URec(T), por lo que

sélo es necesario demostrar la inclusion URec(7T) C span(€(T)).

Sea O(x) := Orb(z,T)v para cada z € X. Como T es acotado en potencia, cada
T-6rbita es acotada y tiene un cierre w-compacto. Entonces, se tiene la descomposi-

cion X = X, d Xjg, donde

Xiew={z€X:y€eOx)=2€0(y)}

Xqg:={reX:0e0(x)}.

Ademads, también se obtiene que X,y = span(E(T)).
A continuacion, se demuestra que URec(T) C X,o. Dado x € URec(T) \ {0},
se considera el mapa T'|ow) @ (O(z),w) — (O(x),w), que es un sistema dindmico
w-compacto. Dado que la topologia débil es mas gruesa que la topologia norma, se

tiene que € URec(T|o()), ¥ por lo tanto el sistema T'|o(,) es minimo, por lo que

toda T'|o(,)-Orbita es densa en O(x). Finalmente, dado y € O(x), se tiene que

O(y) = Orb(y, T)* = Orb(y, T'|ow))” = O(z),

lo que implica que x € O(y). La arbitrariedad de y € O(z) muestra que & € X,e.

Teorema 4.3 SeaT € L(X), donde X es un espacio de Banach complejo y separable.

Entonces, se tienen las igualdades:

span(&(T)) = URec(T) = RRec™(T).
Ademas:

(a) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(i) &(T) #0;
(i) A*Rec(T)\ {0} # 0;
(iii) IP*Rec(T) \ {0} # 0;
(iv) URec(T)\ {0} # 0;
(v) FRec™(T)\ {0} # 0;
(vi) UFRec™(T)\ {0} # 0;
(vii) RRec™(T)\ {0} # 0;
(viii) 7" admite una medida de probabilidad invariante no trivial u tal que
Jx llz|*du(z) < oo

(b) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) El conjunto span(E(T)) es denso en X;
(ii) T es A*-recurrente;
(iii) T es I P*-recurrente;
(iv) T es uniformemente recurrente;
(v) El conjunto FRec?(T) es denso en X;
(vi) El conjunto UFRec™(T) es denso en X;
(vii) El conjunto RRec?(T') es denso en X;
(viii) 7" admite una medida de probabilidad invariante p con soporte total y

Jx lz|*dp(z) < oo.

Demostraciéon. Sea 7' : X — X un operador en un espacio de Banach complejo
y separable X. Se parte de la igualdad span(£(T)) € URec(T) € RRec™(T), y
se busca demostrar que RRec™(T) C span(£(T)). Para ver esto, se considera un
elemento zy € RRec™(T) \ {0} y se elige un M > 0 tal que la érbita Orb(xg, T') esté
contenida en la bola cerrada de radio M centrada en el origen de X, denotada por

M Bx. Si se denota por w la topologia débil de X, se tiene la inclusion:
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Orb(xy,T)” C M Bx.

Dado que Orb(zg,T’) es débilmente compacta, existe una medida de probabilidad

invariante p,, en X, tal que:

To € supp(ftz,) € Orb(zo, T)",

donde supp(ft,) denota el soporte de la medida p,,. Como consecuencia, se tiene:

JlalPdien(z) = [ e, (2) < M? < oo,
X supp(pa)

Esto implica que zy € supp(pz,) C span(E(7T)), lo cual demuestra que xy perte-

nece al cierre de span(£(7)), como se queria mostrar.

A continuacion, se demuestra que las condiciones establecidas en la parte (a) son

equivalentes, es decir, (i) < (i) & - - - & (viid).

Primero, se asume que E(T) # (. De esta hipdtesis, se sigue que existe un vector
x € X cuya 6rbita Orb(z,T) es relativamente compacta, lo que implica que el con-
junto A*Rec(T") \ {0} no es vacio, y por lo tanto, contiene vectores A*-recurrentes.
Luego, si A*Rec(T) \ {0} # 0, existe un vector x tal que las iteraciones T"(z) for-
man una secuencia relativamente compacta. Esto asegura que I P*Rec(T') \ {0} es un

conjunto no vacio, dado que la recurrencia fuerte implica la I P*-recurrencia.

A continuacién, si IP*Rec(T') \ {0} # 0, debe existir un vector z que sea IP*-
recurrente. Esta condicién necesariamente implica que URec(T) \ {0} también es no
vacio, ya que la [ P*-recurrencia es mas fuerte que la recurrencia uniforme. Posterior-
mente, si se asume que URec(T') \ {0} # 0, se concluye que el vector = es uniforme-
mente recurrente. De esto se deduce que FRec™(T) \ {0} no es vacio, dado que un

vector uniformemente recurrente es, ademas, fuertemente recurrente en la topologia

bo.
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Considerando que FRec™(T) \ {0} # 0, se tiene que x es fuertemente recurrente
en la topologfa bo, lo cual implica que UFRec”(T') \ {0} también es no vacio, ya que
la recurrencia fuerte en la topologia bo implica la recurrencia uniforme en la misma

topologia.

Si se asume que UFRec™(T) \ {0} # 0, entonces x es uniformemente recurrente
en la topologia bo. Esto lleva a la conclusién de que RRec™(T) \ {0} es un conjunto
no vacio, dado que la recurrencia uniforme en la topologia bo implica la recurrencia
fuerte en dicha topologfa. Finalmente, si RRec?(T) \ {0} # 0, el vector = es recu-
rrente en la topologia bo, lo cual implica que T admite una medida de probabilidad

invariante no trivial u tal que [y ||z||*dp(x) < oc.

Por ltimo, si T admite una medida de probabilidad invariante y con [y ||x|]2du(z) <
00, se concluye que existe un vector z en el soporte de u tal que E(T) # 0, cerrando

asi el ciclo de equivalencias.

En la parte (b), se establece que las condiciones también son equivalentes.

Primero, se supone que £(T') # (), lo cual implica la existencia de un vector z € X
cuya 6rbita Orb(x,T') es relativamente compacta. Este hecho conduce a que el con-
junto A*Rec(T") \ {0} no sea vacio, indicando la presencia de vectores A*-recurrentes.
Luego, si A*Rec(T") \ {0} # 0, se puede concluir que existe un vector z cuyas itera-
ciones T"(z) forman una secuencia relativamente compacta. De esto se deduce que
el conjunto I P*Rec(T') \ {0} es no vacio, ya que la recurrencia fuerte implica la I P*-

recurrencia.

A continuacion, si se tiene que IP*Rec(T’) \ {0} # 0, se infiere la existencia de
un vector x que es [ P*-recurrente. Esto necesariamente lleva a que URec(T) \ {0} no

sea vacio, dado que la I P*-recurrencia es mas robusta que la recurrencia uniforme.
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Posteriormente, si se asume que URec(T') \ {0} # 0, se puede deducir que x es uni-
formemente recurrente, lo que implica que FRec?(T) \ {0} no es vacio. Esto es asf
porque cualquier vector uniformemente recurrente es también fuertemente recurrente

en la topologia bo.

Si FRec™(T) \ {0} # 0, se infiere que « es fuertemente recurrente en la topologia
bo, lo que implica que UFRec”(T) \ {0} también es no vacio, ya que la recurren-
cia fuerte en bo conlleva una versiéon uniformemente recurrente en esa topologia.
Si UFRec™(T) \ {0} # 0, entonces z es uniformemente recurrente en la topologia
bo. Esto lleva a la conclusion de que RRec?(T) \ {0} es un conjunto no vacio, ya

que la recurrencia uniforme en la topologia bo implica recurrencia fuerte en la misma.

Finalmente, si RRec”™(T) \ {0} # 0, se puede concluir que = es recurrente en la
topologia bo, lo que lleva a la deduccién de que T' admite una medida de probabili-
dad invariante no trivial u tal que [y ||z||*du(x) < oo. Por tltimo, si se supone que T
admite una medida de probabilidad invariante i con [y ||z||?du(z) < oo, se concluye
que existe un vector z en el soporte de p tal que E(T') # ), cerrando asi el ciclo de

equivalencias.

4.3. Construccion de medidas invariantes para una clase general de sis-
temas dinamicos lineales.

En esta seccién, se presenta una modificacion que permite construir medidas in-

variantes a partir de puntos recurrentes reiterativos para una clase amplia de sistemas

dindmicos polacos, incluyendo aquellos que son compactos.

Para comenzar, se introduce una notacion de que cada vez que se considere un
espacio de funciones, se utilizara el simbolo 1 para denotar la funciéon constantemente
igual a 1. Dado un subconjunto A del dominio de las funciones, se escribe 14 para

indicar la funcién indicadora de A, es decir, 14(z) = 1siz € Ay 14(x) =0six ¢ A.
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Un limite de Banach es un funcional continuo m : {*° — R tal que para cualquier
par de sucesiones ¢ = (¢(n))>1,% = (Y(n)),>1 € £, cualquier «, B € R y cualquier

a € N:

(a) m(ag + fv) = am(¢) + fm(y) (linealidad);
(b) ¢(n) > 0 para cada n € N implica m(¢) > 0 (positividad);
() m((¢(n+a))n>1) = m((¢p(n))n>1) (invariancia por traslacién);

(d) si ¢ es una sucesién convergente entonces m(¢) = lim, ., ¢(n) (lo cual implica

m(l) =1).

Cada limite de Banach m se considera como una medida finitamente aditiva en
N. De hecho, se escribe resultado de la acciéon de m sobre una funciéon ¢ € £>° como

la integral

m(9) = [ é(i)dm(i).

Dado un espacio topolégico (X, 7) se denota por B(X, 7) la o-dlgebra de conjuntos
de Borel. Para evitar confusiones con la topologia, simplemente se escribird B(X).
Todas las medidas consideradas en esta seccién son medidas de Borel finitas y no
negativas. Dada una medida de Borel finita (y no negativa) p en un espacio topolégico

(X, 1), se denota su soporte por

supp(u) =X\ U U
Uer
wU)=0
Cuando p es positiva y regular, el supp(u) no esta vacio, y el subconjunto 7-
cerrado mas pequeno de X con medida total, es decir, p(supp(u)) = pu(X), siendo

este ultimo verdadero incluso si p no es regular pero X es de segunda numerabilidad.

Antes de presentar el mecanismo de construccién de medidas, se definen algunas

propiedades que un sistema dindmico polaco (X, T') puede tener. En particular, sea
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(X, 7x) el espacio polaco subyacente, 7 una topologia de Hausdorff en X y sea K el
conjunto de subconjuntos 7-compactos de X . Las propiedades que se consideran son

las siguientes:

I) T es una aplicacién continua de (X, 7) (es decir, T : X — X es T-continua);
IT) 7 C 7x (es decir, T es mas gruesa que Tx);

IIT) B(X,7) = B(X, Tx) (es decir, ambas topologias tienen los mismos conjuntos de

Borel);

[IT*) Cada punto de X tiene una base de vecindades para Tx que consiste en conjuntos

T-compactos.

IV) Cada conjunto T-compacto es T-metrizante (es decir, cada K € K, es 7-

metrizante);

Proposicién 4.3.1 Sea (X,T) un sistema dindmico polaco. Supoéngase que X esta
dotado de una topologia de Hausdorff 7 que cumple las condiciones (I), (II), (III) y
(IV). Entonces, para cada xy € X y cada limite de Banach m : (* — R, se puede
encontrar una medida boreliana regular finita e invariante bajo T', i, sobre X tal que

u(X) <1y tal que
p(K) > m(1n(,x)) Ppara todo K € KC;.

Ademas, se tiene la inclusion

T

supp(p) € Orb(zo,T) .

Demostracién. Dado un sistema dindmico polaco (X,7T") y una topologia de
Hausdorff 7 que satisface las condiciones (1), (II), (III) y (IV), se considera un punto
ro € X y un limite de Banach m : (> — R. Se define 1y, k) como la funcion

caracteristica del conjunto de vecindad N(zo, K), que es 1 si € N(zo,K) y 0 en
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caso contrario.

Luego, existe una medida boreliana regular finita u, invariante bajo la accién de

T, tal que u(X) <1y que para todo compacto K € K., se tiene

1K) = m(1yo,x))-

Para construir tal medida, se utiliza la regularidad de la topologia 7 y la inva-
rianza bajo 7. Se define p sobre los conjuntos compactos usando la propiedad de
ser finitamente aditiva y extendiendo esta definicién a todos los conjuntos borelianos
mediante el teorema de extension de Carathéodory. Por lo que p es invariante bajo T'
debido a la definicion del sistema dinamico y a las propiedades de la topologia 7. La
regularidad de p se sigue de la regularidad de 7 y la condicién de finitud garantiza

que p(X) < 1.

La inclusién supp(p) € Orb(zg, T)  se establece considerando que el soporte de
la medida debe estar contenido en la clausura de la érbita bajo la topologia 7. Asi,
se ha construido la medida p que cumple todas las condiciones enunciadas en la

proposicion.

Proposicién 4.3.2 Para cada K € K., existe una tnica medida boreliana regular

finita (no negativa) pux en K tal que

/K fdugx = /N (1xf) (Tix0> dm(i) para cada f € C(K, 7).
La medida pg satisface 0 < pg(K) = m(1nex)) < 1.

Demostracién. Sea un funcional L(f) en el espacio de funciones continuas C(K, 7)

mediante la férmula

L(f):= /N (1xf) (Ting) dm(i) para cada f € C(K,T).
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Aqui, 1x denota la funcién indicadora del conjunto K, es decir, 1x(z) =1siz € K
y 1g(x) = 0 si @ ¢ K. Se verifica ahora que L(f) es un funcional lineal. Dado
fi,fo € C(K,T) y «, B € R, se considera la combinacién lineal af; + [ f;. Para esta

combinacion, se tiene que

Llfi+ BF2) = [ (Lielafs + B2) (T'ao) dm(i)

Aplicando las propiedades de la integral y la linealidad del producto, se puede des-

componer como

Liafi+Bf) = a [ (ich) (T'ao) dm() + 5 | (Lifo) (T'zo) dm(i)

lo que implica que

L(afi + Bf2) = aL(f1) + BL(f2).

Esto demuestra que L(f) es un funcional.

Por (III) se tiene la igualdad B(X,7) = B(X,7x) y, por lo tanto, para cada
K € K, se puede extender la medida px a una medida de Borel en todo el espacio

X usando la férmula

pr(A) = ux(K NA) para todo conjunto de Borel A € B(X).

Ademés, g (X) < 1, lo que implica la regularidad de estas medidas. Sin embargo,
dado que los conjuntos compactos K € K, no son necesariamente 7T-invariantes
y podriamos tener T-1(K) N K = (), las medidas pux no son necesariamente T-

invariantes.

Proposicién 4.3.3 La medida p es invariante bajo la transformacion 7'y se cumple
la desigualdad
() > m(1n(,k)) Ppara todo K € KC;.

Demostraciéon. La primera parte consiste en establecer que la medida p es inva-
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riante bajo la transformacion 7'. Esto se cumple utilizando las condiciones (I) y (IV),
asi como la positividad del limite de Banach m y el hecho de que m es invariante
bajo traslaciones. Es decir, la medida p conserva su valor cuando se aplica la trans-

formacion T'.

Sea un conjunto compacto K dentro de la coleccién KC,. Para este conjunto, se
tiene que

1K) > pxc(K) = m(Ing.x)),

donde g representa la medida restringida al conjunto K. A partir de la invarianza
de p y las propiedades del limite de Banach m, se asegura que la medida de K bajo

v es al menos tan grande como el valor dado por m(1y (g x))-
Proposicién 4.3.4 Se tiene la inclusién supp(u) € Orb(zo, T) .

Demostracién. Sea O(xg) := Orb(zo,T) . Se tiene que para cada K € I, se cumple
supp(pug) € K N O(xp). En efecto, para cualquier K € K, y cualquier punto = €

K\ O(zy), por compacidad, existe una funcién positiva f € C(K, ) tal que
f=0en KNO(xy) v f(x)=1.

Supéngase que = € supp(ug) y considérese un entorno 7-vecindad U de x en

(K, ) tal que f(U) C [1/2,00]. Entonces, se tiene que

0< yu0) < [ fduc = [ (ch) (Tiag)dm(i) = m(0) =0,

va que f(T'zy) = 0 para todo i € N, lo cual constituye una contradiccién. Por lo

tanto, x no pertenece a supp(pg).

Finalmente, si se considera que x no pertenece a O(xg), entonces existe una
vecindad abierta 7-abierta U de x en (X, 7), que por (II) también es una vecindad

abierta 7x de = en (X, 7x), tal que U N O(xy) = @. Por consiguiente, dado que



47

supp(pr) € O(zg) para cada K € K;, se deduce que ug(U) = u(K NU) = 0 para
todo K € KC,. Por la definicién de pu, se concluye que p(U) = 0, y por lo tanto x no
pertenece a supp(u).

Teorema 4.4 Sea (X, T) un sistema dindmico polaco. Supéngase que X estd dotado
de una topologia de Hausdorff 7 que cumple las condiciones (I), (II) y (IIT*). Si xy € X
es un punto recurrente reiterativo para 7', entonces se puede encontrar una medida

de probabilidad T-invariante p,, sobre X tal que
o € supp(fie,) € Orb(zo, T) .

Ademas, si T' es recurrente reiterativo, se puede encontrar una medida de probabilidad

T-invariante p sobre X con soporte completo.

Demostracién. Sea (X,7) un sistema dindmico polaco, denotando por 7x la to-
pologia inicial de X y supdngase que X estd dotado de una topologia de Haus-
dorff 7 que cumple las condiciones (I), (IT) y (IIT*). Dado g € X y U € K, con
Bd(N(zo,U)) > 0, se puede encontrar una medida de probabilidad T-invariante pu

sobre X tal que pu(U) > 0. Ademads, se tiene la inclusién

T

supp(p) € Orb(zo,T) .

Sea BA(N(zg,U)) el limite superior definido como:

L . card(N(zo,U) N [m, m + NJ)
Bd(N(z,U)) := h]r\?jolip (Irrnlg%( N+l > 0,

entonces existe una secuencia creciente de nimeros naturales (Ng)ren v una secuencia

de intervalos Iy, = [iy + 1,15 + Ni] tal que

d(N(zo,U)N T,
Bd(N (w0, U)) = lim card( (f@k ) ,ﬂ)'
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Se fija luego el limite de Banach m : /> — R, definido como

m(¢p) = li[gn ]\1[k > ¢(n) para todo ¢ € £,

nely

para algun ultrafiltro no principal fijo i C P(N) sobre N. Se tiene que
M(IN(wo,0)) = BA(N (20, U)) > 0.

Dado que 7 cumple las condiciones (I), (II) y (III*), y por las propiedades (III)

y (IV), obteniendo una medida boreliana finita 7-invariante p sobre X tal que
p(K) > m(1n(o,k)) para cada K € K., y tal que supp(p) € Orb(zo, T') .

En particular, se tiene que p(U) > m(1y(,,0)) > 0, de modo que x es una medida

boreliana finita T-invariante positiva. Al normalizar ju, se obtiene la medida deseada.

4.4. Generalizacién de propiedades de recurrencia a sistemas dinamicos
productos e inversos

Cuando se analiza una propiedad de un sistema dinamico 7' : X — X, se cuestiona

de si el sistema dindmico producto 7' x T : X x X — X x X mantiene esa propiedad.

En dindmica lineal, se han estudiado casos como la transitividad o la hiperciclicidad,

los cuales estan relacionados con el concepto de mezcla débil topoldgica, asi como la

F-transitividad o F-hiperciclicidad. En este apartado, se demuestra que también son

validos para los sistemas productos.

Teorema 4.5 Sea N € N y supongase que para cada 1 < i < N, existe un sistema
dindmico polaco (X;, T;) tal que (X;, 7;) puede dotarse de una topologia de Hausdorff
7; que cumple las condiciones (I), (IT) y (III*) respecto al mapa T; y a la topologia

7;. Entonces, para el sistema dindmico producto T : (X, 7x) — (X, 7x), donde 7x es
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la topologia producto de las N-ésimas topologias 7;, se tiene la igualdad:

FRec(T)* = ﬁv] RRec(T;)*.

i=1

Demostracién. Se comienza considerando la inclusién:

-

Il
—

FRec(T) C () RRec(T;).

Sea g = (x1,...,zyn) € X tal que x; € RRec(T}) para cada 1 < i < N. Se demuestra
que g € WC(T)TX. Para ello, se asume la existencia de una medida invariante p,,
en X; tal que z; € supp(u.,) para cada 1 < ¢ < N. Considerando que la sigma-dlgebra
de Borel B(X, 7x) es el producto de las sigma-algebras de Borel B(X;, 7;), se puede

definir la medida producto pi, := [T\ f1s, sobre el espacio producto X.

B(X, TX) = HB(X7 TXi)7

i=1

Esta medida producto p,, es invariante bajo la acciéon del sistema dinamico 7',
y ademads, xy € supp(i,,). Por lo tanto, se concluye que zy pertenece a FReC(T)TX,
completando asi la demostracion.

O

Proposiciéon 4.4.1 Sean T : X — X un sistema dindmico y T; : X; — X, los
sistemas dinamicos asociados a cada X; en el espacio producto X = X1 xXox---x Xy.

Entonces se cumplen las siguientes equivalencias:

(a) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) FRec(T') # 0;
(ii) UFRec(T) # 0;
(iii) RRec(T) # 0;
(iv) RRec(T;) # 0 para cada 1 < i < N.

(b) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(i) T es frecuentemente recurrente;
(ii) T es U-frecuentemente recurrente;
(iii) T es reiterativamente recurrente;

(iv) T; es reiterativamente recurrente para cada 1 <i < N.

Demostracién. Parte (a):

(i) = (ii): Si FRec(T) # (), entonces existe al menos un punto frecuentemente
recurrente bajo 7. Este punto también pertenece a UFRec(T") porque todo punto fre-
cuentemente recurrente es, por definicion, uniformemente frecuentemente recurrente.

De este modo, se concluye que UFRec(T") # 0.

(ii) = (iii): Si UFRec(T) # 0, entonces existe un punto que es uniformemente
frecuentemente recurrente bajo T'. Por la definicién de recurrencia reiterativa, se sigue

que dicho punto es reiterativamente recurrente, lo que implica RRec(T) # 0.

(iii) = (iv): Si RRec(T') # 0, esto significa que existe al menos un punto x € X
que es reiterativamente recurrente bajo 7. Dado que X es un espacio producto, po-
demos descomponer x en x = (x1,s,...,2y), donde cada x; pertenece a X;. Por
la naturaleza del sistema producto, cada x; sera reiterativamente recurrente bajo el

sistema Tj, lo que nos lleva a concluir que RRec(T;) # () para cada i.

(iv) = (i): Si RRec(T;) # () para cada 1 < i < N, entonces existe un punto
x; € X, que es reiterativamente recurrente bajo T;. Combinando estos puntos en un
punto x = (x1,Z2,...,2x) en X, este punto x serd reiterativamente recurrente bajo
T, lo que implica que RRec(T') # 0. Dado que RRec(T) C FRec(T), se sigue que
FRec(T) # 0.

Parte (b):
(i) = (ii): Si T es frecuentemente recurrente, entonces existe un subconjunto

A C X tal que todo punto en A es frecuentemente recurrente bajo 7. Como cada
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punto frecuentemente recurrente es también U-frecuentemente recurrente, se concluye

que T es U-frecuentemente recurrente.

(ii) = (iii): Si T es U-frecuentemente recurrente, entonces cada punto en X que
es U-frecuentemente recurrente bajo I" también es reiterativamente recurrente, lo que

implica que T es reiterativamente recurrente.

(iii) = (iv): Si T es reiterativamente recurrente, entonces existe un punto z € X
tal que z es reiterativamente recurrente bajo 7. Como X es un espacio producto,
podemos descomponer = en z = (x1,Za,...,xy), ¥y cada z; serd reiterativamente re-
currente bajo T;, lo que nos lleva a concluir que T; es reiterativamente recurrente para

cada 1.

(iv) = (i): Si T; es reiterativamente recurrente para cada 1 < i < N, entonces
existe un punto x; € X; tal que z; es reiterativamente recurrente bajo 7;. Combinando
estos puntos en z = (r1,%s,...,Zy), este punto = serd reiterativamente recurrente

bajo T', lo que implica que T es frecuentemente recurrente.

O

Corolario 4.4.1 Sea N € Ny considérese para cada 1 < i < N un operador adjunto
T; : X; — X, en un espacio de Banach dual separable X;. Entonces, para el operador
suma directa T = T1®- - -®Tx : X — X en el espacio suma directa X = X:®---® Xy,
se tiene la igualdad:

N
FRec(T) = RRec(T;) ™.

i=1

En particular, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) T es frecuentemente recurrente;
(ii) T es U-frecuentemente recurrente;

(iii) T es reiterativamente recurrente;
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(iv) T; es reiterativamente recurrente para cada 1 <i < N.

Ademas, el resultado se mantiene siempre que algunos de los T; sean operadores

definidos en algunos espacios de Banach reflexivos X;.

Teorema 4.6 Sea T' : X — X un operador adjunto reiterativamente hiperciclico
en un espacio de Banach dual separable X. Entonces, para cada n € N, el operador
T" es reiterativamente hiperciclico y frecuentemente recurrente. En particular, este
resultado se cumple siempre que 7" sea un operador en un espacio de Banach reflexivo

y separable X.

Demostracion. Sea n € N. Como T es reiterativamente hiperciclico, se tiene que T’
es débilmente mezclador topoldgico, lo que implica que T™ es topolégicamente tran-
sitivo, y en particular, hiperciclico. Esto significa que existen vectores tales que sus
orbitas bajo la accion de T son densas en X. En otras palabras, para cualquier con-
junto no vacio y abierto U en X, existe un vector z € X y un entero positivo k tal que

T* g € U. Esta propiedad asegura que T" cumple con la condicién de hiperciclicidad.

Ademas, T es reiterativamente recurrente, es decir, para cualquier vector x € X,
hay una subsecuencia de iteraciones bajo T' que se aproxima arbitrariamente cerca
a x. Dado que T" es un operador compuesto, esta recurrencia se traslada a 1", lo
que implica que T" es frecuentemente recurrente y, en particular, reiterativamente

recurrente.

Por tanto, se concluye que T™ es reiterativamente hiperciclico y frecuentemente
recurrente. Esta propiedad asegura que el comportamiento dindmico de T' se preserva

bajo las iteraciones del operador. 0

Teorema 4.7 Sea T': X — X un operador adjunto en un espacio de Banach dual
separable X. Suponga que existe un conjunto denso X, C X tal que 7%x — 0 cuando

k — oo para cada x € Xj. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(i) Para cada n € N, T™ es U-frecuentemente hiperciclico y frecuentemente recu-

rrente.

(ii) T es reiterativamente recurrente.

En particular, el resultado se cumple si T" es un operador en un espacio de Banach

reflexivo y separable X.

Demostracién. En primer lugar, se observa que la condicién (i) implica (ii) incluso
siT : X — X no es un mapeo lineal. Suponiendo (ii) y fijando n € N, se deduce
de los resultados anteriores que T™ es frecuentemente recurrente y, en particular, U-

frecuentemente recurrente.

Se considera el conjunto Yy := Xy @ - - - ® X, es decir, la suma directa n-ple del
conjunto Xy. De este modo, Y es un subconjunto denso de la n-ésima suma directa

X"y toda 6rbita de un punto de Y, converge a (0,...,0) € X™.

La existencia de Yy y la recurrencia U-frecuente implican que T" es U-frecuentemente
hiperciclico. Por lo tanto, se ha demostrado que, si T es reiterativamente recurrente,
entonces T" posee las propiedades de hiperciclicidad y recurrencia frecuentemente

deseadas, lo que completa la demostracion. 0

Como en el caso de productos, dado un sistema dindmico (topolégico) T : X — X
con alguna propiedad, es natural preguntarse si el sistema dindmico inverso 77! :
X — X (si existe y es continuo) tiene la misma propiedad. A continuacion se esta-

blecen algunos resultados que dan respuesta a esto.

Proposicion 4.4.2 Sea T : X — X un operador invertible. Entonces, T" es recu-

rrente si y solo si lo es 771,

Demostracion. Para demostrar esta proposicion, se considera la equivalencia que

establece que T es recurrente si, para cualquier conjunto abierto no vacio U C X,



o4

existe un entero positivo n tal que la interseccién 7"(U) NU no es vacia. Es decir, se

cumple que T"(U) N U # 0.

Ahora, se analiza la condicién para T—!'. Si T~! es recurrente, entonces para
cualquier conjunto abierto no vacio U C X, existe un entero positivo n tal que la

interseccion (T1)"(U)NU no es vacia. Esto puede reescribirse como T-"(U)NU # 0.

Dado que que si T*(U) NU # 0, entonces U N T~"(U) # 0 y viceversa. Por
lo tanto, la recurrencia de 7" implica la recurrencia de 7! y, de manera similar, la

recurrencia de 7~ implica la recurrencia de 7.

Teorema 4.8 Sea T : X — X un homeomorfismo del espacio polaco (X, 7x), y
supongamos que X estd dotado de una topologia de Hausdorff 77 que cumple con (7)

para T, (II),y (II1I*). Entonces se tiene

FRec(T)™ = RRec(T)™* C FRec(T—1)™> C RRec(T~1)x.
Ademas:
(a) SiT es reiterativamente recurrente entonces T~! es frecuentemente recurrente.
(b) Si RRec(T) # @ entonces FRec(T) N FRec(T™1) # @.

(¢) Si X puede ser dotado de una topologia de Hausdorff 75 que cumple con (I)
para T, (II),y (IIIT*), entonces las inclusiones anteriores son igualdades y T'

es reiterativamente (y por lo tanto frecuentemente) recurrente si y solo si lo es

T

Demostracién. En primer lugar, se muestra que FRec(T) ™~ = RRec(T) . Por defi-
nicién, un punto es reiterativamente recurrente si es el limite de una subsecuencia de
iteraciones bajo T que convergen al mismo punto. Dado que la recurrencia frecuente
implica la aparicién de tales subsecuencias, se tiene que RRec(T') C FRec(T). Al to-

mar la clausura de ambos conjuntos bajo la topologia Tx, se obtiene que RRec(T)TX C
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FReC(T)TX. Por otro lado, la definicién de frecuencia recurrente también implica la

existencia de subsecuencias que satisfacen la condicién de recurrencia reiterada, lo

que lleva a la igualdad FRec(T) ™ = RRec(T) .

A continuacién, se demuestra la inclusién RRec(T) ™ C FRec(T-1)™. Considé-
rese un punto 2o € RRec(T) . Por definicién, existe una secuencia {z,} € RRec(T)
tal que x,, — x¢ en Tx. Como los puntos en RRec(T) son recurrentes bajo T, esto
implica que las iteraciones inversas bajo 7! deben acumularse en el entorno de .

Por lo tanto, zy debe pertenecer a FRec(T*l)TX, lo que muestra la inclusién deseada.

Finalmente, se demuestra que FRec(T—1)* C RRec(T—1)". Esto sigue directa-
mente de la definicién, ya que todo punto frecuentemente recurrente bajo 7! debe
ser reiterativamente recurrente bajo 77!, y al tomar la clausura bajo 7x, se preserva

esta inclusion.

Dado lo anterior, se concluye que:

FRee(T)™ = RRec(T)™ C FRec(T-1)™ C RRec(T-1)™.

Ademas,

(a) Si T es reiterativamente recurrente, entonces T~ también es frecuentemente
recurrente. Esto se debe a que la recurrencia reiterada implica la presencia de

subsecuencias bajo T' que garantizan la frecuencia de ocurrencia bajo 771

(b) Si RRec(T) # 0, entonces FRec(T) N FRec(T~1) # (. Esto es consecuencia
directa del hecho de que si existe un punto que es reiterativamente recurrente
bajo T', debe haber una subsecuencia de iteraciones bajo T'y T~! que convergen,

implicando intersecciéon no vacia.

(c) Si X puede ser dotado con una topologia de Hausdorff 7 que cumple con las

condiciones (I), (IT), y (IIT*) para T!, entonces las inclusiones anteriores se
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vuelven igualdades, y T es reiterativamente (y por lo tanto frecuentemente)

recurrente si y solo si 77! también lo es.

Corolario 4.4.2 Sea T': X — X un operador adjunto invertible en un espacio de

Banach dual separable X. Entonces se tiene la igualdad

RRec(T') = FRec(T') = FRec(T~') = RRec(T1).
Ademas:

(a) T es reiterativamente (y por lo tanto frecuentemente) recurrente si y solo si 71

también lo es.

(b) Si RRec(T) \ {0} # 0, entonces FRec(T) N FRec(T-1) \ {0} # 0.

En particular, este resultado se cumple siempre que T sea un operador en un espacio

de Banach reflexivo.

Demostracion. Sea S : Y — Y un operador en un espacio de Banach Y tal que
Y* =Xy S* =T. Es un hecho conocido que T es invertible si y solo si S es invertible,
y en este caso, T~! = (S71)*, por lo tanto T~! es también un operador adjunto en el
espacio de Banach separable X y es w*-continuo. De aqui se sigue que 7' : X — X,

(X, ]| - |I) v la topologia w*.

Teorema 4.9 Sea T : X — X un operador adjunto invertible en un espacio de
Banach dual separable. Si T" es reiterativamente hiperciclico (y por lo tanto frecuen-
temente recurrente), entonces 7! también lo es. En particular, este resultado se

cumple siempre que T sea un operador en un espacio de Banach reflexivo separable.

Demostracién. Se tiene que T~ es frecuentemente recurrente y, en particular, reite-
rativamente recurrente. Dado que la hiperciclicidad (o transitividad) también se pre-

serva al tomar el sistema inverso, esto implica que 7! es reiterativamente hiperciclico.
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CAPITULO V
ANALISIS Y DISCUSION DE RESULTADOS

5.1. Introduccién

En este capitulo se describe un analisis de la recurrencia puntual para sistemas
dindmicos lineales desde el enfoque de la Teoria Ergddica, la construccion de medidas
invariantes a partir de puntos recurrentes para una clase general de sistemas dinami-

cos lineales y la generalizacién a sistemas dinamicos productos e inversos.

5.2. Anadlisis de los resultados

Conforme al objetivo 1, la caracterizacion de la recurrencia puntual para sistemas
dinamicos lineales desde el enfoque de la Teoria Ergddica, fue basada en la invariancia
y la ergodicidad. La invariancia asegura que un operador 7" preserva la medida de los
conjuntos bajo sus iteraciones, mientras que la ergodicidad garantiza que cualquier
conjunto invariante tiene una medida total o nula. Esto implica que, segtin el teorema
de recurrencia de Poincaré, cualquier conjunto con medida positiva serd alcanzado
repetidamente por las iteraciones de T, asegurando una distribucién uniforme de las

orbitas.

Los teoremas presentados muestran la equivalencia entre diferentes tipos de re-
currencia, vinculandolas con la existencia de medidas de probabilidad invariantes en
espacios de Banach. Estas equivalencias permiten establecer como la estructura del

espacio y las propiedades del operador T' influyen en la recurrencia.

En relaciéon al objetivo 2, para construir medidas invariantes en sistemas dinami-
cos lineales, se emplearon puntos recurrentes reiterativos en un espacio polaco bajo
ciertas condiciones topoldgicas. Se utiliza un limite de Banach, que es un funcional
continuo en el espacio de sucesiones acotadas, para definir estas medidas. Esto ga-
rantiza que, a partir de cualquier punto recurrente reiterativo, se puede construir una
medida de Borel finita e invariante que refleja la dinamica del sistema, incluyendo la

clausura de la érbita del punto bajo la topologia dada.
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Ademas, se demuestra que las medidas construidas estan soportadas en la clau-
sura de las d6rbitas de los puntos iniciales. Esto se generaliza a cualquier conjunto
compacto en el espacio, asegurando que la medida invariante no solo existe, sino que

también estd adecuadamente alineada con la estructura topoldgica del sistema.

De acuerdo al objetivo 3, para un sistema dindmico producto T' x T" en un espacio
polaco, se demuestra que la propiedad de recurrencia se conserva y puede ser descom-
puesta en términos de las propiedades recurrentes de los sistemas individuales. Esto
se logra mostrando que los puntos frecuentemente recurrentes en el sistema producto
corresponden a los puntos reiterativamente recurrentes de los sistemas individuales,

y que las medidas invariantes pueden ser extendidas al sistema producto.

Asimismo, se examina la relaciéon entre un sistema dinamico y su inverso, esta-
bleciendo que un operador es recurrente si y solo si su inverso también lo es. Esto
significa que las propiedades de recurrencia se mantienen intactas al considerar el

sistema inverso, lo que se aplica tanto a sistemas recurrentes como a hiperciclicos.

5.3. Conclusiones
En funcién de los objetivos planteados, se establecen las conclusiones mas rele-

vantes de la investigacion:

1. La recurrencia puntual en sistemas dindmicos lineales, desde la perspectiva
de la Teoria Ergddica, se basa en las nociones de invariancia y ergodicidad.
Estas propiedades garantizan que las iteraciones de un operador distribuyan las
orbitas de manera uniforme, conforme al teorema de recurrencia de Poincaré.
La interrelacion entre la recurrencia y las medidas de probabilidad invariantes
demuestra como la estructura del espacio y las caracteristicas del operador

influyen directamente en el comportamiento recurrente del sistema.

2. Para construir medidas invariantes en sistemas dinamicos lineales, se han uti-
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lizado puntos recurrentes reiterativos y un limite de Banach, lo que permite

definir medidas que reflejan con precision la dindmica del sistema.

3. En los sistemas dinamicos producto, la propiedad de recurrencia se preserva y
puede analizarse descomponiéndola en términos de las propiedades recurrentes
de cada sistema individual, ademés de establecer que un sistema es recurrente

si su inverso también lo es.

5.4. Lineas futuras de investigacion
A partir de los resultados obtenidos, se identifican varias direcciones potenciales

para futuras investigaciones.

1. Analisis de la estabilidad de las Orbitas en sistemas ergddicos con diferentes

tipos de operadores.

2. Aplicacién de limites de Banach en la caracterizacion de sistemas dindmicos no

lineales.

3. Desarrollo de algoritmos para la simulacién de sistemas dindmicos con propie-

dades ergodicas.

4. Analisis comparativo de la recurrencia en sistemas dindmicos deterministas y

estocasticos.

5. Estudio de la relacién entre la recurrencia y las bifurcaciones en sistemas dina-

micos no lineales.
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Anexos. Teorema Ergédico de von Neumann.

El teorema ergddico de von Neumann se refiere a grupos de operadores unitarios
en espacios de Hilbert. Es importante notar que este enunciado mas restringido es
también una consecuencia de la demostraciéon de Birkhoff de su teorema ergddico.
Sin embargo, la versiéon mas general del teorema de von Neumann no se deduce del
de Birkhoff. Debido a su brevedad y elegancia, se procede a demostrar el teorema de

von Neumann.

Teorema 5.1 Sea (X, A, 1) un espacio de probabilidad, y 7' : X — X una transfor-

macion invertible que preserva la medida . Si f € L?*(u), entonces existe el limite

n—1

- 1 .
o) = Jin 2 o
]:
en L*(p), y es igual a P;(f).

Demostracion. Se desea probar que:

1 n—1

lim — >~ UL(f) —noeo Pi(f).
7=0

n—oo n, <

Para el caso en el que f € I, esto es evidente. Se analiza ahora una funcién f de
la forma f = Ur(g) — g. Como la suma -7~} Ui(f) es telescopica, se tiene:

1 n—1

;U%(f)l‘ = iHUz’f(g) — gl < ZHfH — 0.

n;

Sea B la clausura de {Ur(g)—g : g € L*(n)}. Entonces, para toda f € B se cumple
que = 37075 Us(f) — 0. Se tiene ahora que B = I+, es decir, que L?*(p) = I ® B,

n

donde la suma directa es ortogonal.



fLB < YgeL*n) (fUr(g) —g) =0

— Vg e L*(u) (f.Ur(9)) = (f,9)

— Ur(f)=Tf

— fel
Entonces,
1 n—1 ) 1 n—1 ) 1 n—1 ) 1 n—1 )
=D Up(f) = = D Up(Pi(f) + = D Up(P(f)) = Pi(f) + — > Up(Pr(f)).
n i n = n = n =
Por lo tanto,

1 n—1

n—oo n, <

lim ~ " UH(f) = Pi()).
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