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RESUMEN

Este trabajo presenta un analisis del método de Newton para la solucién de ecua-
ciones de orden superior. Se centrd en evaluar la convergencia del método de Newton,
probar mediante funciones test el indice de eficiencia computacional y determinar la
eficacia y las limitaciones segtin la naturaleza de las soluciones de ecuaciones de orden

superior.

La metodologia siguioé un diseno no experimental y transversal, utilizando el méto-
do analitico-deductivo con un enfoque cualitativo, ademas, de ser de tipo explicativa-

descriptiva.

Con esta investigacion, se probd que el método de Newton es efectivo para resol-
ver ecuaciones de orden superior, pues posee un orden de convergencia cuadratico y
un indice de eficiencia de 1.4142. Sin embargo, su eficacia depende de una suposicién
inicial adecuada, ya que puede fallar si la derivada se anula o si la funciéon presenta
comportamientos oscilatorios, lo que puede llevar a la divergencia o a una raiz inco-

rrecta.

Palabras claves: Método de Newton, Convergencia, Ecuaciones de Orden Superior,

Indice de eficiencia.



CAPITULO I
INTRODUCCION.

En este capitulo se contemplan los antecedentes histéricos y académicos, que
fundamentaron esta investigacion, se establecié el planteamiento del problema, justi-

ficacion, se definieron los objetivos, el alcance y los limites de la misma.

1.1. Antecedentes
1.1.1. Breve biografia de Isaac Newton

Fue un matematico, fisico y astrénomo inglés, una de las grandes figuras de la
historia de la ciencia, nacié en Woolsthorpe, cerca de Grantham, en Lincolnshire, el
25 de Diciembre de 1642 y murié en Nansington el 20 de Mayo de 1727, hijo de un
labrador acomodado, muerto antes de su nacimiento, su madre Ana Ayscough, se
casd poco después con Bernabé Smyth, rector de Nortwitham, y confié al pequeno
[saac, que entonces tenia tres anos, a los cuidados de su abuela, quien lo envi6 a la
escuela rural. A los doce anos fue enviado a estudiar a la escuela de Grantham, hos-

pedandose en casa del doctor Clark, un farmacéutico de la poblacion (Westfall, 2021).

En 1661, Newton ingreso6 al Trinity College de la Universidad de Cambridge, don-
de comenzo6 a explorar su pasion por las matematicas y la fisica. Durante su tiempo
en la universidad, se sumergio en la lectura de obras cientificas y desarrollé su propia
comprension de las matematicas y la optica. En 1665, debido a la peste bubodnica
que asolaba Inglaterra, Newton regreso a su hogar en Woolsthorpe. Durante ese ano,
realizo una serie de descubrimientos cruciales en matematicas, Optica y fisica. Formu-
16 sus primeras ideas sobre el calculo infinitesimal, la ley de la gravitacion universal

y la naturaleza de la luz y el color (Guicciardini, 2018).

En 1687, publicé su obra mas influyente, “Philosophise Naturalis Principia Mathe-
matica” (Principios Matematicos de la Filosofia Natural), conocida cominmente como
los “Principia”. En este libro, presenté las leyes del movimiento, que revolucionaron

la comprension de la fisica. También formulé la ley de la gravitacién universal, que



unifico las descripciones del movimiento celestial y terrestre.

Newton fue reconocido por sus contribuciones y fue elegido presidente de la Ro-
yal Society en 1703. Muri6 el 20 de marzo de 1727 en Londres, dejando un legado
perdurable en la ciencia y las matematicas. Sus leyes del movimiento y la ley de la
gravitacién universal siguen siendo fundamentales en la fisica y su método de enfoque
basado en la observacién y la experimentacién continia influyendo en la forma en que

se hace la ciencia.

1.1.2. Antecedentes histéricos del método de Newton

El método de Newton es posiblemente uno de los procesos de iteracion mas an-
tiguos y conocidos, con sus primeras versiones originandose en la antigua Babilonia,
en el reino de Mesopotamia, actualmente Irak (Bailey, 1989). Este método numérico
fue detallado por Sir Isaac Newton en “Sobre el andlisis mediante ecuaciones con
un numero infinito de términos”, escrito en 1669, y en “Método de las fluxiones”,
escrito en 1671 pero traducido y publicado en 1736 por John Colson. Sin embargo, la
descripcion de Newton difiere significativamente de la descripcién moderna. Newton
aplicaba el método solo a polinomios y no consideraba las aproximaciones sucesivas
X,, sino que calculaba una secuencia de polinomios para llegar a la aproximacion de
la raiz . Ademés, Newton veia el método como puramente algebraico y no reconocié

la conexién con el calculo (Silva, 2003).

En una carta escrita por Isaac Newton a sus colegas Barrow y Collins en 1669,
mostraba un ejemplo de cémo resolver numéricamente una ecuaciéon. Newton ilus-
traba su técnica con el ejemplo 23 — 2z — 5 = 0 y argumentaba que, por tanteo, se
observa que la solucion esté cerca de 2 (Ferndndez y Jiménez, 2001).

Al hacer x = 2 + € y sustituir en la ecuacion, se obtiene:

e?+6e?+10e —1=0 (1.1)



Ignorando los términos €% 4+ 62 con el pretexto de que € es pequeiio, se llega a
que 10e —1 =00¢ = 0.1. Entonces z = 2.1 es una aproximaciéon mejor que la inicial.

Al hacer ahora e = 0.1 + v y sustituir en (1.1), se obtiene:

V3 +6.30% +11.23v + 0.061 = 0

Ignorando de nuevo los términos en v de grado mayor o igual que dos, se llega a
que v = —0.0054 y, por tanto, x = 2.0946 es una aproximacién que mejora las anteri-

ores. Newton indicaba que el proceso se puede repetir las veces que sean necesarias.

La idea de Newton consiste en afiadir un término corrector a una aproximacion
inicial dada. Para obtener esta aproximacion, trunca el binomio de Newton en el
segundo término en expresiones del tipo:

(a+&)" ~a" +na" ‘e

De esta manera, para obtener el valor aproximado de €, simplemente se debe re-
solver una ecuacion lineal. Escribiendo el problema con la notaciéon actual y llamando
p(x) = 23 — 2z — 5, la nueva aproximacién es:

p(2) 1

—24— =21
p@ I

2 —

que corresponde con la conocida formulacién del método de Newton:

p(Tn)
P (5571)

Tnt41 = Tp —

No obstante, no hay evidencia de que Newton usara el calculo diferencial ni de
que expresara el proceso como un método iterativo en el sentido de que una aproxi-

macién pueda ser considerada como punto de partida de la siguiente.



1.1.3. Antecedentes académicos

Kelley (2003), en su publicacién “Resolucién de ecuaciones no lineales con el méto-
do de Newton”, explora la efectividad del método de Newton para resolver ecuaciones
no lineales. Destaca la simplicidad y eficiencia de este método en diversos contextos,
subrayando su importancia como herramienta fundamental en la resolucion de pro-
blemas no lineales. La conclusion principal es que el método de Newton sigue siendo

una opcion preferida por su balance entre simplicidad y rendimiento computacional.

Por otro lado, Kou, Li y Wang (2007), en su articulo “Algunas modificaciones
del método de Newton con convergencia de quinto orden”, presentan una modifica-
cion del método de Newton que logra una convergencia de quinto orden. Esta mejora
aumenta la eficiencia sin incrementar significativamente el costo computacional. La
conclusion es que esta modificacion proporciona una alternativa viable y superior a
los métodos tradicionales, ofreciendo una mejor convergencia y reduciendo el tiempo

de céalculo.

Similarmente, Romero (2016), en su tesis titulada “Andlisis Comparativo de los
Métodos Iterativos de Newton y Halley en la Solucién de Sistemas de Ecuaciones
no Lineales”, concluye que al aplicar los métodos iterativos de Newton y Halley en
la solucién de sistemas de ecuaciones lineales, se comprobd que el método iterativo
de Newton es en realidad menos costoso y su algoritmo se presenta de forma mas
sencilla, lo que facilita su programaciéon. Al comparar los resultados obtenidos en las
tablas comparativas, se pudo afirmar que el método de Halley es mucho mas eficiente
que el método de Newton y que, en algunos casos, al darles el mismo punto inicial,

el método de Halley converge a la soluciéon mientras que el método de Newton no.

En el mismo orden de ideas, Teran-Tarapués y Ria-Alvarez (2018), en su pu-
blicacién denominada “El Método de Newton para raices complejas: Fractales en el
problema de Cayley”, concluyen que el método de Newton es uno de los mas usa-

dos debido a su versatilidad y agilidad, y que solucionar ecuaciones con variable



compleja a través del método de Newton tiene una aplicacion muy interesante en el
campo de los fractales, como es la del problema de Cayley y las figuras fractales que

se producen a partir de la convergencia, divergencia e incluso la eficiencia del método.

Posteriormente, Narang, Bhatia, Alshomrani y Kanwar (2019), en su investiga-
cion titulada “Clase general eficiente de métodos tipo Steffensen con memoria para
resolver sistemas de ecuaciones no lineales”, introducen una clase eficiente de méto-
dos tipo Steffensen con memoria. Estos métodos mejoran la convergencia y reducen el
numero de evaluaciones necesarias. Por consiguiente, estos métodos no solo son mas
eficientes sino que también presentan una significativa reduccién en el costo compu-

tacional, siendo altamente recomendables para aplicaciones practicas.

Siguiendo la misma linea de investigacién, Kansal, Cordero, Bhalla y Torregrosa
(2021), en su articulo titulado “Nuevas clases de métodos iterativos de cuarto y sexto
orden para resolver sistemas de ecuaciones no lineales y su andlisis de estabilidad”,
presentan nuevos métodos iterativos de cuarto y sexto orden. Estos métodos demues-
tran una notable estabilidad y eficiencia, superando a los métodos tradicionales en
la resolucion de sistemas de ecuaciones no lineales. La investigacion concluye que los
métodos propuestos no solo mejoran el indice de convergencia, sino que también son
robustos en diversas aplicaciones practicas, evidenciando su aplicabilidad y eficacia

en escenarios complejos.

Luego, Grau-Sanchez y Diaz-Barrero (2021), en su trabajo titulado “Técnica pa-
ra componer un método de Newton modificado para resolver ecuaciones no lineales”,
presentan técnicas para componer métodos de Newton modificados. La conclusion es
que estas modificaciones aumentan el orden de convergencia y la eficiencia, ofreciendo
mejoras sustanciales en el rendimiento computacional y demostrando su aplicabilidad

en la resolucion de ecuaciones no lineales complejas.



Seguidamente, Chanu y Panday (2022), en su articulo “Excelente esquema itera-
tivo de orden superior para resolver ecuaciones no lineales”, describen un esquema
iterativo de orden superior. La investigacion concluye que este esquema ofrece un ren-
dimiento excelente comparado con métodos tradicionales, demostrando su potencial
en la resoluciéon de ecuaciones no lineales complejas y su aplicabilidad en diversas

areas de la ingenieria.

Andélogamente, Xiao (2022) en su publicacion titulada “Nuevas técnicas para desa-
rrollar métodos iterativos de orden superior para sistemas de ecuaciones no lineales”,
introduce nuevas técnicas para desarrollar métodos iterativos de orden superior. La
conclusion enfatiza la aplicabilidad y estabilidad de estas técnicas, subrayando su

potencial para resolver sistemas de ecuaciones no lineales de manera mas eficiente.

1.2. Planteamiento del problema

Las ecuaciones algebraicas de orden superior son fundamentales en matemaéticas
y tienen una gran importancia en varias disciplinas cientificas y de ingenieria. La
solucion precisa de estas ecuaciones puede ser extremadamente compleja, lo que a
menudo requiere el uso de métodos numeéricos iterativos para encontrar soluciones
aproximadas. Entre estos métodos, se destaca el de Newton, que es especialmente
util para resolver ecuaciones de orden superior debido a su capacidad para converger
rapidamente hacia una solucién, incluso en casos donde otros métodos pueden ser

menos efectivos.

A pesar de su popularidad, el método de Newton no siempre converge y su de-
sempeno puede verse afectado significativamente por la eleccién de las condiciones
iniciales y la naturaleza de la ecuaciéon a resolver. Es por lo que, dado que la conver-
gencia del método de Newton no esta garantizada, esta incertidumbre puede llevar
a soluciones imprecisas o a la no convergencia, lo cual es inaceptable en aplicaciones

criticas donde la precision es esencial.



Por otro lado, las estimaciones de errores proporcionan una medida cuantitativa
de la precision de las soluciones obtenidas mediante el método de Newton. Sin una
comprension clara de estos errores, es dificil evaluar la fiabilidad de las soluciones, los
cuales son cruciales en el campo de la ingenieria de estructuras, la economia y otras,

donde pequenas inexactitudes pueden tener consecuencias significativas.

En sentido general, el tamano de la ecuacién, la complejidad de la funciéon y
la precision requerida influyen en el rendimiento del método de Newton. Al variar
sistematicamente estas variables, se puede optimizar su aplicacion para diferentes
ecuaciones y condiciones. La rapidez y el costo computacional pueden ser prohibiti-
vos en problemas a gran escala, por lo que el uso de funciones test es esencial para

evaluar y comparar la eficiencia del método con otros métodos numéricos.

De lo expuesto surgen las siguientes interrogantes:

1. ;Qué condiciones caracterizan la convergencia y estimaciones de error del mé-

todo de Newton para resolucién ecuaciones de orden superior?

2. ;Cudl es el indice de eficiencia computacional del método de Newton en la

resolucion de ecuaciones de orden superior usando funciones de prueba?

3. (Cual es la eficacia y las limitaciones del Método de Newton segin la naturaleza

de las soluciones de las ecuaciones de orden superior?

1.3. Justificaciéon

El método de Newton es uno de los métodos iterativos mas utilizados debido a
su rapidez y precision. Sin embargo, su eficacia y eficiencia pueden variar considera-
blemente dependiendo de la naturaleza de la ecuacion y las condiciones iniciales. La
relevancia de esta investigacion radica justamente en que permite establecer un ana-
lisis sobre la convergencia, las estimaciones de error y la eficiencia computacional del
método de Newton con fines de optimizar su uso y adaptarlo mejor a distintos tipos

de ecuaciones de orden superior. Esto no solo mejorar la precisiéon de las soluciones



obtenidas, sino que también la reduccién de recursos computacionales necesarios, lo

cual es crucial en aplicaciones practicas donde el tiempo y los recursos son limitados.

En esta investigacion se abordaron las limitaciones del método de Newton, es-
pecialmente en situaciones donde las soluciones de las ecuaciones de orden superior
presentan caracteristicas complejas, como raices multiples o puntos de inflexién. La
identificacién y comprensién de estas limitaciones es esencial para el desarrollo de
estrategias que puedan superarlas, esto puede incluir modificaciones al algoritmo ori-
ginal o la combinacién del método de Newton con otros métodos numéricos. De esta
manera, se incrementa la robustez y la aplicabilidad del método, asegurando que se

pueda utilizar de manera efectiva en contextos mas variados.

Este estudio establece un marco de referencia para futuras investigaciones, ya que
es un tema que ha recibido poca atencién en la comunidad cientifica de la Republica
Dominicana, y en particular en la Universidad UTECO. Se espera que los resultados
obtenidos puedan ser aplicados en la resolucién de problemas en la modelizacién ma-

tematica y en la generacién de algoritmos informéticos.

1.4. Objetivos
1.4.1. General
Analizar el método de Newton para la resolucién de ecuaciones de orden superior.
1.4.2. Objetivos
1. Evaluar la convergencia del método de Newton para resolucién ecuaciones de

orden superior.

2. Probar mediante funciones test el indice de eficiencia computacional del método

de Newton aplicado a la resolucion de ecuaciones de orden superior.

3. Determinar la eficacia y las limitaciones del Método de Newton segiin la natu-

raleza de las soluciones de ecuaciones de orden superior.



1.5. Alcances y limites

Esta investigacion se enmarcé en el campo de la matematica aplicada, especifica-
mente en el area de andlisis numérico. Se hace un andlisis minucioso del método de
Newton para resolver ecuaciones de orden superior, su convergencia, el costo compu-
tacional, el indice de eficiencia y el error cometido. Por otro lado, fue desarrollada en el
marco de la maestria en Matemética de la UTECO, durante el periodo enero/agosto

del 2024.
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CAPITULO II
MARCO REFERENCIAL

En este capitulo se plantea las fundamentaciones conceptuales del método de
Newton y las ecuaciones de orden superior, por medio de definiciones, proposiciones,

teoremas y demostraciones que sirven de soporte y referente para esta investigacion.

2.1. Ecuaciones de orden superior
Definicién 2.1 Una ecuacién algebraica de grado n es una expresion matemaética de

la forma:

an" + ap_ 12" M+ .+ ax + ag =0,

donde z es la variable desconocida y los coeficientes a,,, a,_1, ..., a1, ag son cons-
tantes que pueden ser reales o complejas. El grado de la ecuacion es n, el cual es el

mayor exponente de x en la ecuacion.

El proposito de la teoria de ecuaciones algebraicas de grado n es analizar las
propiedades de estas ecuaciones, incluyendo la existencia y unicidad de soluciones,
y desarrollar métodos para encontrar soluciones exactas o aproximadas. Esta teoria
ha sido estudiada durante siglos y ha sido una fuente de importantes avances en
matematicas, como la teoria de grupos y la teoria de Galois (Cox, Little y O’Shea,

2007).

Teorema 2.1 Toda ecuacion algebraica de grado n con coeficientes complejos tiene
exactamente n raices complejas, contando multiplicidades. En términos matematicos,

el teorema puede formularse de la siguiente manera:

Sea P(2) = a,2™ + a, 12" + ...+ a1z + ag una ecuacién algebraica de grado n
con coeficientes complejos ag, ay, ..., a,. Entonces, existe al menos una raiz compleja
21 de P(z), es decir, P(z1) = 0. Ademas, si se cuentan las raices con multiplicidades,

P(z) tiene exactamente n raices complejas distintas (Grinberg, 2020).
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Teorema 2.2 Toda funcion polinémica con coeficientes reales y de grado impar tiene

al menos una raiz real. En términos matematicos, se puede enunciar como:

Sea P(z) = apz™ + ap_12™ ' + ... + ayx + ag un polinomio de grado impar con
coeficientes reales ag, aq,...,a,. Entonces, existe al menos un niimero real r tal que

P(r) = 0 (Garrido, 2009).

2.2. Meétodo iterativo

Un método iterativo es una técnica empleada en mateméaticas para hallar una
solucién numérica aproximada de un problema. Se parte de un valor inicial y se apli-
ca una féormula o algoritmo iterativo para generar una secuencia de valores que se

aproximan cada vez més a la solucién deseada (Kincaid y Cheney, 2012).

Matematicamente, si se desea encontrar una solucién z* de una ecuacion f(x) = 0,
se comienza con una aproximacion inicial xg y se utiliza una férmula iterativa de la

forma:

Tpy1 = g(xn>

donde g(x) es una funciéon que produce una nueva aproximacién x,,; a partir
de la aproximacion previa x,. Se espera que la secuencia de valores x,, converja a la

soluciéon z* cuando n sea suficientemente grande.

Existen diferentes tipos de métodos iterativos, algunos de los cuales se basan en
la derivacién analitica de la funcién f(x), mientras que otros son métodos numéricos

que solo utilizan los valores numéricos de f(x).

La eleccion del método iterativo adecuado depende de la naturaleza del proble-
ma, la disponibilidad de informacién analitica sobre la funciéon f(x), y la eficiencia
computacional. En general, los métodos iterativos son una herramienta poderosa para

resolver problemas numéricos en matematicas, ingenieria, fisica, ciencias de la compu-
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tacién y otras disciplinas relacionadas (Burden y Faires, 2011).

Definicién 2.2 Sea f : X — X una funcién definida en un conjunto X. Un punto
z* € X es un punto fijo de f si f(z*) = z*. Un punto fijo es un valor en el dominio
de una funcion en el cual la funciéon mapea el valor en si mismo. Es decir, un punto

fijo de una funcién f es un valor x tal que f(x) = x (Bernardino, 2019).

Definicién 2.3 De acuerdo con Bernardino (2019), la iteracién de punto fijo es una
técnica general de gran importancia en diversos ambitos de las matematicas (ecua-
ciones diferenciales, integrales, derivadas parciales, ...), que consiste en generar apro-
ximaciones sucesivas x, a la raiz buscada r con la esperanza de acercarse cada vez

mas a ella. Matematicamente, se desea que:

lim z,, =r
Tr—r00

lo que garantiza que, fijada una tolerancia, exista un valor finito n para el que los
iterantes x,, x,11, ... disten de r menos que la tolerancia. Cada aproximacion 1,
n =0,1,..., se obtiene de la aproximacion precedente x,, a partir de una funcién F

real llamada funcion de iteracion,

Tn+1 = F(..'an)

Si la funcién de iteracién F' es continua debe cumplir F(r) = r, es decir, la raiz r de

f tiene que ser un punto fijo de F.

Definicién 2.4 Vassileva (2011) plantea que, dado z* € C como un punto fijo de

una funcion racional G, se dice que x* es:

1. Superatractor si G’ (z*) = 0.
2. Atractor si |G’ (2%)] < 1.
3. Indiferente si |G’ (z*)| = 1.

4. Repulsor si |G (z*)] > 1.
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Al valor 7 = G’ (z*) se le llama multiplicador asociado al punto fijo z*.

Definicién 2.5 Un punto periédico de periodo n es superatractor, repulsor o in-
diferente, si como punto fijo de G"(x) es respectivamente superatractor, repulsor o
indiferente. El multiplicador asociado a un n-ciclo {zg, x1,...,2,_1} es (Gutiérrez,

2016):

7= (G") (x0) = G (20) G (1) -~ G' (1)

Definicién 2.6 Sea {z,} una sucesiéon de nimeros reales. Se dice que la sucesién
converge a un numero real L si para cualquier € > 0 existe un nimero natural N
tal que para todo n > N, se cumple que |z, — L| < €. Es decir, la sucesién {z,} se

aproxima arbitrariamente a L cuando n tiende a infinito (Gutiérrez, 2016).

Teorema 2.3 Frey (2022) plantea que dada una funciéon de variable real F', bien
definida y con derivada continua en un intervalo de la forma (r — eg, 7 + €q), €9 > 0,
con F(r)=r.
Si
|F'(r)] <1, (2.1)

existe un & positivo con e < &g, tal que Vg € [r — &, + €] se puede construir la

sucesion xp1 = F (z,), n=0,1,2,..., con elementos en [r—¢,r+¢| y convergente

€nt1
€n

hacia r. Ademas, si los errores e,, = x,, — r son no nulos, entonces los cocientes

tienden hacia F'(r) cuando n tiende a co.

Demostracién. Dada la condicién (2.1) se puede tomar un nimero M estricta-
mente menor que 1y mayor que |F'(r)|. Debido a la continuidad de F’, existe un
£ < gg tal que, para x € [r —e,r +¢], |F'(z)| < M. Se toma xg € [r —e,r +¢| y se
asume que se han calculado ya x1,...,x, y que estdn en [r — e, + ¢]|. Entonces se

puede hallar z,,.; = F (z,,). Ademas, dado que F(r) =r,

Tpi1 —1r =F(x,) — F(r)
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Usando el teorema del valor medio se obtiene

Tns1 — 7 =F' (&) (2 — 1)

con &, un punto intermedio entre z, y r, que por tanto estd en [r — e,r + €.

Tomando valores absolutos se tiene

1 =] = [F (] lon —r[ < M |zp — 7] < |z —7[ <,

de modo que también z,,,1 € [r—¢,r+¢]. Por induccién se concluye que se puede
construir una sucesién de iterantes en [r — e, + €.

Ademaés, se ha demostrado que |e, 1| < M |e,| para cada n, luego

lenl < M len_1| < M?lep_o| < --- < M™|eg].

Cuando n — oo como M < 1 se tiene que M™ — 0 y, por tanto, e, — 0, es
decir, z,, — r (la sucesién de iterantes converge hacia la raiz r). Finalmente, si los
errores e, son no nulos,

ent1  Tpp1 — 1T F(xn) — F(r)

= = — F'(r)
en Ty —T Ty —T

por definiciéon de derivada.

Teorema 2.4 De acuerdo con Diloné et al. (2013), el teorema de Schroder establece

que dado un método iterativo

Tpny1 = g (xn)

en el que g es continua y ¢ veces diferenciable en un entorno de z*, siendo este
un punto fijo de g, z* = g (z*). Entonces la sucesién z,, converge a x* con orden de

convergencia q si
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Demostracion. Desarrollando la serie de Taylor, se tiene que

xn+1=9($n):g(x*)+g’(:ﬁ*)(:vn—x*)+...+—‘

Tni1 =g (2n) = 2"+ ¢ (2) (wp —2") + ...+ =

Entonces, usando las condiciones del enunciado, se tiene

. Ldig(z) e
Tyl — @ —a e (X — ")
Luego
, |'Tn+1 - l’*‘ 1 dqg<l’>
1 S 0
nt00 |z, — |7 ¢! dad 7

Con lo que queda demostrado que el método tiene orden de convergencia q.

2.2.1. Orden de convergencia

En analisis numérico, el orden de convergencia mide la rapidez con la que una
sucesion se aproxima a su limite. Este concepto es crucial desde una perspectiva
practica al trabajar con sucesiones de aproximaciones sucesivas en un método iterativo

(Sénchez y Batlle, 2001).

Definicién 2.7 Suponga que la sucesién de nimeros reales {,}, .y converge a oy
sea €, = x,, — a para cada n > 0, el error en cada iteracién. Si existen dos constantes

positivas A > 0y R > 0 tales que

lim M = lim En 1] A, siendo A # 0,

S e =l e T

entonces se dice que la sucesion converge a « con orden de convergencia R y el

numero A se llama constante asintdtica del error.

Siendo ¢,, = x,, — « el error en la n-ésima iteracién obtenida a partir de la sucesion

{x,}, se tiene que para un n suficientemente grande, se cumple que:
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‘gnJrl’
’R

~ A e |epg| > Aley|”

len
lo cual se puede escribir en la forma

Enp1 = A+ 0O (&‘erl) =0 (eR)

n

donde R es el orden de convergencia del método, proporcionando una medida
de la reduccion del error entre una iteracion y la siguiente. Segun el valor de R, la

convergencia se clasifica de la siguiente manera:
- Si R =1, la convergencia es lineal.
- Sil < R < 2, la convergencia es superlineal.
- Si R = 2, la convergencia es cuadratica.
- Si 2 < R < 3, la convergencia es supercuadratica.
- Si R = 3, la convergencia es cubica.

y asi sucesivamente.

Cuanto mayor sea el orden de convergencia, o para el mismo orden, cuanto menor
sea la constante asintética, mas rapidamente la sucesion de aproximaciones se acercara
a la raiz buscada.

2.2.2. Errores

Uno de los objetivos fundamentales de la computacion cientifica es desarrollar
métodos precisos y eficientes para calcular aproximaciones de modelos que son im-
posibles 0 muy costosos de resolver mediante métodos analiticos. Sin embargo, es
necesario controlar las diferentes fuentes de error para no alterar los resultados cal-
culados. Los errores se propagan desde el inicio del cémputo hasta el resultado final,
a veces con una considerable amplificacion, otras veces mostrando oscilaciones. Es
esencial distinguir entre el nuevo error producido durante cada calculo en particular
(error de procesamiento) y el error heredado (propagado) desde los datos durante

todos los calculos (Herndndez, 2018). Los errores mas comunes son:
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1. Error en los datos iniciales. Los datos iniciales o de entrada pueden ser el resul-
tado de mediciones influenciadas por errores sisteméticos o por perturbaciones
temporales. Un error de redondeo ocurre, por ejemplo, cada vez que un niimero
irracional es recortado para utilizar una cantidad fija de decimales. También

puede ocurrir cuando una fraccion es convertida al tipo de niimeros usados por

la PC.

2. Error de redondeo. La limitacién de los niimeros de punto flotante en una PC
lleva asociada una pérdida frecuente de informacién que, de acuerdo al contexto,
puede o no ser importante. Dos casos tipicos son: si el procesador utilizado no
tiene la capacidad de operar con niimeros de mas de s digitos, entonces el
producto exacto de dos nimeros de s digitos de longitud (que tiene 2s 0 2s — 1
digitos) no puede ser utilizado en calculos siguientes porque el resultado debe
ser recortado. Si, en un procesador que opera con punto flotante, un ntimero
relativamente pequeno b es sumado a otro nimero a, entonces algunos digitos
de b se pierden y no tendran efecto en futuros célculos que dependan del valor
de a + b. El efecto de redondeos por la capacidad del procesador puede ser
notorio durante un célculo de muchos pasos, o en un algoritmo numéricamente

inestable.

3. Error de truncamiento. Este tipo de error ocurre cuando un proceso limite es
truncado antes de llegar al valor limite. Por ejemplo, cuando una serie infinita
es truncada después de un niimero finito de términos, o cuando una derivada es
aproximada a través de un cociente en diferencias. Otro ejemplo es cuando una

funcién no lineal es aproximada con una funcion lineal en un intervalo definido.

4. Simplificaciones en el modelo matematico. En la mayoria de las aplicaciones
de la matemaética se hacen idealizaciones. En un problema de mecanica, por
ejemplo, es habitual asumir que la cuerda que sostiene un péndulo carece de
masa. En otros tipos de problemas, puede ser una complicaciéon considerar un
cuerpo como un objeto homogéneo y lleno completamente de materia, en vez de

estar compuesto por atomos. Este tipo de error es mas complicado de estimar
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que los descritos anteriormente.

5. Error humano. En cualquier trabajo que requiera operar con nimeros, son comu-
nes los errores de administracién de informacién, errores en calculos manuales y
discrepancias en los datos procesados. A veces las rutinas computacionales tam-
bién contienen errores, asociados al programador o a la falta de consideracién

del procesador a utilizar.

2.2.3. Error relativo y absoluto

El concepto de aproximacion es central en la mayoria de las aplicaciones matema-
ticas. Lo ideal es trabajar con valores aproximados que satisfagan los requerimientos
establecidos. Con el fin de poder analizar las aproximaciones, se introduce la siguiente

definicién tomada de Hernandez (2018).

Definicién 2.8 Sea & una aproximacion del valor correcto x. Entonces se define
como error absoluto a:

€a =T —
y, si x # 0, el error relativo se define como:

T —x

€ER —

T

2.2.4. Redondeo y truncamiento

Al contar el nimero de digitos en un valor numérico, no deben incluirse los ceros
al comienzo del nimero, ya que estos ceros sélo marcan la posicion del punto decimal.
Sin embargo, al contar el niimero de decimales, si deben incluirse los ceros ubicados
a la derecha del punto decimal. Por ejemplo, el nimero 0.00147 esta expresado con
tres digitos pero tiene cinco decimales. El nimero 12.34 estd expresado con cuatro

digitos y con sélo dos decimales (Hernandez, 2018).

Si la magnitud del error en @ no excede %10_t, entonces a tiene ¢ decimales cor-

rectos. Los digitos de a que ocupan posiciones donde la unidad es mayor o igual a
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107" son llamados digitos significativos (los ceros iniciales no se cuentan). Siguiendo
esto, el nimero 0.001234 + 0.000004 tiene cinco decimales correctos y tres digitos
significativos, mientras que 0.001234 + 0.000006 tiene cuatro decimales correctos y
solo dos digitos significativos. El nimero de decimales correctos da una idea de la
magnitud del error absoluto, mientras que el nimero de cifras significativas da una

idea aproximada de la magnitud del error relativo.

Existen dos formas de redondear un nimero x a t decimales. En el proceso
denominado truncamiento (o redondeo hacia el cero) simplemente se eliminan todos
los nimeros ubicados a la derecha del t-ésimo decimal. La magnitud del error de
este proceso puede ser tan grande como 107*. El redondeo al mas cercano (también
llamado redondeo 6ptimo) debe elegir el niimero con s decimales que sea més cercano
ax.

Aqui, si p es la parte del nimero ubicada a la derecha del s-ésimo decimal, el
decimal t-ésimo permanece sin cambios si y sélo si |p| < %10*8. En el otro caso, debe
aumentarse el s-ésimo decimal en 1.

2.2.5. Indices de eficiencia

La eficiencia de un método iterativo esta relacionada con el tiempo necesario para
obtener la solucién del problema en cuestion. Este tiempo depende de la cantidad de
operaciones aritméticas que se tengan que realizar, es decir, un algoritmo serda mas
eficiente cuanto menos operaciones se requieran para obtener la solucién (Sanchez y

Batlle, 2001).

Definicién 2.9 De acuerdo con Moreno y Trujillo (1999), para un método de orden
p > 1, en el que cada iteracién necesita r unidades de trabajo (en nuestro caso
r evaluaciones de la funcién o sus derivadas), se define el indice de eficiencia del
método por:

e(p,r) =p*"

Suponga que se tiene un método A de orden p > 1 que utiliza r unidades de
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trabajo en cada iteracién (el tiempo de célculo es proporcional a r) y otro método B

de orden p? que necesita 2r unidades de trabajo por iteracion.

Cuando se realizan r unidades de trabajo con el primer método, es decir, una
iteracion, el nimero de cifras exactas se multiplica por p. Entonces, si se realiza
otra iteracion, se tendria un total de 2r unidades de trabajo y el nimero de cifras
exactas se multiplicaria de nuevo por p. En total, el niimero de cifras exactas queda
multiplicado por p?. Por tanto, los dos métodos son equivalentes en cuanto a eficiencia
computacional.

Teniendo en cuenta la definicién de indice de eficiencia, se tiene que en general
es:

e(p™,nr)=c(p,r) = pl/r

Cuanto mayor sea el indice de eficiencia de un método, mejor es el método. Es im-
portante resaltar que para obtener buenos indices de eficiencia se deben comenzar las
iteraciones en puntos iniciales xq cercanos a la raiz buscada, para que el procedimien-
to sea convergente. Por tanto, la convergencia y la eficiencia estan relacionadas entre

si. Mayor sera la eficiencia del método cuanto mas cerca esté el punto inicial de la raiz.

Por otra parte, Kung y Traub (1974) conjeturaron que un método multipaso
iterativo que necesita n evaluaciones en cada paso puede alcanzar como mucho un
maximo orden de convergencia igual a 2”1, A los métodos que alcanzan dicho orden
se les llama métodos Optimos, éstos son los mas interesantes desde el punto de vista
de la eficiencia computacional y, por ello, se han desarrollado en gran cantidad en los

ultimos anos.

El indice de eficiencia de un método 6ptimo es

I
un
N}
i
—
~—
—
~
3
\
N}
3
31
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€ (2”’1, n)
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cuyo limite cuando n — es 2, asi que asumiendo la conjetura de Kung y Traub,
el indice de eficiencia de cualquier método sera menor que 2.
2.2.6. Orden de convergencia computacional

Cuando no es posible determinar el orden de convergencia de un método, para
conocer el comportamiento real del mismo en cuanto a la rapidez de convergencia, se
puede utilizar el llamado orden de convergencia computacional. Es una aproximacion

al orden de convergencia tedrico del método.

Definiciéon 2.10 Sea « la raiz de una ecuaciéon f(z) = 0 y suponga que Ty 1, Tk ¥
Zk_1 son tres iteraciones consecutivas que aproximan el valor de «a. Se define el orden

de convergencia computacional de la siguiente forma (Petkovic y Neta, 2012):

~ In|(@p — @) [/ (zr — o)
p= In|(z — ) / (vp—1 — @)|

Sin embargo, como en la mayoria de los casos se desconoce el valor exacto de «,
que es la raiz que se desea calcular, en la practica se suele utilizar la aproximacion

introducida por Cordero y Torregrosa (2007):

In |(z41 — ) / (2 — 24-1))|
In|(zg — k1) / (X1 — Tp—2)|

p~ ACOC = (2.2)

2.3. Método de Newton

El método de Newton implica elegir una aproximacion inicial xg, y luego, a través
de un proceso iterativo, encontrar una serie de niimeros xy, To, X3, ..., T,, qUe CON-
verjan a una soluciéon x = «. El objetivo es aproximar la raiz x = « de la ecuaciéon
f(z) =0, es decir, una vez que se elije el punto xg, se espera encontrar un punto z;
(relacionado con zy ) que sea una mejor aproximacioén para la raiz = « de la funcién.
La relativa cercania necesaria del punto inicial a la raiz depende mucho de la natura-
leza de la propia funcion; si ésta presenta multiples puntos de inflexién o pendientes
grandes en el entorno de la raiz, entonces las probabilidades de que el algoritmo di-

verja aumentan, lo cual exige seleccionar un valor cercano a la raiz (Hernandez, 2020).
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Ahora, suponiendo que f(x) es una funcién diferenciable en un intervalo [a, d]
para el que se desea aproximar la raiz. A partir de zy se determina z; como el punto
del eje de abscisas donde la recta tangente a f en (xo, f (o)) corta al eje X. Usando la
posicién inicial xg, el valor de la funcién f (xg) y la pendiente de la recta tangente que
es f'(x), permite encontrar la ecuacién de la recta tangente en (xo, f (o)) utilizando

la formula de punto-pendiente:

y — [ (x0) = [ (w0) (x — x0) (2.3)

Para hallar z; se sustituye y = 0 en la ecuacién de la recta y se obtiene

0— f(x) = f! (w0) (21 — w0)

Tr1 — Ty =

siempre que f’ (x9) # 0, y finalmente

f (o)
f' (o)

Aplicando el mismo proceso iterativo a cada valor obtenido, se obtiene una suce-

(2.5)

Ty = Ty —

sion xg, 1, To, X3,... en la que

xn+1 :In - f/ (I )
n

siempre que f’(x,) # 0, para cada n > 1

Definicién 2.11 Se define la expresion iterativa como la funcién de iteracion de

Newton N(x). dada una funcién diferenciable f, la funcién de Newton para f es

/()
f'()

N(z) =z — (2.7)

de donde
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r = N (l‘o)
(2.8)
To = N(I’l) = N(N (l’o)) = N2 (ZL‘O)
por lo que se concluye, en general, que para cadan > 1 :
Tp = N(x,_1) = N" (z0) (2.9)

donde la notacién N™ significa la aplicaciéon iterada n veces de la funciéon N.

Definicién 2.12 Sea f : [a,b] — R una funcién derivable definida en el intervalo
real [a,b], yxo € [a,b]. Segun Herndndez (2020), aplicar el método de Newton a f en

xo que consiste en obtener la sucesién {xg, z1, z9, ...} mediante el proceso iterativo:

f' (xn)

Tpi1 = N (x,) =2, — , paran > 1 (2.10)

2.3.1. Construcciones y variantes del método de Newton
2.3.1.1. Construcciéon geométrica

El método de de Newton tiene una clara interpretacion geométrica basada en
la aproximacién de la funcién f(x) por una recta tangente. Por este motivo, dicho
método suele denominarse también método de la tangente. Partiendo de una aproxi-
macién inicial zy de la solucion «, la siguiente aproximacion x, se obtiene como la
interseccion de la recta tangente a la funcién f(z) en el punto xg con el eje de abcisas.
Asi, 21 es la interseccién de las rectas y — f (xg) = f' (x0) (z — xg) e y = 0, es decir,
1 = xo — f(x0) /f (z0). Reiterando este procedimiento se obtiene una sucesién de

aproximaciones que converge a la solucién (Plaza y Gutiérrez, 2013).

2.3.1.2. Construccién a partir del desarrollo de Taylor
A partir de x( se busca una aproximacion mejor de a que sea de la forma zg + €.
Lo ideal seria que f (xg + €) = 0, en cuyo caso se obtendria la solucién exacta. Usando

el desarrollo de Taylor, se llega a
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f// (-CEO) 62 + f/// (330)
2

... 2.11
6 e’ + ( )

0=f(zo+e)=f(x0) + f (o) e+
Linealizando la ecuacion 2.11 en el segundo sumando, se obtiene:

f (o)
f' (o)

De aqui se deduce la siguiente aproximacion de « : xg — f (xq) /f" (z0).

0 f(zo)+ f(x0)e = e~ —

(2.12)

2.3.1.3. Construccion a partir de la interpolacién racional inversa.

El problema de aproximar una solucion, se puede transformar en el de aproximar
¢(0), donde = = ¢(y) denota la funcién inversa de y = f(x). Suponga que x; es una
aproximacién inicial de la solucién « y sea yg = f (z0). Considerando el desarrollo de

Taylor de orden uno de la funcién ¢(y) en torno al punto o,

[ (=)
I (20)

se obtiene una nueva aproximacién para o = ¢(0) que coincide, una vez més, con

$(0) ~ ¢ (yo) — &' (Yo) Yo = 2o

la expresion del método de Newton.
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CAPITULO III
METOGOLOGIA

En este capitulo se presenta los fundamentos metodolégicos bajo los cuales se
desarrollo la investigacion, este abarca el método, el diseno, el tipo de investigacion,

el enfoque y el procedimiento para la realizacién de dicho trabajo.

3.1. Marco metodolégico
3.1.1. Diseno

El disenio que contempld esta investigacion fue el no experimental, ya que tal
como lo plantea Hernandez et al. (2010), las variables no se manipularon de forma
intencionada. Segun el tiempo de estudio, el diseno fue transversal, definido por el
mismo autor como aquel en el que se recolectan datos en un solo momento y en un

tiempo tnico.

3.1.2. Meétodo

En esta investigacion, se utilizé el método analitico-deductivo, ya que de acuerdo
con Espinoza (2020), este consiste en la desmembracion de un todo, descomponién-
dolo en sus partes o elementos para observar las causas, la naturaleza y los efectos.
Ademas, es deductiva debido a que se extraen conclusiones sobre resultados impor-

tantes para la verificacién de los objetivos del trabajo (Rodriguez et al., 2017).

3.1.3. Tipo
De acuerdo a las caracteristicas, esta investigacion fue de tipo explicativa-descriptiva,
ya que se describié y analiz6 el método de Newton en funcion de la naturaleza de las

soluciones y las condiciones iniciales (Ramos-galarza, 2020).

3.1.4. Enfoque
Conforme a lo planteado por Ortega (2018), debido a que en esta investigacion

no se busca medir las variables, el enfoque utilizado fue el cualitativo, ya que su desa-
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rrollo estuvo basado en caracterizaciones del orden de convergencia, las estimaciones

de error, el indice de eficiencia y otros parametros no necesariamente numéricos.

3.2. Procedimientos
En este apartado se incluye una descripcién de las diferentes etapas del proceso

realizado en este trabajo de investigacion:

1. Se solicit6 la aprobacion de esta tematica investigativa.

2. Se realiz6 una amplia consulta bibliografica, sobre los aspectos basicos y funda-
mentaciones del método de Newton en la resolucion de las ecuaciones de orden

superior.
3. Se present6 al asesor para su revision, correccién y posterior validacion.

4. Se sometio la propuesta de ante proyecto a la Facultad de Postgrado y Educa-

cion Continuada, a los fines de valorar la relevancia de la misma.

5. Se procedi6 con las correcciones realizadas por los respectivos jurados en ter-

minos de contenido, redaccién y metodologia.

6. Se elaboraron los capitulos IV y V, y los deméas elementos constitutivos del

proyecto, segin los reglamentos de la UTECO.

7. Se entregaron nuevamente tres ejemplares a la Facultad de Postgrado y Edu-
cacién Continuada del borrador final, con fines de la presentacién y/o defensa

del mismo.
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CAPITULO 1V
PRESENTACION DE LOS RESULTADOS

El método de Newton se fundamenta en la idea de aproximar las soluciones de
f(z) = 0, utilizando rectas tangentes al grafico de la funcién para iterativamente
acercarse a la raiz real. Partiendo de una estimacién inicial zy de la raiz x*, el método

de Newton establece una secuencia

S TTENE
n

n=0,1,2,3,... (4.1)

En este capitulo se estudia la convergencia, el orden e indice computacional, la efi-

cacia y limitaciones del método de Newton para resolver ecuaciones de orden superior.

4.1. Convergencia del método de Newton

La convergencia de la sucesién de soluciones {z, } hacia z*, no estd garantizada
en todas las situaciones al aplicar el método de Newton. Para que se logre esta
convergencia se deben cumplir una serie de condiciones relacionadas con la funcion
f, el punto de inicio xg o la raiz x*. Especificamente, se pueden distinguir tres tipos

de resultados de convergencia:

1. Local: Se establecen condiciones sobre la raiz z*.
2. Semilocal: Se establecen condiciones sobre el punto inicial z.

3. Global: Se establecen condiciones sobre un intervalo.

4.1.1. Convergencia local
Inicialmente se consideran elementos esenciales del método de Newton: la funcién
de iteracién Ny(x) y su derivada Ly(x). La funcién de iteraciéon, Ny(z), se define

CO1mo:
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donde f(z) es la funcién objetivo y f/(z) su derivada. Esta expresiéon ajusta la

aproximaciéon actual, z, para acercarse a la solucion.

La derivada de la funcién de iteracién, L¢(x), se expresa como:

L) = L0 @)

f'(@)?
relacionando las derivadas primera y segunda de f(x) para evaluar la convergencia

del método.

Teorema 4.1 Sea f una funcién dos veces diferenciable en un entorno / de una
solucién z* de f(z) = 0. Supongamos que f’'(z*) # 0. Entonces existe un r > 0 tal

que si g € (x* —r,z* + 1), la sucesién

(4.2)

converge a r*.

Demostracién. Como z,,41 = Ny(x,), restando z* a ambos lados se sigue

Como f(z*) =0y f'(x*) # 0, entonces L;(z*) = 0. Por la continuidad de L(z),
existe r € R tal que si t € (2" —r,z* + 1), |Lf(t)] < v < 1. De esta forma, si
zo € (x* —r,x* 4+ 1), entonces
< Aylx* —xo| <,

|z* — x| <

/ Ly(t) dt

0

luego x; € (z* —r,a* + 7).
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Inductivamente, si z, € (z* — r,x* + r), entonces

2" — x| < <Al — x| <y

/x Ly(t)dt

es decir, x,41 € (z" — 1, 2" +71).

Ademas,

2% — 2| <Al —ap| <P —wpa] <o <A — o).

Luego,

le Tpi1 =2 para todo zg € (2" —r,ax* +r).
n oo

4.1.2. Convergencia global

Los teoremas que se utilizan para estudiar la convergencia global del método
de Newton proporcionan condiciones suficientes para la convergencia del método a
partir de un valor inicial tomado en un intervalo apropiado. Para su demostracion es

necesario previamente el concepto de funcién contractiva.

Definicién 4.1 Una funcién g(z) € C'(I) es contractiva en I, si existe 0 < L < 1

tal que para todo x,y € I, se cumple

l9(z) — g(y)| < Llz —yl.

A la condicién |g(x) — g(y)| < L|x — y| se le denomina condicién de Lipschitz y a
L constante de Lipschitz. Generalmente, se dice que una funcién g(x) es contractiva

si su constante de Lipschitz es menor que uno.

Teorema 4.2 Sea [ un intervalo cerrado y ¢ : I — [ una contracciéon (L < 1). Bajo

estas condiciones se cumple que:
i) La sucesién definida por z,,11 = g(z,) converge para todo valor inicial z € I.

ii) La sucesién converge a un punto fijo de g, es decir, si z* = lim,,_,, x,,, entonces

¥ = g(z*).
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iii) Este punto fijo es tinico en I, es decir, existe un unico z* € [ tal que g(z*) = z*.

Demostracién. Para demostrar i), se prueba que la sucesion {z,} es de Cauchy.

En efecto, considerando la sucesion definida por el enunciado del teorema

Tn1 = G(Tn). (4.3)

Como la diferencia entre dos términos cualesquiera de (4.3) cumple que

|xn+m - mn| = |~Tn+m — Tntm—1+ Tntm—1 — Tntm—2 T+ Tyl — xn|

De donde

LTp4m — $n| S |zn+m - $n+m—1| +- |xn+1 — Tp|- (44)

Pero

|xn+m - xn+m—1| S Lm_1|xn+l - :En| + L2|xn+2 - xn| + L|xn+1 - xnl + Ixn-l—l - :L‘n|

= |y —ap|(1+ L+ L2+ L™,
(4.5)

Luego

[ Tntm — Tn| < |Tnp1 — 2a|(1+ L+ L+ + Lm_l)'

Ahora (1 4+ L+ L?+ -+ L™ ') es la suma de los términos de una progresién

geométrica, por tanto

s = Tl < [nis — 2l s (1.6
Asimismo
|Tns1 — 20| < Ly — Tpoi| < LH2p g — Tpa| < -+ < L™ 21 — 20]. (4.7)
Sustituyendo (4.6) y (4.7) en (4.4) se sigue
|Tpm — xn| < L™ 11__L: |z — o).
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Esto garantiza que la sucesion es de Cauchy, ya que si L < 1 el término

1—-Lm
1-L

|71 —1’0|

estd acotado y el término L™ puede ser todo lo pequetio posible sin mas que tomar
un n suficientemente grande. Por tanto, bajo estas condiciones, para todo € > 0 se

puede encontrar un k£ € N tal que Vn > k,m > 1 se cumple que
|Tntm — Zn| < €

Es decir que la sucesién {x,} es de Cauchy, y por tanto convergente. Para probar i)

es suficiente ver que al verificar la condicién de Lipschitz, g es continua y por tanto
o (Jfim n.) = Jim g(r) = Jim 2 = 2" = 6(a").
Para demostrar iii), se parte que existen dos puntos fijos z* # x** con lo que
|z% — ™| = [g(z") — g(«"™)].
Luego, por la condicién de Lipschitz se sigue
o — o] < Ll — 2™,

lo cual es un absurdo, ya que por hipotesis L < 1. Luego, x* = z**.

Teorema 4.3 Sea f(z) : [a,b] — R una funciéon f € C?[a,b] que cumpla las sigu-

ientes condiciones:
i) fla)f(b) <O0.
ii) f'(z) # 0 para todo z € [a,b].

iii) f”(x) no cambia de signo en [a, b].

fly<b-a
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Bajo estas condiciones, existe una unica raiz z* en [a,b] y la sucesiéon {x,}>2,

definida por (4.1), converge hacia z* para cualquier valor inicial xy € [a, b].

Demostracion. Siguiendo las condiciones planteadas en las hipétesis, pueden surgir
varias posibilidades. Para ilustrar las ideas, se asumira que f'(z) < 0y que f”(x) >0

en [a,b], asegurando asi que ) y i) se cumplan.

Se observa que bajo estas condiciones z* es la unica raiz de f(z) = 0 en [a,b].
Ademsds, dado que f'(z) < 0 y se verifica i), se tiene que f(a) > 0y f(b) < 0.

Considerando esto, y asumiendo que xy € [a, z*], se demostrara que:

» {2,}22, es una sucesién creciente.

» El limite de {z,}22, es la raiz z*.

Para la primera parte, si xy € [a, x*], entonces z,, < x,+1 < z*. La demostracién
serd por induccion.

Para n = 0, se verificara que zy < z; < 2*. De acuerdo con (4.1), se tiene que

f(%)
f'(wo)

Tr1 = Ty —

Dado que f'(z9) <0y f(xo) > 0, se obtiene

por lo tanto, g < x1. Ahora, se demostrara que x; < x*. Para esto, se comprobara

que z* — 7 > 0. Aplicando el teorema del valor medio, se tiene
v —xy = Ny(2") = Ny(xo) = Ni(7) (2" — o),

donde

Ni(vy) = F) /") >0, para~y € (zg,x").

f'()?
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Por lo tanto,

5 — x> 0.

Asumiendo que zp < xpy1 < ¥, se demostrard que zp; < Tpio < xF. Esto se
lograra mediante un procedimiento andlogo al anterior. Primero, se demostrara que
Tpy1 < Tpyo. Nuevamente, segtin (4.1), se obtiene

f(Tri1)

Tz =k f'(Tpg1)

Dado que f'(zg+1) <0y f(zgr1) > 0, se tiene

f(wpg1)

Tpto — Tht1 = _f’($k+1) > 0,

por lo tanto,

Tht1 < Thk42-

Para demostrar que ;9 < z*, se comprobard que x* — x5,9 > 0. Aplicando nueva-

mente el teorema del valor medio, se tiene
& — e = Ny(2") — Np(@pe1) = Np(0)(2" — zp41),

donde

N(0) = Ly(0) = JO)J"6) >0, paraf € (rppq1,2").

f10)?
Asi, se concluye que ¥ —x52 > 0, lo que implica que xx1o < z*. Esto demuestra que
{x,}22, es una sucesién creciente acotada superiormente por z* y, en consecuencia,

{x,} es una sucesiéon convergente.

Para demostrar que el limite de la sucesién {x,, }2 , es la raiz *, se aplican limites

a la ecuacion (4.1), obteniendo

lim zx = lim |z, —
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Sin embargo,
A8, Tt = 000 T = Lo
Dado que f y f’ son funciones continuas en [a, b],

f(L)

R

= f(L)=0.

Puesto que f/'(L) < 0, se sigue que f(L) =0, por lo tanto, L = z*.
4.1.3. Convergencia Semilocal
Teorema 4.4 Sea f : I — R, donde I es un intervalo abierto en R, una funcién

diferenciable en /. Asumiendo, sin pérdida de generalidad, que f(xg) # 0 y que:
1) xo € 1.

i) f'(zo) # 0.

iif) | 2| < 5.

iv) W’gﬂx—m,v%ye[.

v) h=v8< 1.

vi) t* = 1+\31/8—W es tal que (zg — t*, 20 +t*) C I.

Entonces el método de Newton

Tnt+1 = Tn — ff/((x.fl;;)>7 n > 07

estd bien definido y {z,}°°, converge a z* € I, donde f(z*) = 0.

Demostracién. Para encontrar una sucesién que mayorice a {z,}>°, se considera

el polinomio

p(t) = ;th —t+ 5, (4.8)

cuyas raices son
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14++1—-2705
7 Y
Notar que (4.8) tendra solucién en R cuando 1 — 295 > 0, de donde v3 < %

t*’ t** —

Esto explica la condicién v). Aplicando el método de Newton a (4.8) se sigue

tn+1 - tn B p/(tn) o 1—~t,

B+tné’yt%:|
(4.9)
to = 0.

Asi, tomando a = 0 se genera una sucesion monotona creciente cuyo limite es t*.

Ahora, por induccién se probard que

|xn+1 - xn| S tn—i—l - tn7 vn 2 0.

Sustituyendo n = 0 en (4.9) se sigue

tl—t():— = - tlzﬂ
Sustituyendo n = 0 en (4.1) y aplicando i) se obtiene
‘513'1—.%'0’ Sﬁ:tl —to.

En consecuencia z; € I ya que |z — x| < t; < t*. Suponga que xg,Z1,..., Ty € I

y ademés que |z, — x;| < tiyq —t; para i = 0,1,...,m — 1, se demuestra que

|Tmi1 — Tm| < a1 — tm. En efecto, como

| — x| < |Tm — Tmt1| + |Tme1 — Tma| + -+ + |21 — T0],
S (tm - tmfl) + (tmfl - tm72) +---+ (tl - tO);

=ty —to=tm < 17,
se tiene que x,, € I. Por otra parte, notar que

1

1=z, — 0| > 1=t — < .




Ademas
|Zmgt — T| = f(zm) _ fzm) f'(z0)
m+ m f/(l,o) f/(xo) f’(xm) .
Aplicando la condicién iv) se sigue
St — [ )

< Y|zm—z0| = ‘1 —

(o) J'(o)

Por lo tanto,

Y| — x| <1 — ];/i?)) < v|xm — x0].
Entonces
| — x| =1 < J;/(é:)) < v|xm — x0| — 1.
Luego
_ _ f'(@m) f'(@m)
VT @) T P
Asi
f'(xm) _ f'(xm) . _
Flao) |~ Flag) =17 om0l
De donde
f' () 1
f/(xm) —1- 7|xm - 'T0| .

Ahora bien, de (4.1) se deduce

f(xm) = f(xm) - f(xm—l) - f,(xm—l)(xm - xm—l)'

36

(4.10)

< Y|wm—zo| < Y(ta—to) <" < 1.

(4.11)

Luego,
flam)| _ ‘f(fvml) — [ (@m1)(@m — ) | /Im (f’(t) — [ (@m—1)(@m — 2m1)
(o) (o) Tm-1 £ (o)

Haciendo el cambio de variable t = z,,,—1 + s(Zy, — Tm—1) se sigue

1
</
0

f'(o)

(@1 + 8(Tm — Tm1)) = f(Tm-1)
f'(zo)

|(Zm — Tim—1)| ds.

(4.12)

)4
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Aplicando la condicién iv) a (4.12) se sigue

f(xm) = /1 ’7|S<$m—$m_1)||(l‘m—l’m_1)| ds = ’7|Im_xm—1|2/1 sds < 1/}/|xm_l‘m—1|2'
f'(xo)| ~ Jo 0 -2
(4.13)
Sustituyendo (4.11) y (4.13) en (4.10) se obtiene
1 2 -1
|Tima1 — Tim| < 57(tm —tme1)” (L= yt) . (4.14)
Por otra parte,
p(tm)
fooy — b, = — : 415
+1 p/(tm> ( )
La ecuacién (4.8) implica que
Pt)=~t—1, (4.16)
p'(t) =1, (4.17)
pI(t)=0, i>3. (4.18)

Aplicando el desarrollo de Taylor a (4.8) se sigue

P(tm) = pltm—1) + 0 (tm1)(tm — tm—1) + ;pl’(tm_l)(tm —tm1)? 0. (4.19)

Luego, como

p(tm—l)
1 p/<tm—1) ( )
Analogamente, sustituyendo (4.17) y (4.20) en (4.19) se tiene que
1 2
p(tm) = §V(tm - tm—l) . (421)

Sustituyendo (4.21) y (4.16) en (4.15)

1
tingl — tm = 57(tm —tmo1)2 (1 — yt)~h (4.22)
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Finalmente, sustituyendo (4.22) en (4.14)

|xm+l - :Em| S tm—i—l - tm-

El proceso inductivo queda probado. Como {t,}52, es convergente, se sigue que
{z,}22, también es convergente. De (4.13) se deduce que cuando m — oo, entonces

f(zp,) — 0. Por tanto {z,,} converge a x*, la solucién de f(z*) = 0.

Teorema 4.5 Sea f : D C R — R una funcién continua y diferenciable en un

intervalo D tal que se cumplen las siguientes condiciones:

1. % < B. Ademés, f'(xq) # 0.
(k) €T —
2 g || <247 para k 22

3. a=py<3-2V2

Entonces, el método de Newton definido por (4.1) converge a una soluciéon z* tal

que f(z)=0.

Demostracién. Dado el conjunto {z,}, se demostrara que |z, — z,| < t,11 — ty,
donde {t,} es una sucesién real obtenida al aplicar el método de Newton a la funcién

mayorante ¢(t). Se considera la funcion

2 1
Gl)=B+t+ S N =g+ para0<t<-—, (4.23)
k>2 L=t Y

donde se cumple que ¢(t) = 0. Entonces,
O(t) = 29t* —t(a+1) + =0,

de donde
a+1)E/(a+1)2 -8«
" = ( ) ( ) . (4.24)
4y
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Para que esta ecuacion tenga una rafz en R, se debe cumplir (a + 1)* — 8a > 0,

lo que implica a? — 6+ 1 > 0, por lo tanto, o < 3 — 2v/2.

Ahora, sea {t,} la sucesién obtenida al aplicar el método de Newton a (4.23), es

decir:
t =t — (tn) — /6(1*’Ytn)2*tn(1*7tn)2+’7t%(1*’7tn)
n+l " @ (tn) —1429tn (2—7tn) (425)
to - O
Al observar que para n = 0, se obtiene:
251 - tO - 67
| elio)| g
 (to) 4.26
¢'(to)
0
B 90/( ) _ 5.
¢'(0)
Asi, sustituyendo n = 0 en (4.1) y aplicando la condicién (i):
(o)
|LL’1 — I()’ < f/(xo) < 6 = tl - to, (427)
f(zo) o(to)
<fB=- . 4.28
Pl =T ) 425
Por otro lado, notando que
()= -1+ k12 = ¢(t) = ¢/(0) = —1. (4.29)

k>2
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Ademas,

" t) _ Z k(k . 1)’7k_1tk_2,

k>2

/// Z k ),yk—ltk—?,’
k>3 (4.30)

=> k(k—1)-(k—j+ 1)y 1",

k>j
Entonces,

oV (to) = ¢V (0) = kly* (4.31)

De (4.31) y (4.29) se obtiene:

() U (¢
e ¢ k(!to) _ ;‘w ,(( )>_ (4.32)

Aplicando la condicién (ii) en (4.32) se sigue:

1
k!

f(k) (z0) -

k-1 1 90( )( 0)
Filxo) = (4.33)

T )

Esto demuestra que las desigualdades (4.27), (4.28) y (4.33) se cumplen siempre.

En otras palabras, si estas se cumplen, entonces:

flz) | (P/(tj) . paraj=0,1,2,...,

I’ (xj) ©'(t5)

S <%>‘ 1 p®(t)) 4.34
; , parak>2yj=0,1,2,..., (4.34)

() | =k @(ty)

[Tjr2 — Tjp] < tjra — i
La demostracién se realiza por induccién. Para j = 0, se verifican (4.27), (4.28) y
(4.33). Se comprueba que si son ciertas para j, también lo serdn para j+1. Aplicando

el desarrollo de Taylor a f(x;41) se sigue:

fl@jon) = flzg) + £/ (@) (@i —25) + 3 k,f( () (w1 — 25)". (4.35)

k>2



Debido a que

L _ f(=))
(xj-i-l ]) fl(fljj)’

Sustituyendo en (4.35) se tiene que:

k
o) = fle) = Fle) T 4 3 4y (- 1005)

Flz) i fa;)
Asi,
- ()
Luego,
el salm el < sl

Si se aplica el desarrollo de Taylor a ¢(t;41) se sigue:

O(tjr1) = o(t;) + ¢'(t;) (1 — 1) + k;'¢ W)ty — )",

k>2

Pero
(1)
¢'(t)’

(i1 —t;) = —

Sustituyendo en (4.38) se sigue:

o / gb( k
O(tjr1) = o(t;) — ¢'(1;) 5(t,) +1§2k'¢( DICTEE

Asi, se obtiene:

Luego, se establece la siguiente expresion:

¢(tj11) )

Nk _1¢(k)(tj)] l_ ¢(tj)r
o'(t5) Zk' ¢'(t5) (i1 = 1) _Z[ k! ¢/ (t5) Pty)]

41

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)
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Entonces, (4.37) se transforma en:

1)

‘f Zj+1) (4.43)

<5

Por otra parte, aplicando el desarrollo de Taylor a la derivada de (4.35) se sigue:

Flan) = 3 o f 0w g — 2" (1.44)
k>0 "7
Luego,

 fg40) L@y - ¢wﬂxm><¢@»>k
|1 Pl | Sk ) |l =2 7@ |\o))
(4.45)

Por otro lado,

k

¢ (tj1) = +kz>jl (k + 1)p* D (t,) (;b(é]]))) : (4.46)

De donde,

¢(t) — ¢ (tir1) o4 D(8) [ o(t) \F
¢/(tj) - ]%21 (k + 1) ¢/( ) <¢,( ])> (447)
¢/(tj+1) ¢(k+1)( ) <¢( ])
()

L=y~ 2Dy

¢/

Sustituyendo (4.53) en (4.51) se sigue:

_ [(#40)
‘1 f'(z5)

()
: ‘1 o' (t5)

<1, (4.48)

pues ¢ es de signo constante en (0,¢*). Entonces, (4.37) se transforma en:

J+1

‘f Tjy1)

‘ "0 (4.49)
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Por otra parte, aplicando el desarrollo de Taylor a la derivada de (4.35) se sigue:

1

flzj) = k,f(k+1)($j)(a7j+1 — ;)" (4.50)
k>0
Luego,

f'(1) ARSI ¢ ARI() <¢<tj>>’“
1- - - . .
-G < Lk Py sk I |\9t)

(4.51)
Por otro lado:
ot;) \"
Oty = 91(6) + Xkt D00y (S00) (152
k>1 ¢ (tj)
De donde,
k
916 = () = X2 =G4 D) (S0)
i1 ¢'(t;)
D) = ) _ gy 2 ><¢< n)k 153
7 & ) o) (459
¢ (t41) oI, ><¢< »)’f
11— = —(k+1
oy ) o
Sustituyendo (4.53) y (4.51) se sigue:
P MCITSY ‘ ~ P(tj)
‘1 Pl | SN oty | < 459
pues ¢ es de signo constante en (0,t*).
Asi,
1 (W)
f -T]+1 11— [1 — (t( )1)} ¢,(tj+1)‘ (455)
Aplicando el desarrollo de Taylor a f®*) (x41) se sigue:
IAUCEDY .l,f(kﬂ)(fffj)(%ﬂ — ;)" (4.56)

i>0 1!



Luego,

f(k+1)(xj)

L fP@)| R+ D! 1
f'(x;)

Ml Py | S% R G

>0

1>0

160 (,) i 1M (.
(i1 — 1) = =7 :
k' i>0 il (1) kL @(t)
Ademés
LMt ) 1 1 k(1)) ;
= SR G (i1 —t5)".
kL o'(t) kUisgil ¢'(t))
Asi que
1| W () <1 W (t41)
KV () | TR @)
Entonces
$g+1 ‘ ’f %+1
[ (@j41) T $J+1

Sustituyendo (4.55) y (4.49) en (4.58) se sigue

_ ¢ (t11)
¢ (tjs1)

‘f(xj+1) 1 oV (t41)
fi)| — g ¢'(ti)

Asimismo
1

k!

SO (x;)

SO xj41) .
fi(z) |

fl(wj) |~ K
Sustituyendo (4.55) y (4.57) en (4.60) sigue

1
k!

SO (2541)

< — = —
f/(xj-H)

TR () K ()

Por ultimo

f(@jt1)

f(@j41)

|Zjr2 — 4] <

|zj1 — x5

*Z (k : ) o (&tﬁ)) D)t~ 1)
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(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

(4.62)
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Luego, se ha probado que

|ZEk+1 — [Ek| S tk—f—l - tk. (463)

Ademaés {t;} es convergente a t*, por tanto {tx} es de Cauchy, lo cual implica

que {z}} también es de Cauchy y que {x} converge a x*. Por otra parte, notar que

de (4.34) se deduce que

f(x))
f'(x;)

< lim —o(z;) _ —o(t") _ 0.

T () ()

lim
Jj—00

Entonces f(x*) = 0, luego z* es la solucién de f(x).
4.2. Orden e indice de eficiencia computacional del método de Newton
aplicado a la resoluciéon de ecuaciones de orden superior
En esta seccion, se emplea el método de Newton para resolver distintos casos de
ecuaciones de orden superior, con el objetivo de determinar la cantidad de iteraciones
requeridas y posteriormente analizar el orden de convergencia y el indice de eficiencia

computacional en la solucién de estas ecuaciones.

4.2.1. Indice de eficiencia
Teorema 4.6 Sea z* una raiz simple, es decir, f(z*) =0y f'(z*) # 0. Entonces el

método de Newton definido por (4.1) es de segundo orden de convergencia cuadratica.

Demostracion. Para probar lo anteriormente mencionado, se demostrara que N J’c(:c*) =

Li(z*) =0y N{(z*) = L’s(z*) # 0. En efecto

Niat) = L) = DD g pes paty =0y ) £0.
Ademas

f'@m)f" (@) )
f'(x)? f'(@)

N (a*) = Lj(a") = 40, yaque f'(z) £0y ["(a") 0.

Por lo tanto, el orden de convergencia es cuadratico. [
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Dado que la eficiencia de un método iterativo M se define como:

I =

SRS

Para el método de Newton, donde p = 2 (orden de convergencia cuadratica) y d = 2

(en cada iteracién se calculan la funcion f y su derivada f’), se obtiene:

I=—-=1
2

El indice de eficiencia esta dado por:
EI = p"4 =212 ~ 1.4142

El método de Newton, con una eficiencia de 1 y un indice de eficiencia de aprox-
imadamente 1.4142, cumple con la condicién de ser menor que 2 segiin la conjetura
de Kung y Traub (1974). Esto indica que el método de Newton es eficiente, aunque

no alcanza la eficiencia maxima posible de 2 para ser considerado éptimo.

4.2.2. Orden de convergencia computacional

En este apartado, se calcula el orden de convergencia computacional establecido
en Petkovic y Neta (2012), y que plantea que dado « la raiz de una ecuacion f(z) =0
y asumiendo que Tyy1, % Y Trp_1 son tres iteraciones consecutivas que aproximan el
valor de «, entonces se define el orden de convergencia computacional de la siguiente

forma:

_ In|(zg11 — a) / (2 — o)
In|(zr — )/ (2r-1 — )]

(4.64)

Segiin Weerakoon y Fernando (2000) denota p como OCCy y lo expresan medi-

ante la férmula:
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In 7(I"+1_f*)‘
OCCyy = — o= | (4.65)
In (C—— (20— 1)
Tp—1—2

donde z* es una raiz de la funcién f(x), y @py1, Tn, ¥ Tn_1 Son tres iteraciones

consecutivas proximas a la raiz x*.

Por su parte, Grau-Sanchez (2011) define el OCCg mediante la expresion:

1 (In+1_mn)
I (xn_mn—l)

00CG = — et (4.66)
In (xnil_;:zf2)

donde 1, Tpn, Tn_1 Y Tn_o son cuatro iteraciones consecutivas préximas a la
raiz x*.

Ahora se establecen algunos resultados niimericos de la aplicacién del método de
Newton para solucionar ecuaciones de orden superior, y asi, posteriormente calcular

el indice de eficiencia computacional.

Ejemplo 4.1 Aproximar una raiz de f(z) = 2% — 3z + 1 en el intervalo [1,2].

/()

—2 1

Figura 4.1: Gréfica de la funcién f(z) = 2% — 3z + 1

Tal como se muestra en la figura 4.1, f tiene una raiz en el intervalo [1,2]. Por

lo tanto, o = 2 parece ser una primera aproximacién razonable. Dado que f(z) =
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23 —3x+1, la derivada es f'(x) = 32® — 3. Para encontrar la siguiente aproximacion,

se utiliza la ecuaciéon (4.1) con n = 1, de la que se obtiene

fwo) _
f' (o) f(2)

3
T1 = To — =2 9 ~ 1.666666667.

Para encontrar la siguiente aproximacion, x,, se utiliza nuevamente la ecuacion (4.1)

con n = 2y el valor de ;. Se obtiene que,

f (1)

~ 1.548611111.
[ (x1)

To = T1 —

Continuando de esta manera, se obtienen los siguientes resultados:

Iteraciéon (n) | Aproximacion x,

1 1.666666667

1.548611111

2

3 1.532390162
4 1.532088989
5

6

1.532088886

1.532088886

Cuadro 4.1: Estimaciones para la funciéon f(z) = 2% — 3z + 1

Se observa que se obtuvo el mismo valor para x5 y xg. Por lo tanto, cualquier
aplicacion posterior del método de Newton probablemente dara el mismo valor para

Tp.

Para calcular los 6rdenes de convergencia computacional utilizando las formulas
provistas por Petkovic y Neta (2012), Weerakoon y Fernando (2000), y Grau-Sanchez

(2011), Se procedera de la siguiente forma:

In |ZEta=e I | 1:532088080—1.532088886 In | 0:000000103
o T—a | 1.532390162—1.532088886| " |0.000301276 | __ 1 g3
P In | ze=a I | 1:532390162—1.532088886 In | 0:000801276 :
Th1—a 1.548611111—1.532088886 0.016522225
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‘ ~ 1.993

’ ~ 2.002

Tp41—T* In 1.532088989—1.532088886 In 0.000000103
OCCrr = Tp—T* o 1.532390162—1.532088886 | _, 0.000301276
w Tp—x* In 1.532390162—1.532088886 | In 0.000301276
Tp_1—T* 1.548611111—1.532088886 0.016522225
Tntl1—Tn In 1.532088886—1.532088989 In —0.000000103
0CC, — Tpn—Tn—1 o 1.532088989—1.532390162 | _ —0.000301173
G Tn—Tn—1 In 1.532088989—1.532390162 In —0.000301173
Tp—1—Tn—2 1.532390162—1.548611111 —0.016220949

Estos célculos muestran que el método de Newton aplicado a la funciéon f(z)

x3 — 3z + 1 en el intervalo [1,2] presenta un orden de convergencia cercano a 2, lo que

es consistente con la convergencia cuadratica tipica de este método.

Ahora se presenta una tabla comparativa de los diferentes ordenes de conver-

gencia computacional del método de Newton aplicado a distintas funciones segtiin

el procedimiento anterior. Los valores iniciales se tomaron de forma optimizada, es

decir, lo mas préoximo a la solucién.

Funcién f(x) xg | OCCqg | OCCw p Raiz (x*)

3 —3z+1 2.0 | 2.002 1.993 1.993 1.532089

23 + 42?2 — 10 1.0 | 2.00564 | 1.99957 | 1.9804 | 1.365230

xt — 823 + 1822 — 122 + 2 2.0 | 2.02567 | 1.99878 | 1.98423 | 1.000000

28 —22° + 224 — 32% + 422 — 22 + 1 | -1.0 | 2.04523 | 2.00213 | 2.00345 | -1.000000

27— 42° + 525 — 22 + 22 — 62 +2 | 0.7 | 2.07334 | 2.00045 | 2.01434 | 0.543689

2?2 —e® —3x+2 1.0 | 1.99794 | 1.99825 | 1.94079 | 0.257530

(x—1)2 -1 1.8 | 2.0099 | 1.99939 | 1.97686 | 2.000000

23— 10 1.5 | 2.00299 | 1.99986 | 1.9937 | 2.154434

z3 + log(x) 0.5 | 2.00976 | 2.00067 | 2.00067 | 0.704709

% —sin(z) + 1 -1.0 | 2.36985 | 2.00069 | 2.00326 | -0.629446
Promedio 2.0542 | 1.9993 | 1.9891

Cuadro 4.2: Orden de convergencia computacional promedio del método de Newton.

La tabla 4.2 presenta la convergencia del método de Newton para diversas fun-

ciones no lineales, destacando diferentes valores iniciales (z) y los resultados obtenidos.

Se observa que el orden de convergencia computacional (OCC), tanto general (OCCg)
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como segin Weerakoon-Fernando (OCCyy), se aproxima consistentemente a 2, con
promedios de 2.0542 y 1.9993, respectivamente, lo que confirma la convergencia
cuadratica esperada del método. La tasa de convergencia promedio (p) también
se acerca a 2, con un promedio de 1.9891, indicando una rapida aproximacion a la
raiz verdadera para la mayoria de las funciones.
4.3. Eficacia y limitaciones del Método de Newton segiin la naturaleza
de las soluciones de ecuaciones de orden superior

Para evaluar la eficacia del método de Newton se analiza el comportamiento de
error que tiene este método iterativo, y se estableceran algunos resultados tedricos
y numéricos que muestran situaciones donde el método podria fallar o no aproximar
correctamente la solucién buscada.
4.3.1. Eficacia

El método de Newton suele funcionar de manera espectacular, siempre que la
suposicién inicial esté lo suficientemente cerca de una solucién de f(z) = 0. Una
forma adecuada de seleccionar esta suposicién inicial es trazar el grafico de y = f(x).
Por lo que el método de Newton suele funcionar de manera espectacular, siempre que

la suposicién inicial esté lo suficientemente cerca de una solucién de f(z) = 0.

Sea r cualquier solucién de f(z) = 0. Entonces, f(r) = 0. Suponiendo que ya se
ha calculado z,,. El error en z,, se denota por |z, — r|. A continuacion, se deriva una

férmula que relaciona el error después del préximo paso, |x,.1 — r|, con |z, — 7|

Fl@) = £ () + ) (0 = ) + 3 £1(0) (2 — )

para algun c entre z,, y . En particular, al elegir x = r,

0=f(r)=[(zn) + [ (za) (r —za) + ;f’(c) (r — )’

Mediante la definicion de 1,

0=f (xn) + f/ (xn) (In-i-l - :En)
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De hecho, se define z,,1 como la solucién de 0 = f (z,) + f' (x,) (x — z,,).

f"(c)

0= f/ (xn) (T - mn—i—l) + ;f”(c) (’l“ - xn)Q = Tpt1 — T = 2f/( ) (zn - T)Q
= ’xn+1 _T‘ 2“.;,2 >|)’ ’ Tp — |2

Si la suposicién x,, esta cerca de r, entonces ¢, que debe estar entre x,, y r, también

‘f//
21( 7")l

si se sabe que hay dos nimeros L, M > 0 tales que f cumple:

estd cerca de 1y |z — 1| & L2, — 7). Incluso cuando z, no estd cerca de r,

Lo [f"(za)| = L
2. ") <M
De ahi que,

|Tpi1 — 7] < 5L |z, — 7|

Denotando por & el error |z; — r| de la suposicién inicial. De hecho, denotando

por ¢, el error |z, — r| en x,. Entonces,

En particular

g9 <

53<

IN

g4 <
M 7 2 M 15
€5 < ((2[;) 6?) = <2[1) 5%6

Ahora se verifica un patréon que se puede generalizar por induccion,

MNZTTY L 2L M
w<(z) 4 =%z

2n—1
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. M T y . Y
Siempre que 57e1 < 1 (lo que indica cudn buena debe ser la primera suposicién
para que el método de Newton converja), esto tiende rapidamente a cero a medida

que n aumenta. Por ejemplo, asumiendo que %51 < % Entonces

0.25 sin=2
0.0625 sin=3
oL /1n2"" o1 | 0.0039 = 3.9 x 10-3 sin=4

ey < 2 ( <
M \2 M1 0.000015 = 1.5 x 10~5 sin=5
0.00000000023 = 2.3 x 1010 sin=6
0.000000000000000000054 = 5.4 x 10720 sin =7

Cada vez que aumenta n en uno, la cantidad de ceros después del punto decimal

se duplica aproximadamente.

Ejemplo 4.2 Considerese f(z) = 2* — 42® 4 62 — 42 + 1, comenzando con z; = 2.

Entonces

fl(x) =42° — 12202 + 122 — 4 f"(z) = 1227 — 242 + 12

Se puede tomar con seguridad M = 12 y si x,, > 1 para todo n, se puede tomar
también L = 4. Aunque no se sabe qué valor tiene r, si se tiene que 1 < r < 3 (ya
que f(1) =1*—4(1)2+6(1)*—4(1)+1 =0y f(3) = 3*—4(3)>+6(3)2—4(3) +1 = 0).

5
27

Dado que se toma 1 = 35, se tiene €1 = |x; — 7| < %, lo que da %51 < % y

_2L (M )2"‘1 _8 (3)2"1
Ent1 £ — | ==¢ < -z
= \an! 3\8
4.3.2. Limitaciones
El método de Newton se utiliza habitualmente para encontrar raices con rapidez.

No obstante, existen situaciones en las que este método puede no ser efectivo. Algunas

de las razones por las cuales el método de Newton podria fallar incluyen:

1. Si en una de las iteraciones x,, la derivada f’ se anula en x,, pero f(x,) # 0,
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la tangente a f en x, no cortara el eje x. En consecuencia, el proceso iterativo

no puede continuar.

2. Las aproximaciones xg, T1, T2,... podrian acercarse a una raiz distinta. Si la
funcién f posee miiltiples raices, es posible que las iteraciones no converjan
hacia la raiz deseada, sino hacia otra diferente. Esto es mas probable cuando la

aproximacion inicial zy no se elige lo suficientemente cercana a la raiz buscada.

3. Las iteraciones pueden no converger a ninguna raiz. Se presenta un caso en el
que las sucesivas iteraciones nunca se aproximan a una raiz, ya que los valores

sucesivos se alternan entre dos puntos.

Ejemplo 4.3 Considere la funcién f(z) = 2® — 22 + 2. Sea xy = 0. Se demuestra

que la sucesion xq, xy, ... NO se acerca a una raiz de f.

/()

Figura 4.2: Grafica de la funcién f(x) = z° — 2z + 2

Para f(x) = 2® — 2z + 2, la derivada es f’(z) = 32% — 2. Por lo tanto,

[ (x0) o f(0) _l _
R T R () R
En el siguiente paso,
Ty = Iy f(*rl) 1_f(1) 1_}:()'
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Consecuentemente, los niimeros xg, 1, -9, ... contindan alternando entre 0 y 1y
nunca se acercan a la raiz de f que se encuentra en el intervalo [—2, —1] como se
muestra en la gréafica (4.2). Afortunadamente, si se elige una aproximacion inicial

mas cercana a la raiz real, se puede evitar esta situacion.
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CAPITULO V
ANALISIS Y DISCUSION DE RESULTADOS

En este capitulo se analiza los resultados presentados sobre el método de Newton
para la solucién de ecuaciones de orden superior. Ademas, se dan las conclusiones

derivadas de este estudio y se sugieren posibles lineas para futuras investigaciones.

5.1. Analisis de los resultados

De acuerdo a lo establecido en el objetivo 1, para evaluar la convergencia del
método de Newton para resolucién ecuaciones de orden superior, se establecen tres
tipos de convergencia: local, semilocal y global, cada una dependiendo de distintas
condiciones sobre la funcién f(z), el punto inicial zo o el intervalo en consideracion.
Para la convergencia local, se demuestra que bajo ciertas condiciones de continuidad
y derivabilidad de f(z) alrededor de la raiz, la secuencia generada por el método
converge a x*. En cuanto a la convergencia global, se introducen condiciones mas
amplias que permiten garantizar la convergencia en un intervalo completo, utilizando

el concepto de funciones contractivas y la condicién de Lipschitz.

En cuanto a la convergencia semilocal, se establecen criterios mas especificos para
asegurar la convergencia del método a una raiz en un intervalo abierto, considerando
restricciones sobre las derivadas sucesivas de f(z) y la definicién de una funcién ma-

yorante que permite acotar la secuencia generada.

Segun lo planteado en el objetivo 2 tendente a probar mediante funciones test
el indice de eficiencia computacional del método de Newton aplicado a la resolucién
de ecuaciones de orden superior, se establece que el método de Newton tiene un or-
den de convergencia cuadratico, lo que significa que la aproximacion a la raiz mejora
significativamente con cada iteraciéon. Ademads, se calcula el indice de eficiencia del
método, determinado por la razén entre el orden de convergencia y la cantidad de

operaciones necesarias por iteracion. Para el método de Newton, este indice es apro-
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ximadamente 1.4142, lo que sugiere una alta eficiencia, aunque no la maxima posible

segtn la conjetura de Kung y Traub.

Ademas, utilizando diversas féormulas, se demuestra que el orden de convergencia
computacional se aproxima a 2 en la mayoria de los casos. Esto se evidencia en la
tabla 4.2, donde se muestran los resultados obtenidos para distintas funciones, con-
firmando que el método de Newton, en general, tiene una convergencia cuadratica en

la resolucién de ecuaciones no lineales.

Conforme al objetivo 3, de determinar la eficacia y las limitaciones del Método
de Newton segtin la naturaleza de las soluciones, se determiné que es muy eficaz para
encontrar soluciones de ecuaciones de orden superior, siempre y cuando la suposicién
inicial esté lo suficientemente cerca de la solucién real. Se demuestra que el error
entre la aproximacion iterativa y la solucion real disminuye de manera cuadratica
cuando la suposicion inicial estd cerca de la raiz deseada, siempre que se cumplan
ciertas condiciones sobre la funciéon y su derivada. Este comportamiento es uno de
los aspectos que hace al Método de Newton particularmente eficaz en problemas de

raices multiples, donde otras técnicas podrian no ser tan eficientes.

A pesar de su eficacia, el Método de Newton también presenta limitaciones im-
portantes, en donde puede fallar o no converger a la soluciéon deseada. Si la derivada
de la funcién en una de las iteraciones es cero, el proceso iterativo se interrumpe por-
que no se puede calcular la siguiente aproximacion, ademas, si la suposicién inicial
no esta lo suficientemente cerca de la raiz deseada, las iteraciones pueden acercarse
a una raiz diferente o, en el peor de los casos, no acercarse a ninguna raiz, como se
ejemplifica en el caso de funciones con comportamientos oscilatorios.

5.2. Conclusiones
En correspondencia con los objetivos planteados en esta investigacion, a conti-

nuacion se plantean las conclusiones més relevantes segiin los resultados presentados:

1. El método de Newton demuestra una convergencia efectiva en la resolucion de
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ecuaciones de orden superior. La convergencia local estd garantizada cuando
f(z) es continua y derivable en las proximidades de la raiz. Sin embargo, para
asegurar la convergencia global, se requieren condiciones mas estrictas, como la
continuidad de Lipschitz, lo que permite garantizar la convergencia en todo un
intervalo. La convergencia semilocal se obtiene bajo ciertos criterios relacionados
con las derivadas de f(z), y el uso de una funcién mayorante, lo que asegura la

convergencia dentro de un intervalo abierto especifico.

2. El método de Newton posee un orden de convergencia cuadratico, con un in-
dice de eficiencia de aproximadamente 1.4142. Esto indica una alta eficiencia
en comparacion con otros métodos, aunque no alcanza la eficiencia maxima
teorica. El orden de convergencia computacional promedio calculado en térmi-
nos de operaciones realizadas, también se confirma cercano a 2, confirmando su

convergencia cuadratica.

3. Este método es eficaz para resolver ecuaciones de orden superior cuando la
suposicion inicial esta cerca de la solucion, con un error que disminuye cuadra-
ticamente. No obstante, enfrenta limitaciones si la derivada se anula durante
una iteracion o si la suposicion inicial es inadecuada, lo que puede llevar a la
divergencia o a converger hacia una raiz incorrecta, especialmente en funciones

con comportamientos oscilatorios.

En respuesta al objetivo general de esta investigacion, se determiné que el método
de Newton es efectivo para resolver ecuaciones de orden superior, posee un orden de
convergencia cuadratico y un indice de eficiencia de 1.4142. Sin embargo, su eficacia
depende de una suposicion inicial adecuada, ya que puede fallar si la derivada se
anula o si la funcién presenta comportamientos oscilatorios, lo que puede llevar a la
divergencia o a una raiz incorrecta.

5.3. Lineas futuras de investigacion

Tomando como base los hallazgos de este trabajo donde se analizé el método de

Newton en la solucién de ecuaciones de orden superior, se proponen las siguientes

lineas de investigacion:
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Desarrollo de variantes del método de Newton que mejoren la convergencia en

funciones no Lipschitz.

Andlisis del método de Newton en la resolucién de ecuaciones diferenciales no

lineales de orden superior.

Convergencia semilocal del método de Newton en funciones con singularidades.
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Anexo 1. Convergencia del método de Newton
Teorema 5.1 El método de Newton no es generalmente convergente.

Demostracidén. Sea p(z) = Z?:o a2’ un polinomio de grado d > 3. Fijese ag = 1,
a; = —1 y ap = 0. Entonces, se tiene que p(z) = 1 — z + azz® + ... + aqgz?. Por lo
tanto,

P(2) = =1+ 3azz® + dagz® + ... + dagz*™*

p"(2) = 6asz + 12a42> + ... +d(d — 1)agz*2.

Como p(0) =1, p/(0) = —1 y p”(0) = 0, se obtiene que N,(0) =1y N,(1) = 0.
Ademés, si N (1) # oo, entonces N7(0) = N, (1) y N,(0) = 0.

/(s _p"(z,)p(Z)
Como N}(z) = p()p,#?(”, se tiene que N,(0) = 1y N, (0) = 0. Dado que

N, (1) # oo, entonces N7(0) = N, (1) y N;(0) = N,(0). Luego, dado que N (1) # oo,

se tiene que 0 es un punto periédico, de periodo 2, superatractor para IV,,.

Ahora bien, teniendo en cuenta que

1 —z+as2®+ ...+ ag2?
—1 4+ 3a32? +4a423 + ... + dagz?1’

Np(2) = 2 —

se obtiene que N,(1) = 0 si, y solo si

1+2a3+4ay+ ...+ (d—1)ag = 0.

La condicién N, (1) # oo se satisface si p/(1) # 0, es decir, si

—1+ 3as +4aq4 + ...+ dag # 0.

Estas condiciones se satisfacen en un conjunto abierto y denso de un hiperplano

de {(as,a4,...,aq) : a; € C} = C?¥2. Lo que termina la prueba.
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